
10. SPLINE – ok

Legyen [ ] RIba ⊂,  és bxxxa n =<<<= ...10  az intervallum egy felosztása,

[ ]kkk xxI ,: 1−=    ( )nk ,...,1=  .

10.1. Definíció: Az RIbaS      ],[: →  függvényt  l – edfokú spline-nak nevezzük, ha

1. b][a,)1( −∈ lCS ,

2. lk PIS ∈    ( )nk ,...,1= .
 Interpolációs spline-nak nevezzük, ha egy RIbaf      ],[: →  függvényre

3. )()( ii xfxS =  ( )ni ,...,0= .
Megjegyzés:
1. Csak interpolációs spline-nal fogunk foglalkozni, ezért a továbbiakban spline név alatt mindig
ezt értjük. A számunkra fontos spline-ok: 3,2,1=l .
2. A spline meghatározásakor n  db l – edfokú  polinomot kell felírnunk, azaz
az ismeretlenek száma : ( )1+ln . Az 1), 3)  feltételekbõl a feltételek száma : ( ) ( )11 −−+ lnl ,
ugyanis 1−l  db simasági feltétel az 1−n  belsõ pontban, azaz ( )( )11 −− ln  és n2  db
interpolációs feltétel ( n  db intervallum két végpontja).
Összesen ( )( ) ( ) ( )11211 −−+=+−− lnlnln . Innen látszik, hogy 1−l db feltétel hiányzik a spline
egyértelmûségéhez. Ezeket a feltételeket általában a végpontokra adják meg.

10.1. Lineáris spline (l=1).
1), 2) és 3) egyértelmûen meghatározza.

kI ∀  intervallumon )()( 111 −−− =+= kkkkkk xfbxaxP

         és )()( kkkkkk xfbxaxP =+= ,

Ebbõl az két ismeretlenes egyenletrendszerbõl ka  és kb  meghatározható.

Úgy is meghatározhatjuk a kP  polinomot, hogy az kI  intervallum végpontjaira felírjuk a lineáris
interpolációs polinom Lagrange- illetve Newton alakját.
Az interpoláció miatt [ ]baCs ;∈ , tehát 3) ⇒  1) teljesülése.

10.2. Kvadratikus spline (l=2).
11=−l  feltétel hiányzik a spline egyértelmû felírásához. Ezt általában az intervallum elején

vagy végén  a derivált megadásával szokás teljesíteni. Ebben az esetben az egymás melletti
intervallumokra Hermite interpolációt alkalmazva meghatározható a spline.

10.3. Köbös spline.
21 =−l  feltétel hiányzik a spline egyértelmû felírásához. Ezt általában az intervallum elején és

végén peremfeltételek megadásával szokás teljesíteni. A leggyakrabban alkalmazott klasszikus
peremfeltételek a következõk.

a) Természetes peremfeltétel: ( ) ( ) 0,0 =′′=′′ bSaS .
b) Hermite-féle peremfeltétel: ( ) ( ) ( ) ( )bfbSafaS ′=′′=′ , .
c) Periodikus peremfeltétel: ha ( ) ( )bfaf =  akkor ( ) ( ) ( ) ( )bSaSbSaS ′′=′′′=′   és  .



10.4. Példák.

1. Példa. Legyen ( ) ]1;1[,
2

sin −∈





= xxxf π . Interpoláljuk a függvényt a -1; 0; 1 pontokon

a) lineáris spline-nal,
b) kvadratikus spline-nal, melyre ( ) ( ) 0112 =−′=−′ fS ,
c) köbös spline-nal, mely a következõ Hermite-féle peremfeltételt teljesíti:

( ) ( ) ,0113 =−′=−′ fS ( ) ( ) 0113 =′=′ fS .

Megoldás.  Az alappontok: 1,0,1 210 ==−= xxx ,

a függvényértékek: ( ) ( ) ( ) 11,00,11 ==−=− fff .
a) A lineáris spline felírásához lineárisan interpolálunk a [ ]0;1−  és a [ ]1;0  intervallumon, így
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b) A kvadratikus spline-t a következõ alakban keressük.
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Az interpolációs feltételeket felírva egyben a spline folytonosságát is teljesítjük.
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A spline deriváltjának folytonosságát is teljesítenie kell a spline-nak. ( ) ( )( )2,1,2 =+=′ ibxaxP iii

( ) ( ) 2121 00)5 bbPP =⇔′=′

Látjuk, hogy eddig a 6 ismeretlenhez csak 5 egyenletünk van, a feladatban megadott
( ) ( ) 0112 =−′=−′ fS  peremfeltétellel kapjuk a 6. egyenletet.

( ) ( ) 0121)6 111 =+−⋅=−′ baP

Oldjuk meg a lineáris egyenletrendszert. 6)-ból fejezzük ki 1b -et és helyettesítsük be 1)-be.
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Innen 11 =a  és 21 =b . Az 5) egyenlet miatt
112)4 22 −=⇒=+ aa .



Tehát a keresett másodfokú spline
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c) A köbös spline-t a következõ alakban keressük.
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Az interpolációs feltételeket felírva egyben a spline folytonosságát is teljesítjük.
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A spline elsõ és második deriváltjának folytonosságát is teljesítenie kell a spline-nak.
( ) ( ) ( )2,1,26,23 2 =+=′′++=′ ibxaxPcxbxaxP iiiiiii
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Látjuk, hogy eddig a 8 ismeretlenhez csak 6 egyenletünk van, a feladatban megadott  Hermite-
féle ( ) ( ) ,0113 =−′=−′ fS  ( ) ( ) 0113 =′=′ fS  peremfeltétellel kapjuk a 7. és 8. egyenletet.
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Oldjuk meg a lineáris egyenletrendszert. A 2) 3) 5) és 6) egyenletek segítségével redukálható az
eredeti egyenletrendszer.
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Ezt megoldva

121112 2222)1)4 caacaa −=+⇒=++−

( ) ( ) 1  és  
2
3

0462223023)8)7 2121111121 −=+==⇒=−=+−⇒=+++ aaccccccaa

121112 202)4)1 baabaa =−⇒=+−+
( ) ( ) 004223043)8)7 21111121 ==⇒==−⇒=−−− bbbbbbaa .



Innen 021 =− aa   és 121 −=+ aa  miatt 
2
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21 −== aa .

Tehát a keresett harmadfokú spline
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2. Példa. Létezik-e olyan RIdcba ∈,,, , melyre
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természetes köbös spline. Miért?

Megoldás.  A természetes peremfeltétel triviálisan teljesül, hiszen lineáris függvények második
deriváltja mindenhol 0. Mivel a két szélsõ intervallumon adott a spline képlete, ezért csak a
definíció 1. feltételét kell felírnunk, azaz a folytonosság, a derivált és a második derivált
folytonosságát.
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5)+6)-ból 0=b  és így 0=a .
3) és 4)-bõl 1=c , 2)-bõl  1−=d , de ez ellentmond 1)-nek. Tehát a feltételek egyszerre nem
teljesíthetõek, nincs ilyen köbös spline.

10.5. Köbös spline-ok megadása ekvidisztans alappontok esetén

Legyen [ ] RIba ⊂, , khaxk += , ahol 
n

ab
h

−
= , ( )nk ,...,0= . Az [ ]kkk xxI ,: 1−=  intervallumon a

spline-t a következõ alakban keressük.
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Az interpolációs feltételeket felírva egyben a spline folytonosságát is teljesítjük.
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A spline deriváltjának illetve második deriváltjának folytonosságát felírva a belsõ osztópontokra
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A klasszikus peremfeltételeket felírva
a) természetes peremfeltétel esetén
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b) Hermite-féle peremfeltétel esetén
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c) perikodikus peremfeltételek esetén, ha ( ) ( )bfaf =
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Az kkk dba ,,  együtthatókat fejezzük ki a fenti egyenletekbõl, így
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A kc -kra a következõ redukált lineáris egyenletrendszereket kapjuk.

a) természetes peremfeltétel esetén  tridiagonális mátrixot kapunk
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ahol 01 =c  és 0:1 =+nc  segédváltozó.

b) Hermite-féle peremfeltétel esetén tridiagonális mátrixot kapunk

( ) ( )

[ ]
[ ]

[ ]
[ ] 






















⋅=























⋅























−

−−

++×+ nnn

nnn

n

n

nn
xxxf

xxxf

xxxf

xxxf

c

c

c

c

,,

,,

,,

,,

6

4200

14

0110

41

0024

1

12

210

100

1

2

1

11

MM

L

OMM

O

MO

L

,

ahol [ ] ( )afxxf ′=00 ,  , [ ] ( )bfxxf nn ′=,  és 1+nc  segédváltozó.



c) perikodikus peremfeltételek esetén ciklikus mátrixot kapunk
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ahol hahxx −=−=− 01 :  , ( ) ( )11 : −− = nxfxf  és 11 : ccn =+  segédváltozó.

Megjegyzés.
A képletekben szereplõ [ ]kk xxf ;1−  jelölés az kk xx ,1−  pontokra felírt elsõrendû osztott differenciát

jelöli, míg az [ ]11 ,, +− kkk xxxf  jelölés az 11 ,, +− kkk xxx  pontokra felírt másodrendû osztott
differenciát jelöli.


