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1. Bevezetés

Az interpolacié6 matematikai kozelité modszer. A természettudomanyok gyakori fel-
adata, hogy a mérésekbdl, mintavételezésekbdl szarmazé adatai (adatpontjai) segitségeé-
vel probal az ismeretlen értékekre kovetkeztetni. Ehhez egy, az adatpontokra szorosan
illeszkedd fliggvényt konstruédl. Ez a fiiggvény annal pontosabb, minél tébb adat all ren-
delkezéstlinkre.

Az interpolacié soran célunk az f(x) fiiggvény alakjanak egy I(x) fiiggvénnyel valo
minél pontosabb megkdzelitése olyan forméaban, hogy a kozelits fiiggvény is dthaladjon az
un. tabulalt pontokon, tehat elégitse ki az I(x;) = f(x;) = y; feltételt. Interpolaciorol ak-
kor beszéliink ha az x pont, melyben az f(z) értéket szeretnénk megbecsiilni, a megadott
pontok altal meghatarozott intervallumon beliil helyezkedik el.

Az interpolacios modszereket tobb osztalyba sorolhatjuk. A kozelitési fliggvények

tipusat tekintve lehetnek:

e Polinomidlisak: a kozelits fiiggvények polinomok (a legelterjedtebb modszerek). Az
interpolacio segitségével n+1 kiilonb6z6 szamparra, vagyis n+1 pontra egyértelmiien

illeszthets egy legfeljebb n-ed fokt polinom, amely atmegy az adott pontokon.

e Trigonometrikusak: trigonometrikus fiiggvények segitségével interpolédlunk. Ezek az

interpolacioval egybekdtott Fourier-médszerek alkalmazéasa esetén hasznosak.

Attol fiiggSen, hogy milyen mas tulajdonsagokkal szeretnénk felruhézni a kozelits

fiiggvényt, az interpolacié lehet:

e Lokalis: ha az I(z) kozelitofiiggvény meghatarozasakor az = kozelében fellelhetd
néhany pontot vessziik figyelembe. Ezek a modszerek ismételten alkalmaznak egy

algoritmust a teljes ponthalmaz egy kis részére.

e Globalis: ha az Osszes rendelkezésre allo (x;,y;) pontot felhasznaljuk, barmely x
értékrdl lenne szo; a pontok egyetlen fiiggvényt hataroznak meg. Mivel egy 0j pont
fliggvényértékének meghatarozasahoz minden ismert pontot felhasznalunk, emiatt
az eljaras szamitasigényes. Ezek a modszerek altalaban simabb fiiggvényeket ered-

ményeznek, amelyeken a valtozasok kevésbé kiugroan jelennek meg.



2. Motivacio

Az interpoléci6 segitsével nem csupan elméleti matematikai kérdésekre, hanem a gya-
korlati életbél vett problémakra is valaszt kaphatunk.
Egy ilyen gyakorlatbol ered6 numerikus feladat a k&olaj-lelGhelyek feltarasanak prob-

leméaja (1d. [3]). A kdolaj u = u(z,y, z) nyomasa a foldalatti rétegekben leirhato az

9 a% —i—g a@ +2 a@_u =0 (1)
Oxr \ Ox dy \ Oy 0z \ 0z)

egyenlettel, amelybdl az u fliggvény bizonyos mellékfeltételek esetén hatarozhaté meg.
Ezen feltételek egyike, hogy az (1) egyenletben szerepls a = a(x,y, z) egyiitthato a vizsgalt
tartomanyban mindenhol ismert, pozitiv és korlatos legyen. Ez az a a kolajat rejtd
kézet, valamint a k&olaj tulajdonsagaitol fiigg. Az a egytitthatot furassal allapithatjuk
meg néhany (zg, yx) helyen és sok z értékre. Mivel az a egyiitthato ismerete sziikséges az
egyenlet megoldésahoz, a furas viszont koltséges, ezért kell a meglévs informéaciokat minél
jobban hasznositani, hogy abbél kapjuk az egyiitthatot az egész vizsgalt tartomanyban.

Egy masik, elméleti matematikai feladat (I1d. [2]): Egy nagyméretii A matrix vala-
melyik kozbiils6 A\ sajatértékét csak koltségesen lehet kiszamitani. Gyakori eset, hogy
az A matrix folytonosan fiigg egy = paramétertsl, ennek kévetkeztében A az x folytonos
fiiggvénye lesz. Célszertinek tiinik a A fiiggvényt csak egyes paraméterértékekre kiszami-
tani és ezutan valahogy siman 6sszekotni — interpolalni — a kapott A-értékeket lényegesen
kevesebb miiveletigénnyel jar6 eljarast hasznalva. Ekkor azzal kell szamolnunk, hogy a
csOkkentett miiveletigény ara az lesz, hogy a pontos értékektsl eltavolodva névekvs hiba-
val kapjuk a A(z) értékét. Amennyiben viszont wjabb, pontosan kiszamitott A-értékeket
beiktatunk, azt kivanjuk, hogy az emlitett hiba csokkenjen. Nyilvanvalo, hogy a feladat
léenyege nem valtozik, ha A(z) nem sajatérték, hanem az x valtozonak egy masik, koltsé-

gesen kiszamithato fliggvénye.



3.

Polinomialis interpolaci6

A matematikusok évszazadok o6ta vizsgaljak a polinomokat szdmos tulajdonsaguk mi-

att.

A polinomok olyan kifejezések, melyben csak szamok és véltozok egész kitevdji

hatvanyainak Osszegei és szorzatai szerepelnek, igy kényelmesen lehet veliikk szdmolni.

Kiszamitasuk egyszert és a Horner-modszerrel a legkisebb miiveletigénnyel megoldhato.

Ezért természetes, ha polinomokat hasznalunk bonyolultabb fiiggvények kozelitésére.
EmlékeztetGként:

n € NU {0} esetén jelolje P, a

n

p(z) = Z agpx”

k=0
Osszegképlettel megadhato, legfeljebb n-edfokt polinomok terét, ahol az x valos

valtozo valos ao, . . ., a, egyiitthatokkal.
Egy p € P, polinomot n-edfokinak neveziink, ha a, # 0.

Az [a,b] intervallumon (a < b) folytonos, valos értékid fliggvények Cla,b] terének

egy altereként tekintiink P,-re.

A Horner-modszer segitségével konnyen kiszamithato p(x) helyettesitési értéke. Eh-

hez kissé atalakitjuk a polinomot:
p(x) = (... (apx + ap_1)x + -+ + a1)x + ao.

Tehat, ha egy a szamrol szeretnénk megtudni, gyoke-e a polinomnak, a kdvetkezd-

képp szamoljuk ki a helyettesitési értékét:
pla) = (... (apa + apn_1)a+ -+ ai)a + a.

A modszer lényeges eleme az un. Horner-séma, vagyis a fenti egyenlet értékeinek

tablazatba rendezése a szamolas megkonnyitésének céljabol.

Qp Qp—1 Ap—2 . Qo

ala, | aa,+anq | alaa, +an1)+an o | ... | p(a)

A séma masodik soraban szerepls elemek az x — a-val vett polinomosztas egytitt-
hatoi. Tehat, ha egy gyokot megtalalva folytatjuk a modszert, végiil eljutunk a

polinom gycktényezGs alakjahoz.



e m € N esetén jelolje C™[a,b] az [a,b]-n m-szer folytonosan differencialhatéd valos

értéki fiiggvényeket.

Mivel az algebra alaptételébsl kovetkez6 — polinomokra vonatkozé — egyik lényeges
tulajonsagra a kés6bbiekben tobbszor hivatkozunk, hasznos, ha felidézziik, és mutatunk

ra egy egyszer( indukciés bizonyitast.

1. Tétel. (Id. [5]) Tegyiik fel, hogy n € N U {0}. Ekkor minden P,-beli polinomnak
legfeljebb n gyoke van (multiplicitdisokkal szamolva) — vagy a polinom azonosan nulla.
(Amelynek t6bb mint n gydke van, azonosan nulla, azaz minden egyitthatonak egyenldnek

kell lennie nulldval.)

Bizonyitds: Nyilvanvaléan az allitads igaz n = 0O-ra. Tegyiik fel, hogy bebizonyitottuk
néhany n > 0-ra. Legyen most p € P, és tegyiik fel, hogy p-nek tobb mint n + 1 gyoke
van. A binomidlis tételt, valamint az z* = [(z — 2) + 2]* 4talakitast haszndlva atirjuk a
polinomot a kévetkezé formaba:

n+1

plx) = Z br(z — 2)* + by,

k=1
ahol by, by, ..., b, egyiitthatok ag, aq, ..., a,.1-t6l és 2-t6l fiiggenek. Ha z a p egy gyoke,
akkor by = 0 kell legyen, és ez azt jelenti, hogy p(z) = (z — z)q(z) , ahol ¢ € P,.
Nyilvanvaléan g-nak tobb mint n gyoke van, mivel p-nek n + 1-nél tobb gyoke van. Mivel

az indukcios feltétel miatt ¢ = 0, ez azt jelenti, hogy p =0. m

2. Tétel. Az uy, := 2 egytagi kifejezések minden k = 0, ..., n esetén linedrisan figget-

lenek.

Bizonyitds: Az el6z6 allitas bizonyitasara tegyiik fel, hogy

n

Z aput = 0,

k=0
vagyis

n

Zakxk =0, x € [a,b].

k=0
Ekkor a polinom ag,aq,...,a, egylitthatéi koziil tobb mint n egyenld nullaval, és az

1. tételbdl kovetkezGen minden egyiitthaté nulla. m
Az egytagi uo, ..., u, kifejezések linearis fliggetlensége azt jelenti, hogy P,-ben egy

bazist alkotnak, és ekkor a P, dimenzidja n + 1 lesz.
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3.1. Lagrange-interpolaci6

3. Tétel. (1d. |5]) Adott n + 1 kilonbozé pont az [a,b] intervallumon. Legyenek ezek
X0, .-, Tn. Bzenkivil adott n + 1 kilénbézd valos érték: yo, ..., yn. Ekkor pontosan egy

olyan p, € P, polinom létezik, amelyre teljesiil a

Pu(5) = yj, j=0,...,n. (2)
feltétel.
Ez a polinom megadhato
k=0
alakban, ahol [, az alabbi médon szamolhato:
lp(z) = x—$i7 k=0,...,n.
o Tk — i

1=
i#k
L,-et Lagrange-féle interpolacios polinomnak nevezziik.

Bizonyitds: Megfigyelhetjiik, hogy I, € P, (k=0,...,n), tovabba:
l,f(mj): ik jvk:07"'ana (4)

ahol

1, haj =k,
Ojk = .
0, haj#k.

Ebbdl kévetkezGen (3) alapjan adott L, benne van a legfeljebb n-edfoki polinomok
osztalydban (P,-ben), valamint megfelel az eldirt (2)-es interpolacios feltételnek.

Az interpolacios polinom unicitasdnak bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy L, 1, L, 2 € P,
két (2)-nek eleget tevé nem azonos polinom. Ekkor a kiilonbségiik, L, := L,1 — Ly
teljesiti az L,(x;) =0, j=0,...,n feltételt. Tehat az L,, € P, polinomnak n + 1 gyoke
van és ez az 1. tétel alapjan csak tgy lehetséges, ha azonosan nulla, amibél kévetkezGen
Lyy=1L,o m

Tehat végiil a kovetkez6 képlethez jutottunk:

Ly(z) := Zyk lk(z) = Zka r— (5)
k=0 k=0 20 ke



vagyis

L) =3 p——lt) (6)

=7 Wi () (T — )

ahol X
wi=1, wn@)i= [[@-m)  m=12.... ()

1. Példa. Legyen x = (—1,0,1), a hozzd tartozé y = (6,3,2). Olyan mdsodfoki polino-
mot keresiink, amely dtmegy a (x;,v;) pontokon (0 <1i < 2).
T —I T— T z(r —1)

1
hiz) = To— T1T0 — 1 (—=1)(=2) - 595(95— b

ll(x) _ r—Typ T — T2 _ (IE+1)(ZE—1) :—(ZE2—1),

T1 — g1 — X2 1(-1))

r—xy v—x1 (r+1z 1
l — — = — 1
A7) Ty — Lo Ty — L1 2.1 2x(x+ )

= 3;(x—1)—3(962—1)+x(x+1) =2% — 2z +3.

A (2) feltétel ekvivalens egy linearis egyenletrendszerrel. Az L,, polinomot kereshetjiik
L,(x) = i arz® alakban, ahol az a; egyiitthatok egyel6re ismeretlenek. Ezek meghataro-
zasahoz z:z: ’

ap + a1 + - + apTy = Y, k=0,1,...,n, (8)

linearis egyenletrendszert kell megoldanunk. A 3. tétel szerint kell, hogy ennek matrixa
regularis legyen. A (8)-as rendszer matrixa az Gn. Vandermonde-féle matrix (V). Ez a
matrix regularis, ha z; # x5, j # k . Determindnsara pedig a kovetkezs Osszefliggés

teljesiil:

det(V) =[] (2 —=).

0<j<k<n

Osszefoglalva a feladatot matrix-vektor alakban:

1 xg x% ooz aop Yo
' 1 o a2 ... ap _ ay ' %
Va=vy, V:= , a = , Y=
1 2 n
Tp T, .. X an Yn



A Lagrange altal 1794-ben felfedezett (3)-as kifejezés nagyon hasznos elméleti vizs-
galatokhoz az egyszerid szerkezete miatt. Azonban a gyakorlatban csak kis n-ek esetére
alkalmazhato. Nagy n-ek esetén az [-k nagyon nagyok, és nagy az oszcillaciojuk, ez
pedig a Lagrange-interpolacios polinom rosszult kondiciondltsagat okozza. Newton mar
1696-ban, a kvadratura-formulakrol szolo tanulményaban eljutott egy olyan interpolacios

formulahoz, amely praktikusabb a szamitasi célokra.

3.2. Newton-interpolacié

Az interpolécits polinom kiszamitasanak egy lényegesen kevesebb miiveletigénnyel jaro
rekurziv modja az un. Newton-féle rekurzio.

Jelolje N,,, azt a legfeljebb m-edfoki polinomot (0 < m < n), amely interpolélja
az {x;,y;}7L, pontokat. Az interpoldciés feladat unicitasa miatt Ny,(z) = L, (z), csak
Ny () felirasmodja lesz més.

Az m = 0 esetben

No =bo,  bo = yo, (9)

és altalaban az

Np(z) = Nppo1 () + by, m=1,...,n (10)
rekurzioval allithato eld, ahol wy,(z) (7) szerint definidlhato. Definicié szerint ugyanis
Ny, — Np,—1 egy legfeljebb m-edfokt polinom, amely — mivel gyokei x = xg, ..., Tm_1 —
valéban wy,(z) konstansszorosa. Mivel N,, egyértelmtien meghatarozott, igy b,, is:

m m

I s (1)
iZk

Mindebbél kovetkezik a Newton-interpolaciés polinom alakja, melyet a kovetkezd képlet
ad:

Na(x) =) bntwm(2). (12)

A b, egyiitthatok m = 1,2 esetben:

by

_ 1Y 1 (yz—yl_yl—yo>

b2:
513'1—56'07 Tog —Xg \ T2 — I 1 — Xo



3.3. Osztott differenciak

A b, egyiitthatokra keresiink egy altaldnosabb, kényelmesebb kiszamitasi modot.

1. Definicié. Adott n + 1 kilonbozd pont az [a,b] intervallumon: x, ..., x,, valamint
n+ 1 valds yo, ..., y, érték. Az x; pontbeli k-adrendid Df osztott differencidt a kovetkezd

rekurziv modon definidljuk:

D;-) = v, j=0,...,n, (13)
DF — D

pF = I =0, n—k k=1,...n (14)

J Tjik — T; ) J ) ) ) ’ )

Az osztott differencidk az {z;,y;}}_, adatok sorrendjétsl nem fliggenek, mert fel-
cserélve az (z,,y,) és (xs,ys) adatokat, az Osszeg nem valtozik, csupan az s-edik és r-edik

tagja cserélédik fel.

1. Megjegyzés. A Df k-adrendi osztott differencia eqy mdsik, gyakran haszndlt jeloléss

modja: flz;, ..., Tj1x-

1. Lemma. (Id. [5])

Jtk Jj+k 1
k __ s _ _
Dj—z.ymHM’ j=0,....n—k k=1,...n (15)
=J =]

Bizonyitds: (1d. [5]) Teljes indukcioval igazolhatjuk a lemmat. Nyilvanvaloan k = 1-re
igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy k— 1-re mar belattuk (k > 2). Ekkor (15)-6t, az indukcios

feltételt, és a

1 ( 1 1 > B 1
Tipk = T \Tm = Tk Tm—25)  (Tm = Tigk) (Tm — 75)

azonossagot hasznalva kapjuk:

Jj+k Jj+k j+k—1 j+k—1
Dk 1 1 1
J I\ m=j+1 1=7+1 m=j i=7J
1Em iF£
1 Jtk 1 1 Jj+k—1 1
Tj+k T m—j+1 Tm — Tjtk Ty — Ty i—j+1 Ty — T4
i#m
k-1 1 j+k 1 Jj+k Jjtk 1
o [T v Il o= = 2wl =
i=j Itk g i=j+1 "7 U om=j = L
i#Em



amivel bizonyitottuk is a lemmat. m

Tehat a keresett b, egyiitthatok az 1. lemma alapjan j = 0 esetben adédnak:

b = Dg" = flwo, -

o)

Az osztott differencidkat célszerd a differenciaséma-tablazat szerint rendezni:

Zo

T

X2

Tpn—1

T

Yo =D8
Y1 = D?
Y2 = Dg
Yn—1 = Dg

A teljes tablazat elGallitasahoz $n?+O(n) mivelet (1 mivelet = 2 kivonas és 1 osztés)

sziikséges.

Az egyes b, egyiitthatok a differenciaséma-tablazat haromszogének felsé oldalarol ol-

vashatok le.

2. Példa. Adott 4 pont: (0,0),(1,2),(3,8),(4,9), és kereselt az a legfeljebb 3-adfoki po-

linom, amely illeszkedik az adott pontokra.

Ekkor a differenciaséma részletesen:

0

0

10



1

A by, ..., by egyiitthatokat a haromszog fels6 oldalarol olvashatjuk le: 0,2, 3, _411' Eze-

ket felhasznalva kapjuk az N3 polinomot:

Ns(z) = 22 + %x(z —1)— %lx(:v —1)(x — 3).

A differenciaséma segitségével kénnyebben megoldhatd tovabbi (2,11, yn+1) adatok
hozzdadéasa, mint a Lagrange-interpoléacio felirasabol kiindulva. Ehhez a differenciasémat
az 1j adattal egészitjiik ki és csak egy tovabbi (pl. also) atlojat szamitjuk ki. Ebben
az esetben ha a séma végén nulla szerepel, akkor az interpolaciés polinom nem valtozik,

altalaban viszont 1j adat hozzdadasaval az interpolaciés polinom fokszama novekszik.

3.4. Neville-rekurzio

Abban az esetben, ha az interpolacios polinom explicit alakjanak megadasa nem lé-
nyeges, inkdbb a behelyettesitési értékek fontosak, a Neville-rekurzié nagyon praktikus.
Legyenek {z;}7_, alappontok, {y;}1_, a hozz& tartozo értékek, (z # z;). Ekkor a

Neville-rekurzié altalanos alakja:

L12.‘.(m—1)($) (1 — )

L12...m(x) = L23mm(x) (l’m - l‘)

Y

Tm — T1

ahol

Lig. m-1)(z) (21 —2)

Los..m () (Tm — )

(Bt 0

Ls3..m() (Tm — )

= Lo m—1)(®)(Tm — ) — Log._m(x) (21 — ).

Igy konnyen eljuthatunk L, ,(z)-hez, ami az n-edfoki Lagrange-interpoldciés polinom
x helyen vett helyettesitési értékét jeloli.

A rekurzi6 elemei egy differenciasémahoz hasonl6 tablazatba rendezheték:

Ty T1—T Y

Lqa(x)
T2 T2 —T Y2 L123(I)

L23($) L1234(I)
T3 Tz3—T Y3 Loz ()

Lsy(x)

Ty Ty — T Yy

11



Ly . kiszdmitasi modja m = 2, 3 esetben:

I 2($) _ 1 U1 (.’El — ilf)
' Ty —T1 |y (xg — ) ’
L12($1) = U,
L12(I2) = Y.
L (;L’) _ 1 LIQ(I') (xl — (L’)
1 T3 — 21 |Log(z) (15— )|
1 U1 0
L xr = = ,
123( 1> T3 — T ng(l'l) (Ig — 171) &
1 1 — T
ngg(l‘g) _ Y2 ( 1 2) =y,
T3 — T Y2 (lL’g — ZEQ)

Lygg(z3) = ys.

3.5. Hibabecslés

Miutan eljutottunk az L,, N, interpolacios alakokhoz, az eredményt gy is értelmez-
hetjiik, hogy létezik egy f fiiggvény, amely az interpolacios feladat y; = f(x;) értékeit
adja: f(z;) = f;, 7=0,...,n, és ezt a fiiggvényt approximaltuk az L,, polinommal.

Mivel a Lagrange-interpolacios polinom altal adott approximécié az alapja tobb nume-
rikus eljarasnak (pl. numerikus integralas, kozonséges differencidlegyenletek megoldasa)
fontos kérdés, hogy L, (z) mennyire tér el f(x)-t6l.

Legyen f egy olyan (n+1)-szer folytonosan differencialhaté fiiggvény, amelyhez konst-

rualunk egy p,(x) € P, polinomot, amelyre

palry) = y; = fz;) = f;,  j=0,1,....n.
Becslést szeretnénk adni az |f(z) — p,(z)| eltérésre.

1. Allitas. (1d. [6]) Ha f € C™V]a,b], akkor minden = € [a,b]-hez létezik olyan & =
& € (a,b) szam, amely mellett

F )

) Wnt1(T), (16)

f(x) = pn(z) =

ahol wy1(x)-et (7) alapjdn szdmoljuk.

12



Bizonyitds: (|6] szerint) Legyen T € [a,b], T # x;, j = 0,1,...,n, (T tetszbleges, de
rogzitett pont). Célunk: f(Z) — p,(T) becslése. Ehhez vezessiink be egy 1j fiiggvényt

(¢(z)).
o(z) = f(z) — p1(x) — Kwppa (), (17)

ahol K egyeldre tetszdleges allando, wy,11(x) (7) szerint adott, ¢(z;) = 0.
Valasszuk meg a K allandot ugy, hogy ¢(7) = 0, azaz
o(T) = f(@) — pu(T) — Kwpi1(T) = 0. Ekkor

K = 1@ (@) (18)

Wn—i-l(x)

A (17), (18) alapjan létrehozott ¢ fiiggvény az {zo,...,x,, 2} pontokban is nulla.
Tehat n + 2 db pontban nulla.

A Rolle-tétel alapjan legalabb n+1 pontban ¢'(x) = 0. Ezt a lépést folytatva legalabb
n darab pontban ¢”(z) = 0, és igy tovdbb egészen addig, mig el nem jutunk a @V

derivaltig, ami legalabb egy pontban nulla. Jel6ljon £ egy ilyen pontot. Vagyis

e tI(E) = 0.

Ekkor

p(x) = f(z)—pa(®) = Kwpia(2),
() = fOrD(z) —0— K(n+1),

) = [ ~ K(n+ 1) =0,

Fr0E) _ (@) — pa(@)

(n+1! wen(@)
- (g ~
f(@) —pu(@) = mwn+1($)-

Vezessiink be néhany jelolést:
e h:= max |r; — x;_1| az alappontok kozétti legnagyobb tavolsag ,

1<j<n

o |wni1 (@) = |(z = z0)(z — 21) -+ (2 — )| < (b — )",

13



Ekkor

|f(x) = pu()] < (n+ 1) TE%XU("H)(x)] Wna1(z) <
S G mgl @ o
ok = 3
I+
= (x —x;) | = — f
111 [T (x— ) ;k T Tk
= weni(z) | = f(z) i :
H (x—m) k=0 (7 —xy) H (xp — x;)
. 20
= Wnt1(2)bny1,
mivel
n+1 n+1
bpt1 = kaH

Tehat a kovetkez6 Gsszefiiggéshez jutottunk:

bn+1 Whn+1 (ZIZ’)

Ln(x) + bn—i—l Wn41 (33')
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A hibabecslésiik miatt:

f(n+1) 5
(nTl()!) Wnt1() = bpp1 Wpra ()
) ()
Végiil, a Newton-féle interpolécié kovetkeztében:
m_ S (Em)
bm - DO —f[f]fo, ,l’m]— m|
Na(z) = > bmwm(x) =) #wm(x).
m=0 m=0 ’

A (16) hibaképletet kozvetleniil ritkan hasznaljuk, de gyakran adott egy becslés az
(n + 1)-edik derivaltra:
max | f" ()] < My, (19)

z€la,b]

amelynek segitségével becsiilhets az eltérés:

M4

n+1
mivel = € [a,b] esetén w,,; minden (z — ;) tényezdjében a < x; <b j=0,...,n. Igy

teljesiil az |wnq| < (b—a)™™ Gsszefiigges.

3. Példa. (1d. [2|) A sin(z) figgvényt |a,b] intervallumon a Lagrange-féle polinommal

interpoldljuk. Mekkora az approzimdcids hiba?

: 1 n+1
sin(z) — Ly(z)| < CE %%f'f( ()] wnga (z) <
(b—a)"
SCESE

hiszen a sin(x) fiiggvény (n+1). derivaltja n-tél fiiggéen sin(x), cos(z), — sin(x), — cos(x),

de mindegyikre teljesiil a | £V (z)| < 1 6sszefiiggés.

2. Allitas. (1d. [6]) Jelélje h == max (v; — z;_1). Ekkor

1<j<n

1
lwni1(z)] < 1 n! b,
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Bizonyitds: Teljes indukcioval bizonyitunk. n = 1 esetben teljesiil, hiszen
Loy
lwa(2)] = |(@ = zo)(z — 21)| < 1 A%,

Feltessziik, hogy n = k-ra igaz. Megmutatjuk, hogy akkor k + 1-re is:

lwkr1(2)| = k(@) (@ — Tpg1)| = Wi (@) |7 — Tpga| <
1 1
< Z(k—1VhF-k-h ==k BFL
< (k-1 1

Az elgbbi allitas kovetkeztében

1

max | f "+ . 1
4(n+1)

Zpnl hn+1 — max |f(n+1)| .

n+1
(n+1)! 4 '

|f(z) = pa(2)] <
2. Definicidé. FEgy e(h) hiba p-edrendt, ha létezik olyan c konstans, amelyre
le(h)I] < c-hP.

4. Tétel (Faber). (Id. [5]) Minden alappontrendszer-sorozathoz létezik olyan f € C|a, b]
figguény, hogy az L, f interpoldcids polinomok sorozata nem konvergdl egyenletesen f-hez

la, b]-n.

5. Tétel (Marzienkiewicz). (1d. [5]) Minden f € Cla,b| figguényhez létezik olyan
alappontrendszer-sorozat, hogy az L, f interpoldcids polinomok sorozata egyenletesen kon-

vergdl f-hez.

3.6. Hermite-interpolacio

Ezt a modszert akkor hasznaljuk, amikor az f(z;) fiiggvényértékeken kiviil néhany
alappontra ismerjiik a derivalt értékeit is.
Adottak {z;}7_, alappontok. Az Hermite-féle interpolacios polinom olyan H polinom,

amely eleget tesz a kovetkezé feltételeknek:
i=0,...,n: H®(x;)=fu, k=01,....,m;—1, (21)

ahol f;r € R, m; € N, H® pedig a H fiiggvény k-adik derivaltjat jeloli. Tovabba legyen

m =Y m; a (21)-ben szerepld feltételek szama.
j=0
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6. Tétel. Ha a fent: feltételek teljesiilnek, akkor létezik az Hermite-féle interpoldcios fel-

adatnak egyértelmi megolddsa P,,_1-ben.

Az egyértelmiiség bizonyitdsa hasonldéan zajlik, mint a Lagrange-féle feladatnal. Te-
gyik fel, hogy H; és H, két olyan (legfeljebb m — 1-edfoki) polinom, amelyre teljesiilnek
a fenti feltételek. Vizsgdljuk a h = H, — Hy € P,,_; polinomot. Ennek x; m;-szeres gyoke.
Multiplicitassal szamitva Gsszesen m gyok van, de h fokszama legfeljebb m — 1. Tehat
h =0, vagyis H; = Ho.

Az interpolécios feladat megoldasanak megtalalasahoz felhasznaljuk a Lagrange-féle
polinomot, a Newton-féle alakban felirva. Ott ugyanis az w,,(z) ((7) szerint) polinomok
hasznalatanak eredményeképp a feladatot x,,_1-r6l x,,-hez haladva lehetett megoldani.

Ebben az esetben ezt a kovetkez6képp lehet elérni:

o (x — x0)*
Fo@) = Z for TO;
k=0
és -
.
sj(x) = || (@ — =)™
1=0
akkor
Fi(z) = Fj_1(z) + s;(2)Gj(z), j=0,1,...,n, (22)

alakban konstrualhato a keresett H,, 1 polinom, és H,, 1(z) := F,(x).
Fo(xz) — mint a Taylor-sor kezdete — eleget tesz a (21)-es feltételeknek 7 = 0 és k =

0,1,...,mg — 1 esetben. Ezenkiviil

sg'k)(évo):(), k=0,1,....mg—1, j=>1,

is érvényes. Ezért minden Fj(z) teljesiti a (21) feltételeket j = 0-ra. Ezutéan feltehetjiik,
hogy (21) teljesiil minden olyan j-re, amelyre n > m > j > 0.
Kell még, hogy F,,(z) eleget tegyen (21) feltételeknek j = m esetben. Ehhez (22)-at

k-szor derivaljuk, és az eredménybe behelyettesitjiik x = x,,-et:
Sk = Frgf) (Tm) = Fok + Sm(Tm) - ng)(mm)a (23)

ahol s, (x,,) ismert nemnulla szam, és

k k
Fok = Fr(rle(xm) + < )Sgﬁf)(l‘m) : Gm(xm) et </<: )S;n(xm) : Ggi_l)(xm)'

0
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Mivel feltehetjiik, hogy G () mar ismert ([ = 0,...,k — 1), igy F,i is rendelkezésre
all, tehdt G () a (23)-b6l kifejezhetd.

A gyakorlatiasabb megkdzelités szerint is eljuthatunk H,,_;-hez. Az Hermite-féle inter-
polacios feladat megoldasdhoz a Newton-féle alakban a differenciasémabol nyert Lagrange-
interpolacioés polinom segitségével juthatunk el. Ehhez feltessziik, hogy az adott fj
értékek valamilyen elegend&en sokszor differencidlhatd f fliggvénybdl kiszamolhatoak:
fio = f(z), fir = fO(x;), k=0,1,...,m; — 1.

A H,,_, kozvetlen konstrukcidja: A hagyomdanyos differenciasémaban minden z; alap-
pontot mj-szer szerepeltetiink. Ahol a differenciaséma azon oszlopdban, melyben az k-
adrendd osztott differencidk &allnak, értelmetlen g kifejezés adodna, oda % keriil. Az

egyéb helyeken a korabbi médokon szamolunk.
4. Példa. (1d. [2]) Adott

(0,0,0) = (x0, £(0), f'(0)),
(171’376) = (xlaf(1)>f/(1)>fﬂ(1))>

tehdt mo = 2, my = 3, és keresett az a legfeljebb my + my — 1 = 4-edfoki polinom, amely

ezekel az adatokat interpoldlja.

0 O
0
;—0
0 0 1
1 1
1 1 2 0
0
5—>3 1
0 6 __
0
6_>3
1 1

Ebbdl leolvashatok a by egyiitthatok: 0,0,1,1,0. Tehat a keresett interpolacios polinom:
Hy=0+0-2+ 2 +2*(z—1)+0-2%x —1)* = 2%

Az interpolécios polinom csak harmadfoku lett, de teljesiti az Osszes feltételt, tehat ez az

egyetlen megoldas.
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Egy m-szer differencidlhato f fiiggvény és az Hermite-interpolacio eltérésére a kévet-

kez6 Osszefiiggés teljesiil:

B () _
f(m) ELn71<1ﬁ - m! a%n<x) ) 5‘_’€x € (a7b)7 (24)
ahol i
() = [ (@ =)™
=0
Innen (20) mintajara érvényes
f(l‘) - Hm—l(x) = % (b - a)m’ § = g% S (au b)7 (25)

ahol M, (35) alapjan szamolhato.
Az Hermite-féle polinom lokalisan jobb approximaciot ad, de a szélsé alappontok koze-
lében, a polinom magasabb fokszdma miatt, még erdsebb kilengésekre kell szamitani, mint

a Lagrange-interpolacio esetén.

4. Trigonometrikus interpolacio

Munkéank soran elég gyakran fordulnak el periodikus fiiggvények, amelyek a kovetkezd

tulajdonsaggal rendelkeznek:
fE+T)=f(t), teR, T>0.

A polinomidlis interpolacié hasznalata nem alkalmas periodikus fiiggvények esetén, mivel
az algebrai polinomok nem periodikusak. Ezért a tovabbiakban az interpoléacio vizsgalatat
a trigonometrikus polinomokkal folytatjuk, melyeket el6szor Clairaut 1759-ben, majd Lag-
range 1762-ben hasznalt egyméstol fiiggetleniil.

Ezt kovetGen feltessziik, hogy a periddus egységesen: T' = 2.

3. Definicié. n € N esetén jelilje T,, a trigonometrikus polinomok terét, amelyek a

n n

q(t) = Z ay, cos kt + Z by sin kt

k=0 k=1

képlettel adhatok meg. Legyenek aq,...,a,,b1,...,b, valds egyiitthatok. FEqy q € T,

trigonometrikus polinomot n-edfoki neveziink, ha |a,| + |b,| > 0.
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A szinusz és koszinusz fliggvények addiciés képleteibdl kovetkezéen ¢1qa € T}, 40y, ha

¢1 €T, és qu € T,,. Ez indokolja a trigonometrikus polinomokkal valé foglalkozast.

7. Tétel. (1d. [5]) Egy T,.-beli trigonometrikus polinom, amelynek t6bb mint 2n kilénbézd
gyoke van a [0,27) periddusban, azonosan nulla, tehdt minden egyitthatdjanak nullinak

kell lennie.

Bizonyitds: (|5] szerint) Tekintsiik a ¢ € T,, trigonometrikus polinomot

a a :
q(t) = 50 + ; [ay cos kt + by, sin kt] (26)
alakban. Legyen by = 0,
1 , 1 :
Vi = §(ak —iby) , Vg := §(ak +iby), k=0,...,n, (27)

és az Euler-formulat hasznélva
e = cost + isint,

(26) méasképp felirva:

g(t) = > we™. (28)
k=—n
Legyen z = €' és

p(Z) — Z ,Ykzn—&-k,

k=—n
igy kapjuk, hogy

q(t) = 27"p(2).
Most tegyiik fel, hogy a ¢ € T,, polinomnak t6bb mint 2n kiilonboz6 gyoke van [0, 27).
Ekkor a p € P, algebrai polinomnak t6bb mint 2n kiilonb&z6 gyoke a komplex egység-
koron van, mivel a t — e fiiggvény [0, 27)-t bijektiven leképezi az egységkorre. Ebbél
kévetkezGen az 1. tétel miatt p = 0, tehat ¢ =0. =m

A cx(t) := coskt, k =0,...,n koszinusz és a si(t) := sinkt, k =1,...,n szinusz

fiiggvények linearisan fiiggetlenek C[0, 27]-n.

8. Tétel. (1d. [5]) Adott 2n + 1 kilonbozd pont: to, ..., ts, € [0,27), és 2n + 1 érték:
Yo, - - - Yan € R. Ekkor létezik egy egyértelmilen meghatdrozott trigonometrikus polinom a

kévetkezd tulajdonsdggal:
&)=y, j=0,...,2n. (29)
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A Lagrange-féle alakot felhasznalva a trigonometrikus interpolaciés polinom megad-
hato

2n
=Y Ul (30)
k=0
alakban, ahol
2n . t—t;
sin “5+
Lity=|l—%-, k=0,...,2n.
-T2 o
=0 2
i#k
Ekvidisztans felosztés esetén legyen
215
= — ) =0,...,2n.
7 2n + 17 J ) , 4T

Ennek segitségével felirva az Osszeget

2n 2n

. ; 41, k=0,
g et = g eIt = " (31)
~ — 0, k=-+1,...,42n,

amely a mértani sor dsszegképletébdl kovetkezik e # 1 esetén:

2n i(2n+1)t
ity _ L€ _
et = - =0,
1 — etk
j=0

mivel e = 1 esetén az Osszeg minden tagja egyenls eggyel.

Megprobaljuk megtalalni az egyértelmiien meghatarozott interpoléciés polinomot

n

qn(t) _ Z ,ykeikt

k=—n
formaban. A
qn(tj):yj, j:(),,Qn
interpolacios feltételekbdl lathato, hogy az interpolacids feladat megoldasa ekvivalens egy

linearis egyenletrendszer megoldésaval. Ezek az egyenletek

n

> we™ =y, j=0,....2n (32)

k=—n

alapjan irhatok fel. Tegyiik fel, hogy (32) megoldasai a 7y egyiitthatok. Ekkor (31)

segitségével jutunk a

2n n 2n
Doy =Y ) et = 20+ 1)y
j=0 Jj=0

k=—n )=
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osszefiiggéshez. Azaz (32) barmely megoldasa megkaphaté a kovetkezd képlettel:

2n
1 —ikt;
%=2n+1jgoyje i, k=-n,...,n. (33)

Masrészt (31) és (33) felhasznalasaval kapjuk:

n 2n 2n
m=0 k=0

k=—n

azaz a (32) linearis rendszernek van egyértelmd megoldésa, mely (33) szerint adott.

Az el6z6, valamint a (26), (27), (28) Osszefliggések alkalmazéasaval juthatunk a kovet-
kez§ tételhez.

9. Tétel. (1d. [5]) Létezik a

3

Qn<t> = -

50 + Y [ag cos kt + by, sin kt]

k=1

eqyértelmiien meghatdrozott trigonometrikus polinom, amely teljesiti a

2mj
n =Yy, ':O,...,Q
NE TR

interpoldcios feltételeket. Az egyiitthatdk az aldbbt mddon szamolhatdk:

27?]]{;
k=0,...
= 2n+1zyﬂ o+ 1’ et

27rjk
' k=1.... n
b = 2n+1z% m+1 el

A trigonometrikus interpolacié hibajanak vizsgalata joval bonyolultabb, mint a po-
linomialis interpolacioé. Jelolje L, : C[0,2x] — T, trigonometrikus interpolacios ope-
ratort, amely az f fliggvényt az L, f trigonometrikus interpolaciés polinomra képezi.

Ekvidisztans racshalo esetén a konvergenciara két éllitas teljesiil ([5] szerint):
o ||L.f— f|l2 = 0,n — oo, minden folytonos, 27 szerint periodikus f esetén, és

e ||L,f—f|lco = 0,n — 0o, minden folytonosan differencialhato, 27 szerint periodikus

f esetén.
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5. Spline interpolaci6

A spline fogalmat 1946-ban el6szor Isaac Jacob Schoenberg vezette be.

Spline-okat tébbnyire interpolaciéra és dbrazolasra hasznalnak. Az igy nyert gorbék
olyan simak, amennyire csak lehetnek, nincsenek rajtuk nagyobb kilengések, és rugalma-
sabban moédosithatok, mint a polinomok. Egyes tipusaik szakaszonként valtoztathatok
ugy, hogy koézben a gérbe nagyobb része megmarad.

A spline név a hajoépitésbdl ered; ott az épitéshez hasznalt hajlékony vonalzot ne-

vezték spline-nak.

A méar bemutatott polinomidlis interpolaciok kénnyen elgallithatok, de nagyobb fok-
szam esetén nem mindig komplikaciomentesek. Ezek az interpolaciok a szélsG alappontok
kozott gyakran rosszabb eredményt adnak, mintha egyszerd toréttvonallal 6sszekotnénk
az alappontokat.

Ekkor lehet segitségiinkre a spline — vagyis szakaszonkénti polinomidlis interpolaci6.

[2] szerint legyen az [a, b] intervallum egy felosztasa

a=Tg<rT1 < <xp,=>b, (34)
tovabba
hj:=|r;— x|, h:= ogl?gf—lhj . (35)

A szakaszonkénti interpolacié esetén az egyik lehetéség szerint minden [x;_q,x;] sza-
kaszra kiilon készitjiik az interpoldciot. Ha csak {f(z;)}7_, fiiggvényértékek adottak,
akkor a szakaszonkénti elséfoka Lagrange-féle interpolacios polinomot (L) hasznélva

kapjuk a torottvonal-interpolaciot, melynek hibaja:

|f(z) — Lj(2)] < % 0P @€ [, ),
ahol f € C?a,b], és My (19) szerinti.

Ha magasabbrend interpolaciét akarunk kapni, a szakaszonkénti Hermite-interpolécio
alkalmazasa vezethet eredményre. Ehhez x;_;-ben és x;-ben megfelel6 szamia derivalt
értékének megadasa sziikséges.

Célszeri a minden szakaszon paratlan 2p + 1-edfoktit Hermite-interpoléci6, amelyhez
minden x; pontban az f fliggvény értékén kiviil még adott az elsé p derivalt is. Ezt a

polinomot jelélje Hjop41, (j=0,...,n).
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Ekkor (23) becslés alapjan, rogzitett m = 2p + 2 mellett egyre kisebb (h hossziusagu)
részintervallumok esetén nincs probléma azzal, hogy a fiiggvény és az interpolacio6 eltérése
tetszdlegesen kicsi legyen:

Myt
|f(x) — Hjopia(x)| < (Qp—jig)' SRR e (251, 2] (36)

Tehat a szakaszonkénti Hermite-interpolacié hibaja h-ban (2p + 2)-edrendt. A Hjo,4q
minden j-re vett Osszessége olyan fliggvényt definial [a, b]-n, amelynek elsé p derivaltja

folytonos, viszont a (p + 1)-edik altaldban mér nem az.

A spline interpolacié egy masik modszer szerint: az egész [a, b] intervallumra egyszerre
készitjiik a szakaszonkénti polinomidlis interpolaciot, amely g-edfoku lesz minden [z;_1, z;]
szakaszban. Ez az eljaras is csak fiiggvényértékeket hasznal, de azonos fokszamra tobb
differencidlhatosidgot kinal, mint az elébbi szakaszonkénti Hermite-interpolacio.

Mivel a felosztas alapjan n szakasz adott, (g + 1) szabad paraméteriink van. Minden
z; alappontban megkoveteljiikk az interpolacios feltételeket. Ez (n + 1) db egyenletet
jelent. Ezen kiviil minden belsd pontban ({x;}7]) azon feltételeket, hogy a szakaszonkénti
interpolacio és els d derivaltja folytonos legyen. Ez osszesen (d + 1)(n — 1) egyenlet.
Mindezek a feltételek linearis egyenletekre vezetnek. Az Osszes egyenlet rendszerének
megoldhatosaga érdekében sziikséges, hogy ne legyen kevesebb szabad paraméter, mint
feltétel, vagyis

(g+)n>n+1+d+1)(n—1)=(d+2)n—d.

Ennek az egyenlétlenségnek a d = g — 1 a legkézenfekvébb megoldasa. Igy marad
lehetGségiink d tovabbi feltételre, hiszen még d-vel tobb szabad paraméter van, mint ahany
feltétel. Ezeket az xg, x,, pontokban célszerii felhasznélni peremfeltételként.

Tehat a spline interpolacio alapotlete az, hogy a fiiggvényértékek megadéasa utéan a
szakaszonkénti magasabbfokd interpolaciot folytonossagi kovetelmények el&irdsaval hoz-
zuk létre ahelyett, hogy deriviltakat adndnk meg a megfelel6 szamu feltétel eléréséig.

A spline interpolacionél még a g — 1 = d-edik derivalt is folytonos, és g > 1 esetén
specidlis egyenletrendszer megoldasa kell a szabad paraméterek meghatarozésahoz. A
linearis rendszer mérete (g -+ 1)n lesz, de soronként kevés nemnulla egyiitthatoja van. Igy

végiil a rendszer megoldasa n-ben linearis miiveletigénnyel allithato el6.

4. Definici6. Az [a,b] intervallumon definidlt S = S, figgvényt akkor hiviuk spline-

nak, ha az ott folytonos, a (34) felosztds idsszes |[xj_1,x;] részintervallumdn polinom:
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Solle;_1,e;) = 85 € Pyl[rj—1,75]), €s a meghatdrozdsihoz a felosztds belsd pontjaiban csak

az adott f fiigguény helyettesitési értékei sziikségesek.

A toréttvonal interpolacio is ennek egy fajtdja g = 1 és d = 0 esetén. Emiatt elsGfoka
spline-nak is nevezhetjiik. Ez a moédszer egyszerti, megtartja a nemnegativitast és a
konvexitast.

Gyakori a harmadfoki spline hasznalata. Itt g = 3 és d = 2. Tehat marad két feltéte-
liink, amelyet peremfeltételként xg, x,, pontokban hasznalunk fel. A harmadfoku spline-
hoztartozo linearis rendszer tridiagonéalis alakra hozhato, ha szakaszonként olyan Hermite-
interpolacios feladatbol indulunk ki, amelynek minden alappontja kétszeres: az adatai
(xj_l,fj_l,f]’.fl) , (xj,fj,fj’-) alakunak. Ezaltal biztositottuk, hogy ez a szakaszonkénti
Hermite-interpolacio és elsé derivaltja folytonos legyen [a, b]-n. Az fi-k tgy valaszthatoak
meg egyértelmien, hogy a szakaszonkénti interpolacié masodik derivaltja is folytonos le-

gyen. Ez a kévetelmény adja az

fé = f/<370),
j=1,2,...,n—1:
hifi_y+2(h; +hy) fi+ hjoifiyy = 3{h;DL, + h;D}},
fr/L = f/<£lj'n),

egyenleteket, melyek alapjan lathato, hogy a rendszer megoldhaté. Ha az f'(xzo), f'(z,)
értékek nem allnak rendelkezésre, akkor az elsd, ill. utolsé négy alappontra kiszamitva a
Lagrange-féle polinomot, majd ezt lederivilva és x = z¢-t, ill. * = x,-t behelyettesitve
kaphatjuk fi-t, ill. f!-t.

Az igy kiszamitott spilne-nak konstrukcié szerint a masodik derivéltja is folytonos, de
a szakaszonkénti harmadfokt Hermite-interpolacié mésodik derivaltja a legtobb esetben
szakadasos.

Altalaban a szakaszonkeénti (2p + 1)-edfokit Hermite-interpolacio p-edik derivaltja foly-
tonos, migy egy g = 2p+ 1-edfokt spline-nak még a g — 1 = 2p-edik derivaltja is folytonos.

5.1. B-spline

A béazisspline-ok, vagy més néven B-spline-ok a spline-ok olyan halmaza, melyek ba-
zisfliggvények segitségével konstrualhatok meg.
Az egyszeriiség kedvéért csak ekvidisztans felosztasa, h 1épéskozi B-spline-okkal fog-

lalkozunk.
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A B-spline-ok rekurzivan definidlhatok:

1, Jz[ <4,
BQ =
0, |z|> 3,
er%
Bpnii(z) = / Bn(y) dy, xz€eR, m=0,1,.... (37)
ool
2
By, (m—1)-szer folytonosan differencidlhato, nemnegativ, a [=2=1, 1] intervallumon

kiviil = 0, és az m-edfoki polinomra teljesiil, hogy minden [j, j 4 1] intervallum esetén m
paratlan, [j — 3, j + 3]-ra pedig m paros (j € Z).

Elemi integracioval megkaphato B,,(z) m = 1,2, 3 esetén:

1-— |ZL‘|, |$| < 17
B, = (38)
0, lz| > 1,
2
L 2l =g = (el 42 el <,
2
By = 59 (lz[=3) 3 <zl <3, (39)
0, 2] > 3,
B R Mt
By = 2 (2- z|)? 1<zl <2 (40)
0, |z| > 2.

\

6. Bézier-polinomok

Az elkovetkezGkben bevezetésre keriil ([5] szerint) a szamitogépes grafika néhany alap-
vet6 fogalma. Kzt az ismertetést csupan a sikbeli és térbeli gérbékre korlatozzuk. A
szamitdgépes grafikiban alapvetd kovetelmény, hogy a geometriai objektumok megjeleni-

tése és mozgatasa elég hatékony és gyors legyen.

5. Definicié. n € NU {0} esetén jeldlje P a

p(z) = Zakxk, reR

k=0

képlettel megadhato polinomok terét, ahol ay, ..., a, € R™. Egqyp € P polinom n-edfoku,
ha a, # 0.
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Legyen [a,b] € R, (a <b). Az

Tr—a

T t(x) = 2
—a

(41)

affin linedris transzformacié az [a, b] intervallumot a [0, 1]-be képezi. A binomialis tétel

alapjan

1=[t+(1—t)" = Xn: <Z>tk(1 — ",

k=0

Ezeket a [0, 1] intervallumon értelmezett Bernstein-polinomoknak nevezziik. Mindebbdl

(41) segitségével kaphatjuk az [a, b]-n értelmezett Bernstein-polinomokat.

6. Definicié. A [0, 1]-en értelmezett n-edfoki Bernstein-polinomot a

BrMt) = (Z)tk(l —O" " k=0,....n

képlet adja. Ennek kéovetkeztében a

B(z:a,b) == B ("Z:Z) _ ﬁ (Z) (z—a)fb-2)""* k=0 .

polinomot [a,b]-n értelmezett Bernstein polinomnak nevezziik.

A Bernstein-polinom néhany tulajdonsaga:

e Nemnegativak [0, 1]-en.

e A Bernstein-polinomok eleget tesznek a
Bp(t)=Br_.(t)(1—t), k=0,...,n,

By(t) = (1—t)By~'(t), Bp(t) =tB,~|(t)

(43)

(44)

(45)

relacioknak minden ¢t € R és n € N esetén. A ¢t = 0 pont a k-adrendd B} egy gyoke,

és t = 1 az (n — k)-adrendi egy gyoke. Minden B}’ polinom a maximalis értékét

csak t = %—ben veszi fel.
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e A Bernstein-polinomok rekurziv médon adhatok meg:
Br(t)=tB}{(t) + (1 —t)B}7'(t), teR, (46)
neNésk=1,...,n—1esetén. A BJ,..., B polinomok P, egy bazisat adjak.

7. Definicié. A by, ..., b, € R™ egyiitthatokat a p € P polinom
p(z) = ZkaZ(x; a,b), 1w € la,b] (47)
k=0

képletében p kontrollpontjainak, vagy Bézier-pontjainak nevezzik. Az ezdltal meghatdrozott

poligont (toréttvonalat) Bézier-poligonnak nevezzik.

Mivel a p polinom grafikonja szorosan két6dik a Bézier-poligon forméjahoz, ezért p
grafikonjat gyakran Béziér-gorbének nevezik. Megfigyelhetjiik, hogy p(a) = by és p(b) =
b,, vagyis a Bézier-poligon, és -gérbe mindkét végpontja egybeesik.

A Bézier-gorbe derivaltjainak kiszamitéasaban segit az alabbi Osszefiiggés:

d k _ e
0 = ()= 0 = - k-
n

ami azt jelenti, hogy

nBy !, k=0,
(Bp)' =9 n(By{ —B"Y) k=1,....n—1, (48)
—nB!'" |, k=n
10. Tétel. (1d. [5]) Legyen
p(t) = i bpBy(t), tel0,1] (49)
k=0

egy Bézier-polinom [0, 1]-en. Ekkor

- n! = e }
p(J)(t):mZAjkak ]<t), j=1,...,n,
J T k=0

ahol a Aby, a kivetkezd rekurziv modon defidlhato:

Aobk = bk, Ajbk = Aj_lbk+1 - Aj_lbk, ] = 1, <oy N
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Ezen tétel miatt a derivaltak a két végpontban:

. n!
pY(0) =

Ajb()a p(])(l) = (n — j)‘A]bn—j

n!

Az els6 derivaltak a végpontban:

p'(0) =n(by —bo),  p'(1) = n(by — bp).

A Bézier-polinom p(t) fiiggvényértékének kiszamitasara egy gyors és stabil modszer a
de Casteljou algoritmus.

Adott egy (49) szerinti Bézier-polinom, definialjuk a b¥ € P/ segédpolinomot:
k
1) = 3 b B) (50)
=0
i=0,....n—keés k=0,...,n. A b} segédpolinom egy k-adfoki polinom k + 1 kont-
rollponttal: b;,...,bi1x. bf = 0.
11. Tétel. (1d. [5]) Az n-edfoki p Bézier-polinom b¥ segédpolinomja eleget tesz a
bi () = (1 — )by~ (t) + b (1) (51)
rekurzios formuldnak i =0,....,n—k ésk=1,...,n esetén.

Mivel by = p(t) a rekurziot b) = by-val kezdve p(t) kiszamithato az egymast kovets
Bézier-pontok (bo, . . ., b,) konvex kombinaciojaként. (51)-bél egy a differenciaséma-tablé-
zathoz hasonlo tabla irhato fel. A de Casteljou-tablazat egyiitthatoit két [0, t]-n, ill. [¢, 1]
en értelmezett Bézier-polinombol allithatjuk els, amely viszont azonos az eredeti [0, 1]-en
vett Bézier-polinommal.

Tetsz6leges 0 <t < 1 esetén a
(@)= SO BN w0,8),  pole) = S OB (it 1)
k=0
Bézier-polinomokra teljesiil:

p(z) =pi(x) = pa(x), xR

Természetes a t = % valasztas. Az egymaést kovetd, ismételt felosztéasok a Bézier-
poligonok egy sorozatahoz vezetnek, mely elég gyorsan konvergdl az eredeti Bézier-gorbé-

hez, hogy az algoritmus hatékony legyen a gorbék szamitégépen valdé megjelenitésére.
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7. Alkalmazas

A maér emlitett szamitogépes grafikai alkalmazasokon kiviil az interpolacié mésik gya-
korlati alkalmazasa a képek interpolacidja. Ez barmilyen digitalis fotonal felmeriil vala-
milyen helyzetben, altaldban nagyitas, elferdités vagy forgatas esetén.

Egy digitalis foto képpontokbol (pixelekbdl) all. Minden egyes képpont leirhaté mate-
matikai értékkel. A digitalis fot6 nagyitasakor eredeti méretének akar tobbszordsére is
nGhet, valodi szamérték azonban csak az eredeti képpontokhoz tartozik, a nagyitas soran
ybeillesztett” 0j képpontok értékét hivatott kiszamolni az interpoléciés algoritmus.

A lencsék torzitasat kijavito, perspektivavaltd vagy forgato interpolaciok ferdités vagy
a forgatas esetén fordulhatnak elg. Ugyanazon kép atméretezésekor, forgatasakor, vagy
ferditésekor az eredmény jelent&s mértékben fiigg az interpolacios algoritmustol. Mivel
az interpoléacios eljaras csak egy kozelités, a kép mindenképp vesziteni fog a minGségébdl.
Minél tobb informaciot ismeriink a koérnyezé cellakrol az interpolacié annal pontosabb
lesz. Ebbdl kévetkezik, hogy minél jobban kinyajtunk egy képet annal nagyobb mértékben
romlik a minGsége.

A 90°-0s forgatas veszteségmentes, mert egy cella sincs athelyezve két pixel kozotti
hatarra (és igy megosztva). Abban az esetben, ha a forgatas nem 90°-0s, mar a legelsd
forgatasnal észrevehetd, hogy romlott a mingség. Kovetkezésképpen a a kép mindségének
romlasa egyenesen aranyos a forgatasok szadméanak novekedésével. Az eredmények javit-

hatoak az interpolacié algoritmuséat vagy a megadott adatok hibajat cstkkentve.
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8. Osszefoglalas

A dolgozatban attekintést adtunk a legismertebb, leggyakrabban targyalt interpolacios
modszerekrdl.

Kerestiik azt az f(z)-et kozelité I(x) interpolacios fiiggvényt, amely teljesiti az I (z;) =
f(z;) feltételt.

Bemutatasra keriilt a polinomialis interpolacié tobb fajtaja. ElsGként a Lagrange-,
majd a Newton-féle, amit egyszeriibbé tett a differenciaséma megismerése. A Neville-
féele rekurziot és az Hermite-interpolaciot kovetGen hibabecslést adtunk a mar targyalt
modszerekre. A polinomidlis interpolacié a legegyszertibb és leggyorsabb médszer, de nem
minden esetben vezet eredményre. Ezért vizsgaltunk mas eljarasokat: a trigonometrikus,
és a spline interpolaciot, végiil pedig a grafikiban hasznalatos Bézier-gorbéket. Mivel
a spline interpolacié esetén a szomszédos alappontok altal meghatarozott szakaszokon
interpolalunk, a spline jobban konvergal a keresett fiiggvényhez. Hasonl6an hatékony a
Bernstein-polinomokra épliil6 Bézier-gérbék modszere. Befejezésiil a digitalis fényképezés

teriiletén alkalmazott interpolaciorol esett néhany szo.

31



Hivatkozasok

[
2]

13]
4]
[5]
6]
|7l

http://www.wikipedia.org/

Stoyan Gisbert: Numerikus matematika mérnokoknek és programozoknak, TypoTex
Kiado, 2007

Stoyan Gisbert — Tako Galina: Numerikus mddszerek 1., Typotex Kiado, 2002
Peter Henrici: Numerikus analizis, Miiszaki Konyvkiadd, 1985

Reiner Kress: Numerical Analysis, Springer, 1998

Farago Istvan: Alkalmazott Analizis 1. Eldaddsjeqyzet ELTE, 2008

http://pixinfo.com/cikkek/interpolacio

32



