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Bevezetés

A konyvben ismertetett programozasi modell megfogalmazasanak elsddleges célja az
volt, hogy elméleti hatteret adjon a 1épésenkénti finomitds médszeréhez — az algorit-
musok és az adatszerkezetek vonatkozasaban egyarant. Id6kozben ezen sikeriilt jelen-
tésen tdllépni, s a jelenlegi legfontosabb cél a tudatos programozas tdmogatasa.

Bar a modell eszkozei segitségével a feladat specifikdciéjat helyettesiteni tudjuk
olyan feladatok specifikdcidival, amely feladatok megolddsa esetén a rendelkezésre
4116 matematikai eszkdzokkel belathaté az eredeti feladat megolddsanak helyessége,
nem célunk az automatikus programszintézis, ezért nem fordultunk a formadlis es-
zkozok, mddszerek felé.

A programnyelvek, programok vizsgélata, helyességiik bizonyitdsa mar tobb mint
negyven évre nyulik vissza, s6t néhany fontos eredmény ennél is régebbi. Maga
a programozds is nagyon hamar a vizsgdlatok targydva valt, mind elméleti, mind
gyakorlati szempontbdl. Itt csak utalunk a relaciés modell szdmunkra legfontosabb
el6zményeire, és megprobaljuk elhelyezni a véleménylink szerint legjelentSsebb
irdnyzatok kozott.

El6zmények

A Dbemutatott modell négy fontos el6zményre épit. Dijkstra ,,programozasi
diszciplindja”-ra [Dij 76], Hoare tipuskezelésére [Hoa 72], Jackson programtervezési
moédszerére [Jac 75] és Mills matematikai megkozelitésére [Mills 72].

A 60-as években kibontakozo, szoftverkrizisnek nevezett jelenség jelentGs
lendiiletet adott a programozdssal kapcsolatos kutatdsoknak. Ezeknek szinte szim-
bolumava valt Dijkstra nevezetes cikke [Dij 68], és a programnyelvek altal a kezdetek
ota tamogatott moduldris programozas mellett vagy inkdbb utin a strukturalt progra-
mozdasnak nevezett irdnyzat kiindul6 pontja lett.

Az éltala bevezetett fogalmakra, médszerekre [Dij 76] nagyon sokan épitettek, igy
a relaciés modelliink is. Szamunkra legfontosabbak a leggyengébb elbfeltétel, a leve-
zetési szabdlyok, a nemdeterminisztikussag, az allapottér, a Dikstra dltal hasznalt, bar
Hoare-t6l szarmaz6 [Hoa 72] el6- és utéfeltétellel torténd specifikacio.

Habar Dijkstra ebben a konyvében logikai jellegi megolddsokat haszndlt, nem

torekedett szigord formalizédlasra, ezt rovid idén beliil nagyon sok cikk és konyv
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[Gri 81] megtette. A formalizalas legtobbszor logikai eszkozokkel tortént, aminek
kovetkeztében hittérbe szorult az allapottér fogalma és a leggyengébb eldfeltételt
predikdtum-transzformatorként kezelték.

JelentSsen befolydsolta a relacidés modelliink kialakitasat Mills [Mills 72] mate-
matikai megkozelitési médja. A programfiiggvény fogalma, a fiiggvény lezartjanak
és a ciklusnak a kapcsolata, a memoria modellezése az, amit elsGsorban figyelembe
vettiink. A nemdeterminisztikussag kezelésére kézenfekvé megoldds volt a relaciok
haszndlata.

A programozds problémadinak mds jellegli megkozelitését adta Jackson [Jac 75],
ami a napjainkban félformdlisnak nevezett médszerek egyik &sének tekinthets, és
a gyakorlatban sokszor alkalmaztik. Ezeket a programtervezési moddszereket is
igyekeztiink kezelhet6vé tenni a relaciés modellben.

Programozasi paradigmak

A jelenlegi f6 programozasi irdnyzatok két nagy csoportba sorolhaték. Az egyikbe
tartoznak a formdlis médszerek, amelyeknek az alapja egy-egy formdlis matematikai
diszciplina.

A )\ kalkuluson, illetve annak kiterjesztésein alapul a funkciondlis paradigma. A
nagy megbizhatésagu, bonyolult feladatokat megoldé programok iranti igény és a ren-
delkezésre all6 er6forrdsok hihetetlen novekedése miatt a funkciondlis megkozelités
mar nem elméleti, hanem elsdsorban gyakorlati jelentdségt.

A logikai alapii programozas (modellezés) — kiilondsen a logika kiilonbozd kiter-
jesztései, pl. tempordlis logika kovetkeztében — sok dltaldnos és specidlis rendszer
keretében jelenik meg.

Figyelemre mélté karriert fut be a B-mddszer [Abr 96], ami Dijkstra és Hoare
emlitett munkdin alapul. Az absztrakt gép fogalmara épiil, és a Zermelo—Fraenkel axi-
omadkon alapulé B nyelvet haszndlja a rendszerkészités minden fazisdban.

A madsik nagy csoportba tartoznak az ugynevezett félformdlis rendszerek. Ezek
altalaban az objektumelvi modellalkotds tdmogat6i, mint pl. az UML, de ide sorol-
hatjuk a tervmintaalapii tervezést [GHJIV 95] is, ami a klasszikus eljaraskonyvtar 4l-
taldnositasanak is tekinthetS. Ezeknek a rendszereknek 1ényeges gyakorlati eleme a
kéd-ujrafelhaszndlds, amit szintén az er&forras-novekedés tesz lehet&vé.

A reldciés modellt az elsd csoporthoz a levezetés, a masodikhoz a visszavezetés
fogalma kapcsolja.

A legujabb irdnyzatok kozé tartoznak a multiparadigmdlis megkozelitések
[Bud 95], amikor a mddszer alapja nem egyetlen absztrahdl6 fogalom, illetve abszt-
rakcids stratégia. Ebbe a csoportba soroljuk reldciés modelliinket is, de mi nem az
eszkozokkel, hanem a mogottiik levé elméleti 6sszefiiggésekkel foglalkozunk.
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Az egyes fejezetekrdl

Az elsd részben Osszefoglaljuk a konyvben felhasznalt legfontosabb matematikai fo-
galmakat, jeloléseket, és bevezetiink a relacidkkal kapcsolatban néhany specidlis fo-
galmat.

A kovetkezd két részben bevezetjiik a relaciéalapi modell alapfogalmait: allapot-
tér, feladat, program, megoldds. Megadjuk a megoldds egy elégséges feltételét, a
gyakorlati szempontbdl is fontos specifikdcio tételét, ehhez felhaszndljuk a valtozé
és a leggyengébb elofeltétel fogalmat.

A 4.és az 5. fejezetben 4ltaldnositjuk az eddig bevezetett fogalmakat. E fejezetek
jelentésége elsdsorban elméleti. Elsd olvasasra kihagyhatdk.

A kovetkezé harom részben a szokasos szekvencidlis programkonstrukcidkat
vezetjiik be, és megfogalmazunk néhany velilk kapcsolatos, a 1épésenkénti finomitas
szempontjdbodl hasznos tételt.

A 9. fejezet szintén elméleti szempontbdl érdekes, és nem sziikséges a tovabbiak
megértéséhez.

Ezutdn a programozds legfontosabb fogalmaval, a tipussal foglalkozunk a 10. és
a 11. fejezetben. A tipussal kapcsolatos fogalmak nemcsak fontosak, hanem elég bo-
nyolultak is. Els6 olvasdsra nem is kell torekedni alapos megismerésiikre. Célszer(i az
egész konyv végigolvasdsa utdn visszatérni ezekre a fejezetekre.

A kovetkezd harom fejezetben azt mutatjuk meg, hogyan lehet gyakorlati progra-
mozasi feladatokat megoldani. A 12. fejezetben a levezetési szabdlyok alkalmazasa-
val, a feladatot 1épésenként finomitva jutunk el a bizonyitottan helyes megoldé prog-
ramhoz. A 13. fejezetben a visszavezetést mutatjuk be, azaz meglévé megolddsokat,
tételeket haszndlunk fel. A 14. fejezetben egy Osszetettebb feladatot oldunk meg
kiilonb6z6 médokon.

Az utolsé részben a fejezetek végén szerepld feladatok megoldasahoz adunk tt-
mutatét, s6t sok esetben megadunk egy lehetséges megoldast is.

Koszonetnyilvanitas

Ez a konyv az E6tvos Lorand Tudoményegyetemen a programtervezd matematikusok
szdmdra tartott el6addsaim alapjan késziilt. A tobb mint hiisz éve megjelent jegyzethez
képest sok minden valtozott. Ez alatt az id6 alatt sok volt és jelenlegi kollégam vett
részt e targy oktatasaban, és segitette fejlodését. A husz év alatt tobb ezer hallgatéval
taldlkoztam ezen eléadasok kapcsan, az & negativ és néha pozitiv véleményiik is sok
segitséget jelentett nekem.

Jelenlegi és volt kollégdim: Fekete Istvdn, Gregorics Tibor, Horvith Zoltan,
Konczné Nagy Mairta, Kozics Sandor, Kozsik Tamds, Nyékyné Gaizler Judit, Sike
Séndor, Steingart Ferenc, Szaboné Nacsa Rozdlia, T6ke Pél, Varga Zoltan, Vargyas
Miklés, Venczel Tibor segitségéért koszonettel tartozom.
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Kiilon koszonom Steingart Ferencnek azt a nagy munkét, amelyet a konyv elsd
elektronikus jegyzet valtozatdnak elkészitésével végzett, nélkiile nem vdgtam volna
bele ennek a konyvnek a megirdsaba.

Ko6szonom Bozsik Jozsef, Kovacs Péter, Riské Gergely és Sztupdk Szildrd Zsolt
hallgatéknak, hogy elkészitették a feladatok megoldasat. Kovacs Péter, Bozsik J6zsef
segitségével a 15.1.—15.8., Riské Gergely a 15.9. és 15.11., Sztupdk Szilard Zsolt a
15.10. rész megolddsait készitette el.

Koszonom Hunyadvari Liszl6 gondos lektori munk4jit, rengeteg hasznos
észrevételét.

Ajanlas
Ajanlom e konyvet elsGsorban a programtervezd matematikus, programtervezd in-
formatikus hallgatéknak. Ajdnlom azoknak is, akik programozdssal foglalkoznak,
szeretik a kihivdsokat és nyitottak. Ez a konyv nem konny( olvasmény és nem is
hasznos ismeretek, receptek gytijteménye, de aki figyelmesen, gondolkodva elolvassa,
val6sziniileg més szemmel fogja l14tni az eddigi munkajat is.

A jart Gt biztonsdga helyett ajanlom a jaratlan 1t izgalmat és reményét.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a részben bevezetjiik azokat a jeloléseket és alapvetd definicidkat, amelyeket a
tovdbbiakban gyakran fogunk haszndlni. Ezek legnagyobb része kdzépiskoldbodl vagy
bevezetd jellegli matematikai tanulmanyokbo6l ismert.

1.1. Halmazok

El6szor bevezetjikk a matematikdban gyakran haszndlt halmazok jeloléseit.

N — atermészetes szamok halmaza,
Np — anemnegativ egészek halmaza,
7Z  — azegész szamok halmaza,

L. — alogikai értékek halmaza,

() — aziires halmaz.

Szokas a természetes szamok halmazdba a nullat is beleérteni, de ebben a
konyvben erre kiilon jelolést (Np) hasznalunk.
A halmazokat gyakran vagy az elemeik felsoroldsaval

L ::= {igaz, hamis},

vagy egy tulajdonsdg megfogalmazasaval

[a.b]i={z€Z|xz>aésx <b}

adjuk meg.
Természetesen haszndlni fogjuk a matematikdban megszokott halmazelméleti
miiveleteket '
U — unid,
N — metszet,
\ — Kkiilonbség
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és relacidkat is

€ — eleme,
C — részhalmaza,
C — valodirésze.

Egy H halmaz szdmossagét | H| jeloli. Azt, hogy egy H halmaz véges, néha igy
is frjuk: |H| < oc.

Egy H halmaz részhalmazainak halmazdt, azaz a hatvanyhalmazat p(H)-val,
véges részhalmazainak halmazat §(H )-val jeloljik.

1.2. Sorozatok

Ha A egy adott halmaz, akkor az @ = (a1, a,...), a; € A egy A-beli véges vagy
végtelen sorozatot jeldl.

Az A-beli véges sorozatokat o« = {aq, g, ..., ay), a; € A alakban frhatjuk le.
Egy « véges sorozat hosszét |« jeloli.

Az A-beli véges sorozatok halmazat A*-gal, a végtelen sorozatok halmazat A>°-
nel jeloljik. Az el6z6 két halmaz unidjaként elGallo A-beli véges vagy végtelen
sorozatok halmazdra az A** jel6lést hasznaljuk.

Egy @ € A** sorozat értelmezési tartomanyéat D, -val jeloljik, és a kovetkezd
halmazt értjiik rajta:

D, :{ L]all, haae A"

N, haa € A>.
Legyenek al,a?,...,a""1 € A* és o™ € A**. Ekkor azt a sorozatot, amelyet
az al,a?,...,a" ! o™ sorozatok egymds utdn frdsdval kapunk, a fenti sorozatok

konkatendcidjdnak nevezziik, és kon(at,a?, ..., a1 a™)-nel jeloljik.

Egy A**-beli sorozat redukdltjdnak nevezziik azt a sorozatot, amelyet tigy kapunk,
hogy az eredeti sorozat minden azonos elemekbdl 4ll6 véges részsorozatdt a rész-
sorozat egyetlen elemével helyettesitjiik. Egy o € A** sorozat redukaltjt red(a)-val
jeloljiik.

Bevezetjik még a 7 fiiggvényt, amely egy véges sorozathoz hozzarendeli annak
utolsd elemét: 7 : A* — A, Vo € A*:

T(@) = g

1.3. Relaciok

Legyenek A és B tetszGleges halmazok, ekkor az

Ax B:={(a,b)|ac Aésb e B}
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definicidval adott halmaz az A és B halmazok direktszorzata.

Egy R C A x B halmazt bindris reldcionak neveziink. A tovdbbiakban, ha nem
okoz félreértést, a bindris jelz6t elhagyjuk.

Az R relacid értelmezési tartomdnya:

Dr:={a€ A|3be B: (a,b) € R},
a reldcio értékkészlete:

Rr:={beB|Ja€ A:(a,b) € R},
areldcio értéke egy a € A helyen, vagy masképpen a R szerinti képe:

R(a) :=={b € B (a,b) € R},
egy H C A halmaz R szerinti képe a halmazt alkot6 elemek képeinek unidja, azaz
R(H) == | ] R(h).
heH

Az R C A x B relaciét felfoghatjuk egy nemdeterminisztikus leképezésnek,
megfeleltetésnek is az A és a B halmaz elemei kozott. Az értelmezési tartomény je-
lenti azokat az A-beli elemeket, amelyekhez hozzarendeliink legaldbb egy B-beli ele-
met. Hasonlban, az értékkészlet a legaldbb egy elemhez hozzdrendelt elemek halmaza.
Az 1.1. dbrdval egy reldciét szemléltetink. A = {a,b,¢,d}, B = {1,2,3,4}, R =
{(a,1),(a,2),(b,2),(c,3)}. Az a ponthoz hozzd van rendelve az 1 és a 2 is, b-hez

1.1. abra. Relécié szemléltetése

csak a 2, c-hez a 3, d-hez nincs hozzarendelve semmi, €s 4 nincs hozzarendelve sem-
mihez.

Egy a € A elemnek a képe azoknak a B-beli elemeknek a halmaza, amelyeket
a relacié hozzarendel az a-hoz. Egy H halmaz képét az elemek képeinek unidjaval
definidltuk. Ez méasképpen ugy fogalmazhat6 meg, hogy a H képe azokbdl az elemek-
bdl all, amelyek legaldbb egy H-beli elemhez hozza vannak rendelve, azaz
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R(H)={b€e B|3a€H :(a,b) € R}.

Azt mondjuk, hogy egy relacié determinisztikus, ha
VYa € A:|R(a)] < 1.

A determinisztikus relacidkat masképpen parcidlis fiiggvényeknek hivjuk. Fiiggvény-
nek neveziink egy R reldciét akkor, ha

VYa € A:|R(a)|] = 1.

Egy A-b6l B-be képezd f fiiggvényt altaldban f : A — B-vel, mig egy par-
ciélis fiiggvényt f € A — B-vel jeloliink. E jel6lés haszndlata esetén f(a) nem az
egyelem( halmazt, hanem annak elemét jelenti.

Legyen R C A x B. Ekkor az R(~V reldci6 az R inverze, ha

RV = {(b,a) € B x Al (a,b) € R}.

Legyen H C B tetszdleges halmaz. H-nak az inverz relci6 szerinti képét, R(—1) (H)-
ta H halmaz R reldci6 szerinti inverz képének nevezziik. A definiciokbdl latszik, hogy

REV(H) ={a e A| R(a) N H # 0}.

Fontos megkiilonboztetni az inverz képet a H halmaz R relacid szerinti dsképétdl,
amelynek a definiciéja a kovetkez6:

R™Y(H) ::= {a € Dr| R(a) C H}.

Az 6skép altaldban nem egyezik meg az inverz képpel, de mindig része annak.
A két kép kapcsolatat mutatja az 1.2. dbra. Megjegyezziik azonban, hogy fiiggvény,
illetve parcidlis fiiggvény esetén a két kép megegyezik.

Legyen PC AXx Bés@Q C Ax B.Ha P C Q, P-t Q lesziikitésének nevezziik.
Ha R C A x Bés H C A, akkor

Rlg :==RN(H x B)

R egy lesztikitése, amit Ggy is neveziink, hogy R megszoritdsa H-ra.

1.3.1. Miiveletek

A reldciok kozott értelmeziink miveleteket is. Legyen P C A x Bés @ C B x C.
Az R C A x C'reléacioét a P és Q relaciok kompozicidjdanak nevezziik, ha

R={(a,c) e AxC|3be B:(a,b) e Pés(bc) € Q},
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1.2. abra. Inverz kép és 6skép

és Q o P-vel jeldljiik.

Az S C A x C relaciét a P és Q relaciok szigorii kompozicidjanak nevezziik, ha
S={(a,c) e AxC|3be B:(a,b) € Pés(b,c) € QésP(a) CDg},

és Q) ® P-vel jeloljiik.

Mint az az 1.3. abran is l4thatd, a kompozicié és a szigort kompozicié altaldban
nem egyezik meg, (as,c3) € @ o P, de nem eleme @ ® P-nek. Konny( belétni, a
szigord kompozicié mindig része a kompozicionak. Azt sem nehéz belatni, hogy ha

a két relacio koziil legalabb az egyik fiiggvény, vagy ha az els6 parcidlis fiiggvény, a
kétféle kompozicié megegyezik.

1.3. abra. Kompozici6 és szigori kompozicié
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Ha R C A x A, akkor azt mondjuk, hogy R homogén relacié. Egy homogén
relacié onmagédval kompondlhat6. Ennek alapjan definidljuk R hatvdnyait:

R? == {(a,a) | a € A},

éshan eN,
R™ := Ro R L.

Az {(a,a) | a € A} reldcidt identitds reliciénak is nevezziik, és id 4-val jeloljiik.
Az R C A x Areléci6 lezdrtja az az R C A x A relaci6, amelyre:

(1) Dpu={acA| Bac A® oy =aésVic N:a;y1 € R(a;)} és
(2) Va € D : R(a) i={be A|3k €Ny : b€ R¥(a)ésb ¢ Dg}.

A lezart tehdt olyan pontokban van értelmezve, amelyekbdl kiindulva a reldciét
nem lehet végtelen sokszor egymds utdn alkalmazni, és ezekhez a pontokhoz olyan
pontokat rendel, amelyeket tigy kapunk, hogy a relacié véges sokszori alkalmazasaval
kikeriiliink az eredeti reldci6 értelmezési tartomanyabol. Tehdt Dr N Ry = () mindig
teljesiil, és Va ¢ Dr-raa € Dy és R(a) = {a}. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a
definicié nem egyezik meg azzal, amit tranzitiv lezdrtnak szoktak nevezni.

Az R C A x A reléci6 korldtos lezdrtia az az R C A x A relci6, amelyre:

(1) D == {a € A| 3k, € No: RF(a) = 0} és

(2) Ya € D=: R(a) 2= R(a).

Vegyiik észre, hogy egy relacié lezartja és korlatos lezartja kiilonbozhet. A defini-
ciokbdl lathatd, hogy ez a kiilonb6z8ség csak az értelmezési tartomdnyok kozott je-
lentkezhet. Ennek azonban sziikséges feltétele, hogy egy alkalmas pontbdl kiindulva
a relaciot ne lehessen végtelen sokszor alkalmazni, de a véges sokszori alkalmazasok
hosszdra ne tudjunk korldtot mondani. Természetesen ez csak akkor lehetséges, ha
végtelen sok véges alkalmazas-sorozatot tudunk a pontbdl inditani. Nézziink erre egy
egyszeri példat: legyen R C Z X Z és

_f {a—1}, haa>0;
mw_{N, haa < 0.

EkkOI'Z:DE#DEZNO

1.3.2. Logikai relaciok

Az R C A x L tipusi reldciékat — ahol A tetsz6leges halmaz — logikai reldcicknak
nevezziik. A logikai reldcidkra bevezetiink néhédny jelolést:
Legyen R C A x L. Ekkor az R igazsdghalmaza:

[R] == R™'({igaz}),
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gyenge igazsdghalmaza:
|R] == R=Y({igaz}).

Ha R fiiggvény, akkor az igazsadghalmaz és a gyenge igazsdghalmaz megegyezik.

Legyen H C A, azt az A — L fiiggvényt, amelynek az igazsaghalmaza H, a H
halmaz karakterisztikus fiiggvényének nevezziik, és P(H)-val jeloljiik. A fenti defini-
cidkbdl kovetkezik, hogy tulajdonképpen mindegy, egy halmaz részhalmazairdl vagy
a halmazon értelmezett logikai fiiggvényekrdl (allitasokrdl) beszEliink-e, hiszen ezek
a fogalmak kolcsonosen egyértelmiien megfelelnek egymasnak.

Gyakran fogjuk haszndlni az azonosan igaz és az azonosan hamis fiiggvényeket:
Igaza : A = Lés [Igaza] = A, Hamisy : A — L és [Hamis,| = 0. Ha nem
okoz félreértést, az A indexet nem irjuk ki.

Legyen RCAXx Aésm: A— L. Az

R|m = R|r U{(a,a) € Ax Al|ac [r]\ Dr}

relciét feltételes reldcionak nevezziik, ami a reldcié lesziikitése és kiterjesztése a
feltétel igazsdghalmazdra, azaz D, = [7].

A tovéabbiakban egy feltételes relacié lezartjat, illetve korlatos lezartjat a rela-
cio feltételre vonatkozo lezdrtjdnak, illetve feltételre vonatkozo korldtos lezdrtjdnak
fogjuk nevezni.

1.4. Direktszorzat

Az eldzbekben definidltuk két halmaz direktszorzatit, most ezt a fogalmat al-
taldnositjuk.

Legyenek A;,i € I tetszSleges halmazok, és X = {z | x : [ — U;erA;}, azaz X
az I-t az A;-k unidjaba képez§ fiiggvények halmaza. Ekkor az

X . :
A= iel Ajn={ze X |Viel:z@i)ec A}
halmazt az A;, i € I halmazok direktszorzatdnak nevezziik.
Az I halmaz gyakran az [1..n] intervallum, ekkor az

n
A= x Al
i=1

jelolést hasznéljuk. Ebben az esetben azt mondhatjuk, hogy a direktszorzat elemei ren-
dezett n-esek. Az altalanos esetben is a direktszorzat elemeit gyakran mint rendezett
n-eseket adjuk meg, feltételezve, hogy egyértelmiien el tudjuk donteni, hanyadik kom-
ponens melyik ¢ € I-hez tartozik.

Megjegyezziik, hogy I iires is lehet, ebben az esetben a direktszorzat csak az lires
halmazt tartalmazza.
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HaJ CTés K =1\ J,akkora

X
jeJAj

direktszorzat altere és a
X

’_
B = ke K

Ak
direktszorzat kiegészitd altere A-nak.
A prp: A — B fiiggvényt projekcionak nevezziik, ha

Va € A:prg(a) =aly.

Ha J = {j}, a prp fiiggvényt j-edik projekciénak vagy j vdltozonak is nevezziik.

Ertelmezziik a projekciot parokra, sorozatokra és halmazokra is:
pra((a1,az2)) == (pre(a1), pre(az))
pre({ay,as,...)) == (prp(a1),pre(az),...)
pre({a1,as,...}) o= {pre(a1)} U{prp(az)} U...

A parok vetiilete tehat a komponensek vetiiletébdl all6 par, a sorozat vetiilete egy,
az eredetivel azonos hossziisdgi sorozat, amelynek elemei rendre az eredeti sorozat
elemeinek vetiiletei. A halmaz vetiilete halmaz, de lehet, hogy a vetiilethalmaz eleme-
inek szdma kisebb, mint az eredeti volt, példdul egy végtelen halmaz vetiilete lehet
véges is.

X . . X
. A; direktszorzat ekvivalens a B = . B;
iel jed
direktszorzattal, ha létezik olyan f : I — J kolcsonosen egyértelmid megfeleltetés
(bijekcid), hogy Vi € I : A; = By. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az értelmezési
tartomdny elemeinek atnevezésével kapjuk meg A-bdl B-t. Konny(l belatni, hogy
val6ban ekvivalencia reldciét definidltunk a direktszorzatok kozott.

Azt mondjuk, hogy az A =

1.5. Fiiggvényterek

Ha f,g : A — B fiiggvények és & egy miivelet B-n, azaz & : B x B — B, akkor
definidlhatjuk az f @ g : A — B fiiggvényt is, tigy, hogy

Vaec A: f@®gla) = f(a)®g(a).
Parcidlis fiiggvények esetén
Digg={a€ Ala€eDsrésacDyés(f(a),g(a)) € Dg}.

Az f, g fiiggvények és egy ~ C B X B relacié logikai fiiggvényt definidlnak:
f~g:A—Lés

igaz, haa€DyésacDyés(f(a),g(a)) e~
hamis egyébként.

VaeA:fwg(a)z{
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Az igy kapott logikai fiiggvényekre a fentebb definidlt médon alkalmazhatjuk
a szokdsos logikai miiveleteket: A, V, —, =, -. Megjegyezziik, hogy a definiciébdl
rogton adédnak a kovetkezs osszefliggések. Legyen p, g : A — L, ekkor:

[pAql=T[plNJql,
[pVal=[plUlql,
[—p] = A\ [p],
[p—ql = (A\[p])UTq].
A p = q jelolést, ha nem okoz félreértést az p = ¢ értelmében is hasznaljuk.
[p=ql=TIpINlqlU[=p]N[~q].

Az implikdcid jelolésére gyakran haszndljdk a = jelet a — helyett, mi az el6bbit a
,.kovetkezik” relacid jelolésére haszndljuk, azaz

p=q% [p] C[q]

Megjegyezziik, hogy p = q és p — g = Igaz ugyanazt jelenti.

A V és a 3 jeleket eddig is haszndlatuk mint a ,,minden” és ,létezik” szavak
roviditéseit. A fenti logikai kifejezések esetén Vi € I : --- jelentése A, ;---, és
Jiel:--- jelentése \/,.;---.Hal =0, \,.;--- azonosan igaz, \/, ;- -- pedig
azonosan hamis.

1.6. Példak

1.1. példa: frjuk felaz Ax B, AxC, (Ax B) xC, és A x B x C halmazok elemeit,
ha A = {07 1}7B = {1a2a3}70 = {paQ}’
Megoldas:

1.2. példa: Legyen R C {1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5}.
R = {(17 2)v (174)7 (25 1)7 (374)a (373)7 (Sa 5)7 (47 5)}

a) Mi arelécio értelmezési tartomdnya €s értékkészlete?
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b) Determinisztikus-e, illetve fiiggvény-e a relacié?

¢) Mi R 0., 2. hatvanya, mi R inverze?

d) Mi a {4,5} halmaz inverz képe, illetve Gsképe?

e) Hany eleme van R értékkészlete hatvanyhalmazdnak?

Megoldas:

a) DR = {1727374}5
Rr=1{1,2,3,4,5.

b) A reldcié nem determinisztikus, ugyanis pl. |R(1)| = 2! Mivel a reldcié nem de-
terminisztikus, fiiggvény sem lehet.

¢) A reldci6 0. hatvanya az identikus leképezés, azaz:
R’ = {(17 1)’ (2a 2)7 (3, 3)7 (47 4)7 (5» 5)}

Mivel R? = Ro R, azt kell megvizsgdlnunk, hogy mely pontokbdl hogyan lehet a
reldciét egymds utdn kétszer alkalmazni:

N
—_

W W W o ==
U W = O = DD Dt

I

N N N N /N A/~ A/~ o/~
O D D O O D —

A fenti tabldzat alapjan:
R® = {(1,1),(1,5),(2,2),(2,4),(3,5),(3,4), (3,3) }.
R(=1) a relaci6 inverzének definiciGja alapjan:

R=1{(2,1),(4,1),(1,2),(4,3),(3,3),(5,3),(5,4)}.

d) Irjuk fel, hogy mit rendel a reldcié az értelmezési tartomdny egyes pontjaihoz:

R(1) = {2,4}
R(2) = {1}
R(3) = {3,4,5}
R4) = {5}
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Az inverz kép definicidja alapjan:
RV ({4,5}) = {1,3,4}.
Az 6skép definiciéja alapjan:
R™'({4,5}) = {4}.

e) |p(RR)| = 2Rel =25 =32,

1.3. példa: Megadhat6-e valamilyen Osszefiiggés egy H halmaz inverz képének képe
és a H halmaz kozott?
Megoldas:

Legyen R C A x B, H C B. Ekkor

R(RTV(H)) = R({aecA|R(a)NH #0}) =

= U R(a).

R(a)NH#D

Vegyiik észre, hogy dltaldnos esetben nem tudunk mondani semmit a két halmaz vi-
szony4ardl, ugyanis

1. ha H € Ry, akkor H ¢ R(R("V(H)), és
2. hada € RCY(H) : R(a) € H, akkor R(R"V(H)) € H.

Tekintsiik e fenti esetet egy egyszerd példan: Legyen A = B = {1,2,3}, R =
{(1,1),(1,2)}. Ekkor H = {2,3} esetén R(R"Y(H)) = {1,2}, azaz egyik irdnyd
tartalmazds sem 4ll fenn.

1.4. példa: Legyen R C A x B, P,Q C B. Hogyan lehetne jellemezni az
R™YPUQ)ésaz R~Y(PNQ) halmazt az R~!(P) és R~!(Q) halmaz segitségével?
Megoldas:

RTY(PUQ)

{a € Dr| Rla) C (PUQ))
> {a€Dg|R(a) < P}Ufac Dy Ra)C Q).

A masik irdnyu tartalmazds azonban nem 4ll fenn, ugyanis lehet olyan a € Dpg, ame-
lyre
R(a) Z P, és R(a) € Q, de R(a) C PUQ.

Nézziik ezt egy példan: Legyen A = B = {1,2}, R = {(1,1),(1,2)}, P = {1},
Q = {2}. Ekkor R™}(P) és R~1(Q) iires, de R~1(PU Q) = {1}.
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Vizsgaljuk most meg a metszetet!

R7Y(PNQ) = {a€Dr|R(a)C(PNQ)}
= {a€Dgr|R(a) CP}N{aceDr|R(a)CQ}
= R YP)nR Q).
Tehét bebizonyitottuk, hogy két tetsz6leges halmaz metszetének Ssképe egyenld a két

halmaz 6sképének metszetével.

1.5. példa: Legyenek F' C A x B,G C B x C. Igaz-e, hogy

(Go F)(—l) — D o (=19

Megoldas:
(GoF)™V = {(c,a)eCxA|TbeB:(ab)e Fés(bc)eG}
= {(c,a)eCxA|FeB:(ha)e FVés(c,b) e G-V}
FED oD

1.6. példa: Legyenek F' C A x B,G C B x C. Igaz-e, hogy
YW CC:(GoF) (Y)=F G 'Y))?

Megoldas: A szigord kompozicié definici6jabdl azonnal adédik, hogy ha a € A és
a € Dgor, akkor G @ F(a) = G(F(a)), ezt felhaszndlva:

(GOF)™'Y) = {ac€A|la€Drogés (GO F)(a) CY}
= {a€A|a€eDpésF(a) CDgésG(F(a)) CY}
= {acAlacDrésF(a) C{beB|beDgésG(b) CY}}
FH(G (V).

1.7. példa: W = N1 XNQ X Ng. o€ W**, ahol Nz =N (Z = ]., 2, 3) a1 = (1, 1, ].)
Az « sorozat tovabbi elemeit ugy kapjuk meg, hogy a pontok koordinatdit az elsé
koordindtdval kezdve ciklikusan 1-gyel noveljik. red(pry, « v, (@) =?
Megoldas:

Irjuk fel elészor a sorozat elsé néhdny tagjat:

a=1{((1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),(2,2,2),(3,2,2),(3,3,2)...)
Az « sorozat projekcidja Ny x Ns-ra:

PT Ny x N3 (a) - <(17 ]-)v (27 1)7 (23 1)7 (27 2)a (37 2)7 (Sa 2) .- >
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A fenti sorozat redukaltja:

Ted(pTleNS (a)) = <(1’ 1)’ (27 1)’ (2a 2)7 (3, 2) i >

A fentiekb6l jol lathat, hogy a redukcié pontosan azokat az elemeket hagyja
ki a sorozatb6l, amelyekben a novelés a mdsodik komponensben tortént, igy az
eredménysorozat elemeit is a koordindtdk ciklikus eggyel novelésével kapjuk meg,
az (1,1) pontbdl kiindulva.

1.8. példa: Legyen A = {1,2,3,4,5} és R C A x A.

R ={(1,2),(1,4),(2,1),(3,4),(3,3),(3,5), (4,5)}. Mi lesz R lezértja és korl4tos
lezartja?

Megoldas:

Mivel Dr = {1, 2, 3,4}, azt kell csak megvizsgélni, hogy honnan jutunk el biz-
tosan a reldcié ismételt alkalmazdsdval 5-be. R(1) = {2,4} és R(2) = {1}, ezért
1,2 ¢ Dy, a 3 sem, mert a 3-bol akdrhdnyszor eljuthatunk 3-ba, 4-bdl egy 1épésben,
5-bdl nulla 1épésben jutunk 5-be. Tehdt R = {(4,5), (5,5)} és R = R.

1.9.példa: A = {1,2,3,4,5}, R C AxA. R = {(1,2), (1,5),(2,5),(3,2), (3,4), (5,2)}.
[7] = {1,2,3,4}. Irjuk fel a relci6 feltételre vonatkozé lezértjat! Megoldas:

Rlm = {(1,2),(1,5),(2,5),(3,2),(3,4),(4,4)}. Az (5,2) kimaradt a szfkités
miatt, a (4, 4) pedig bekeriilt a bdvités miatt. R|m = {(1,5), (2,5), (5,5)}.

1.10. példa: Van-e olyan nem iires reldcié és 7 feltétel, hogy a reldcid lezértja iires
halmaz, és a 7 feltételre vonatkoz6 lezértja azonos a relacidval?
Megoldas:

Legyen A tetszOleges halmaz. Nyilvan idsa = 0. Ha m = Hamis, idalm = 0,
aminek a lezartja id 4.

1.11. példa: R C Ny x Np.

[ {a-2}, haa > 1;
R(“){ {2 |k eN}, haa=1.

Mi az R relacid lezartja és korlatos lezartja?
Megoldas:

Dr = N. Minden a-hoz, ha a péros, a reldcié a/2 1épésben hozzdrendeli a 0-t
és csak azt, ha pedig paratlan, az 1-et, aminek a képe az Osszes pdros kettShatvany.
A kettShatvanyokbdl, mivel mind pdros, az R ismételt alkalmazdsa 0-ba vezet. Tehat
Dz = N, és természetesen Va € Ny : R(a) = {0}.

Mivel nincs fels6 korlétja a kettShatvanyoknak, ezért Dﬁ nem tartalmazza a pérat-
lan szdmokat.

Megjegyezziik, hogy ha a feladatban {2% | k& € N} helyett {2* | k € Ny} szere-
pelne, Dz sem tartalmaznd a pdratlan szdmokat.
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1.7.

1.1.

1.2.

1.3.
1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.
1.12.

Feladatok

Legalabb, illetve legfeljebb hany eleme van egy m elemti és egy n elem{ halmaz

— metszetének; — egyesitésének;
— Descartes-szorzatdnak; — kiilonbségének?

Bizonyitsa be, hogy H C A x B esetén

- (Y(a,b),(¢c,d) € H: (a,d) e H) & AK CA: I3LC B: H =
K x L);

— ha H nem {ires, akkor K és L egyértelmd.

R C A x B.Mivel egyenls R~!(B)?

R={((z,y), (x+y,y)) |2,y € N}.Mia H = {(a,b) [ a,b € Nés a+b < 5}
halmaz inverz képe, illetve 6sképe?

R={((z,y),(z +y,9)) |2,y e N} U{((2,9), (x —y,9)) [ x,y € N}. Mia
H = {(a,b) | a,b € Nésa+ b < 5} halmaz inverz képe, illetve Gsképe?
R = {((z,y),(f(x,y),y)) | #,y € N}, ahol f : NxN — N.Mia H =

{(a,b) | a,b € Nés a+ b < 5} halmaz Gsképe, illetve inverz képe?

R C A x B,Q C B. Van-e valamilyen 6sszefiiggés az R~ (B \ Q) halmaz és
az A\ R~1(Q) halmaz kozott?

Készitsen olyan nem iires relaciét, amelyre igaz, hogy értékkészlete minden
valddi részhalmazdnak &sképe iires halmaz!

Legyen F,G C N x N, Y ={1,2}. F ={(a,b) | blaésb#1ésb+#a}.
G ={(a,b) | 2|a és a = 2b}.

GoF =? GOF =?
FEYoaEY =2 F-Y(GY(Y)) =2
(GoF)"YY)=? (GoF)1 =2

Legyen A = {1,2,3,4,5}, R C AxA, R={(1,2),(1,4),(2,1), (3,4), (3,3),
(3,5),(4,5)}, f € Ax Lés f = {(1,4),(2,4),(3,1), (4 h), (5,9)}. Mi ,

illetve (f o R) igazsdghalmaza és gyenge igazsdghalmaza?
R,Q C A x A.lIgaz-e, hogy (R® Q)(_l) =QDoRD?

F C Ax B,G C B x C.lIgaze, hogy VY C C : (Go F)"}(Y) =
F~YGHY)). Igaz-e az dllitds, ha G vagy F fiiggvény?
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1.13.

1.14.

1.15.

1.16.
1.17.
1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

F C Ax B,G C B x C.Igaz-e, hogy (G ® F)(=1) = F(=1 © G-, Igaz-e
az allitds, ha G vagy F fiiggvény?

Mi az Osszefiiggés két relacié6 kompozicidjanak értelmezési tartomanya és
ugyanezen két relacié szigorud értelemben vett kompoziciéjanak értelmezési tar-
tomanya kozott?

Készitsen olyan nem iires R relaciét és f logikai fiiggvényt, hogy f o R
igazsdghalmaza iires legyen!

R C A x A.lgaz-e, hogy (R(-1)? = (R?)(=1)?
R C A x A lgaze,hogy VH C A: R-Y(R™1(H)) = (R?)"Y(H)?
P,Q CNxN.Q={(a,b)|2|aés b|a és bprim}.

a) P={(a,b)|blaésb#1ésb+#a}
b) P = {(a,b) | bla}

Adjamega Q=Y Qo P és Q ® P-trelaciét!
HCAXB,GCBxC,F CC x D.lIgazak-e az alabbi dllitdsok?

a) Haa € Dgog N Dgon, akkor G o H(a) = G ® H(a).

b) Dgon € Dgon-

¢) YVaeDy:|H(a)|=1)=GoH=GoH.

d) Do=B=GoH=G®H.

Asszociativitds: H C Ax B,G C B x C, F C C' x D. Igazak-e:
(FoG)oH = Fo(GoH),
(FOG)GH = FO(GOH)?

Legyen Q, R, S C A x A, és vezessiik be az aldbbi jelolést: ha X C A x A
tetszbleges relacio, akkor X komplementere:

X ={(a,b) € Ax A|(a,b) & X}.

Igaz-e, hogy R
QORCS+—=Q"YVeSCR?

Igaz-e a fenti 4llitds nemszigord kompozicid esetén?
Legyen Q, R, S C A x A.lIgaz-e, hogy

RCS = ROQCSOQ,
RCS = QORCQOS?
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1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

Legyen R és @ két relacié a természetes szamok halmazan. R egy természetes
szamhoz rendeli onmagat és a kétszeresét, () egy péaros természetes szimhoz a
felét.

a) Irja fel a két relacidt, és addja meg az értelmezési tartomanyukat!

b) irja fel az R relacié k. hatvanyat (k > 1) és ennek az értelmezési tar-
tomany4t!

¢) Irjafel a Q o R reldciét és annak értelmezési tartomanyat!

d) F = Q ® R. Irjafel az F relaciét és az értelmezési tartomanyat!
F C Ax B,GC B x C.lIgaz-e, hogy:

a) Dgor = F~'(Dg),

b) Dgor = Fﬁl(Dg)?

P C Ny xNy. P ={(a,b)| blaésb # 16ésb # a}. Mi lesz P lezdrtja és
korlatos lezértja?

RCNXxN.R={(a,b)| blaésb#1ésb#a}. [n]={z|FkeNy:z=
2F1Trjuk fel az R|, relaciét, lezértjat és korlatos lezartjat!

Adjunk példat olyan nem iires reldcidra, amelynek lezartja tires halmaz, és van
olyan 7 feltétel, hogy a relacié feltételre vonatkozé lezartjdnak értelmezési tar-
tomdnya megegyezik az eredeti reldcid értelmezési tartomdnyéval!

R C A x A. Tegyiik fel, hogy az R értelmezési tartoménya egyenl$ az
R értelmezési tartomanyanak R-re vonatkoz6 6sképével. Mit mondhatunk R
lezartjarol?

RQN()XN().

[ {a-3}, haa > 2;
R(a){ {3k|k €N}, haa=1.

Mi az R relécio lezdrtja és korlatos lezértja?

R C N x N. Az R relacié minden 6sszetett szamhoz a legnagyobb valddi os-
ztdjat rendeli. Legyen ¢

a) egy rogzitett dsszetett természetes szam,

b) egy rogzitett primszam.

Legyen [P,] = {a € N|Jk € N: a = ¢*}. Mi lesz az R reléci6 P, feltételre
vonatkoz6 lezartjdnak értelmezési tartoménya?
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1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

R - No X NQ.
{b|3Fk eNyp: b=2k+ 1}, hax #0és z paros;
) {z -1}, ha z > 7 és x pdratlan;
R(z) = {0}, haz = 1;
{7}, haz = 0.

Mi lesz R lezartja és korlatos lezartja?

R legyen az 1.29. feladatban adott reldcié. [7] = {k € N |2 Jk}. Adja meg az
R|7 reldcidt, lezértjat és korldtos lezartjat!

Igazak-e az alabbi dllitdsok?

a) Haa € D N D=, akkor R(a) = R(a).
b) D= C Dy
¢) Haaz A halmaz véges és R C A x A, akkor R= ﬁ
d) Ha A megszamlalhatéan végtelen, R C A x A, és
Vae A: (3n(a) € Ny: |R(a)] < n(a)) = R=R.
Legyen R C Ny x Np.

R(z) = {blb > 0ésb < zés2|b}, hax pératlan;
| {z -1} ha z paros;

[7] = {z € N | 2|z}. Mi az R reldci6 7 feltételre vonatkozg lezértja és korldtos
lezartja?

Legfeljebb, illetve legaldbb milyen hosszi egy m és egy n hosszisdgu sorozat
redukaltjanak konkatenacidja, illetve konkatendcidjanak redukaltja?

Igaz-e, hogy egy « sorozat redukéltjdnak projekciéja ugyanolyan hosszd, mint
az « sorozat redukéltja?

Igaz-e, hogy egy a sorozat projekciéjanak redukéltja ugyanolyan hosszd, mint
az « sorozat redukaltja?

Legyen A= Ny X Ny x N3 x Ny, B= N4 x Ny,ahol N; =N (’L S [14])

a = {((1,1,1,1),(1,2,1,1),(1,2,3,1),(1,2,3,4),
(5,2,3,4),(5,7,3,4),(5,7,10,4), (5,7,10,14),...)

a) prp(a) =?
b) red(prp(a)) =?






2. fejezet

A programozas alapfogalmai

Ebben a fejezetben a programozés legfontosabb alapfogalmait vezetjiik be. Nagyon
fontos szempont, hogy figyelmiinket nem a programok tulajdonsdgainak vizsgélatara,
hanem a programok el6allitdsara forditjuk. Ezért feltessziik a kérdést, miért is frunk
programot? Az erre a kérdésre adott vdlasz meghatdrozza gondolkoddsunk irdnyét. A
valaszunk az, hogy azért, mert van valami megoldandé feladatunk, problémank. Tehat
a gondolkodasunk kiindul6é pontja az, hogy kell lennie valaminek, amit feladatnak
hivunk, s ez a feladat hatdrozza meg az elérendd célt.

A gyakorlatban nagyon sokféle feladat van. Mi benniik a kdz6s? Ez a kérdés is
tobbféleképpen kozelitheté meg. A mi megkozelitésiink szerint a feladat Iényege az,
hogy meghatarozzuk, milyen allapotban vagyunk és milyen allapotba akarunk jutni.
Az, hogy mik az allapotok, a konkrét problématél fiigg. Példdul, ha egy autét akarunk
egy hosszabb dutra felkésziteni, az dllapotat jellemezheti az, hogy mennyi a tankban a
benzin, mennyi az ablakmosé folyadék, mekkora a nyomads a kerekekben, miikodik-e
az irdnyjelzd és igy tovabb. A lényeg az, hogy van a rendszernek valahany jellemzdje,
ezen jellemzdk lehetséges értékei egy-egy halmazt alkotnak. Egy ilyen halmaz allhat
a mennyiséget kifejezd szamokbdl, lehet akér a { mitkddik, nem miikédik} halmaz is.

Ha mindegyik jellemzd lehetséges értékeinek halmazdbdl valasztunk egy-egy
értéket megkapjuk az aut6 egy lehetséges allapotat. Mar csak az hidnyzik, hogy észre-
vegyiik, a lehetséges allapotok halmaza matematikailag egy direktszorzat.

2.1. Az allapottér fogalma

Az els6ként bevezetendd absztrakt fogalom a fent emlitett lehetséges dllapotok hal-
maza.

2.1. DEFINICIO: ALLAPOTTER
Legyen I egy véges halmaz és legyenek A;, i € I tetszGleges véges vagy meg-
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X
1el
térnek, az A; halmazokat pedig tipusértékhalmazoknak nevezzik.

szamldlhat6, nem iires halmazok. Ekkor az A = A; halmazt dllapot-

Amikor egy modellt készitiink, el kell donteniink, hogy a valésdg mely részét
kivanjuk modellezni, és melyek azok a jellemzdk — és milyen értékeket vehetnek fel
—, amelyeket a modelliinkben figyelembe akarunk venni.

Az allapottér fenti definici6jdban az egyes komponenseket tekintsiik tgy, mint
egyes jellemzok lehetséges értékeinek halmazat. A tipusértékhalmaz elnevezés arra
utal, hogy ezek a halmazok bizonyos kdzos tulajdonsdggal rendelkezd elemekbdl 4ll-
nak. A késébbiekben majd kitériink arra is, hogy ez a k6zos tulajdonsag mit is jelent.
Mivel a jellemz6k értékhalmaza lehet azonos, az dllapottér komponensei kozott egy
halmaz t6bbszor is szerepelhet.

Kikotottiik, hogy az allapottérnek csak véges sok komponense legyen. Lehetne
altaldnosabb definicidt is adni ugy, hogy nem kétjiik ki az I halmaz végességét, ekkor
a fent definiélt dllapotteret az dltaldnositott dllapottér egy (véges) nézetének nevezziik.

Az, hogy a komponensek legfeljebb megszamlalhatdk, azt is jelenti, hogy a kom-
ponensek kozott nem szerepelhet pl. a valés szimok halmaza. Természetesen ettSl
még egy tipusértékhalmaz tartalmazhatja akar v/2-tis. Az {x | In € N : z = \/n}
lehet allapottér-komponens.

2.2. A feladat

Az allapottér fogalmanak segitségével konnyen megfogalmazhatjuk, hogy mit értiink
feladaton. Azt kell megfogalmaznunk, hogy egy adott dllapotbdl (azaz az allapottér
egy elemébdl, pontjabol) milyen allapotba (azaz az allapottér mely pontjaba) akarunk
eljutni.

2.2. DEFINICIO: FELADAT
Feladatmak neveziink egy F' C A x A reléciot.

A feladat fenti definicidja természetes médon adédik abbdl, hogy a feladatot egy
leképezésnek tekintjiik az allapottéren, és az allapottér minden pontjara megmondjuk,
hova kell bel6le eljutni, ha egyaltalan el kell jutni bel6le valahova.

Az, hogy egy feladatnak mi lesz az dllapottere, természetesen magatdl a feladattdl
fligg, &m még a feladat ismeretében sem egyértelm@. Példaul egy pont sikbeli ko-
ordinétdit megadhatjuk derékszogili koordindta-rendszerben, de megadhatjuk polarko-
ordinatakkal is.

Meégis, az, hogy mit valasztunk allapottérnek, nagyon fontos, hiszen meghatarozza,
hogy a tovdbbiakban mit és hogyan tudunk leirni. Ha til kevés jellemz6t vizsgalunk
— azaz az dllapottér tdl kevés komponensbdl 4ll —, akkor lehetnek olyan fogalmak,
amelyeket nem tudunk benne leirni, ha tdl sok a komponens, akkor foloslegesen tul
bonyolult lesz a modell.
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Tekintsiik azt az egyszer(i feladatot, hogy Ossze kell adni két természetes szd-
mot. Az édllapotteret elég kézenfekvé médon hidrom komponensiinek vélaszthatjuk.
A hirom komponens a két osszeadandé és az Osszeg. Tehdt A = N x N x N, s a
feladat

F={((a,b,¢),(z,y,2)) € AXx A|la+b= 2z},

vagy
G={((a,b,c),(z,y,2)) EAx A|lb=xésc=yésa+b=z}.

A két feladat nem azonos, bar mindkettd két természetes szam Osszegérdl szol. A
kiilonbség koztik az, hogy az F' feladat nem mond semmit arrdl, mi legyen az
osszeadanddkkal, a G pedig kikoti, hogy maradjanak valtozatlanok.

Felvetddik, hogy nem lenne elég a két komponensi 4llapottér is? Legyen A =
N x Nés

H={(a,b), (x.y)) € Ax A|a+b=2z}.

Ezt a feladatot azonban nem dgy interpretdlndnk, hogy ,,adjunk 6ssze két természetes
szdmot”, hanem gy, hogy ,,ndveljiink meg egy természetes szamot egy természetes
szdmmal”.

Megjegyezziik, gyakran fogalmaznak meg feladatot dgynevezett ,,input-output”
modellben is, azaz milyen bemend adatokhoz milyen kimend adatokat rendeliink. Ez
a szétvdlasztds az I és a G feladat esetében nem okozna gondot, de a H-hoz hasonlé
feladatok esetében mar problémds lehetne, nem is beszélve a bevezetSben emlitett
autos feladatrél. Az allapotér modell igazi eldnyeit a késébbiekben még tapasztalni
fogjuk.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a definici6é szerint a feladat reldcid, azaz &l-
taldban nem determinisztikus, példaul G és H. A nemdeterminisztikussdg azonban
még ,.érdemibb” is lehet. Legyen a feladat a kovetkezd: hatdrozzuk meg egy ter-
mészetes szam egy valddi osztdjat (a szdm megvaltoztatdsa nélkiil)! Ebben az esetben
A=NxNés

F={((a,b),(z,y)) e Ax Ala=zésylrész #yésy #1}.
Példaul (6, 5) pont F' szerinti képe {(6,2), (6,3)}. A 6-nak 2 is, meg 3 is valddi os-
ztGja, azaz | F(6,5)| = 2.

Nagyon fontos, hogy pontosan ldssuk a kiilonbséget az el6z6 feladat és a
kovetkezd kozott: hatdrozzuk meg egy természetes szam 6sszes valodi osztdjat! Ebben
az esetben az dllapottér is mds lesz, hiszen egy természetes szam Osszes valddi osztdja
nem egy szdm, hanem egy halmaz. Tehat A =N x G, ahol §az N véges részhal-
mazainak halmaza.

G={((a,b),(z,y) €A xA |a=xésy={neN|nlzész#nésn#1}}

Most |G(6,{5})| = 1 és G(6,{5}) = {(6,{2,3})}.
Megjegyezziik még, hogy Dy # A, példaul (5,5) ¢ Dp, de Dg = A’, példaul
(5,{5}) € Dg és G(5,{5}) = {(5,0)}.
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2.3. A program

Amikor a program fogalmat igyeksziink tisztdzni, a szamitégépen futé programokra
és az altaluk megvaldsitott algoritmusokra figyeliink. Ha egy szamit6gépen egy prog-
ram ,,fut”, az abban jelentkezik, hogy a szdmitégép memoridjanak tartalma folyam-
atosan valtozik. Itt most a ,,memoriat” altalanosan értelmezziik, beleértiink a sziiken
vett memoriatdl a regisztereken keresztiil a képernydig mindent, ami informaciét hor-
doz.

Egy program jellemzd tulajdonsdga, hogy ,,miikodik”, azaz id6ben dinamikus
folyamat. A dinamikus rendszerek &ltaldban nehezebben kezelhetdk, vizsgdlhatdk,
mint a statikusak. Ezért arra gondolunk, lehet-e helyettesiteni egy dinamikus folyam-
atot egy statikus modellel?

Tekintsiik példdul az alabbi — a programozéstdl igazan messze es6é — problémat.
Adott egy kémiai kisérlet, amely tdl gyorsan jitszodik le ahhoz, hogy az ember pon-
tosan regisztrdlni tudja az egymas utdni eseményeket. Ez a programfutidshoz hason-
16an egy id6ben dinamikusan lejatsz6dé folyamat. Hogyan kovethetd nyomon mégis a
kisérlet? Péld4ul igy, hogy a kisérletet filmre vessziik, és a tovdabbiakban a képkockak
dltal rogzitett statikus llapotokat vizsgaljuk. Igy az idében valtozé folyamatot egy
statikus dllapotsorozattal irjuk le.

A fenti példa szemléletesen mutatja, hogyan adhatunk statikus modellt egy di-
namikus folyamat lefrasara.

A program definicidjaban a program id6beni futdsanak jellemzésére az elébbi
példaval anal6g médon vezetiink be egy statikus modellt: a futast dllapottérbeli soroza-
tokkal frjuk le. Ahogy a program futdsa sordn a memdriatartalom valtozik, Ggy ju-
tunk az llapottér tjabb &és Ujabb pontjaiba, igy ezeket a pontokat egy sorozatba filizve
valdjdban ,.filmre vessziik” a programfutast.

2.3. DEFINICIO: PROGRAM
Programnak nevezziik az S C A x A** relaciét, ha
1. Dg = A,
2. Vo € Rg : a = red(a),
3. Vae A:Va € S(a) : |a]| #08s a; = a.

A fenti definicioval a ,,mlikodés” fogalmat akarjuk absztrakt médon megfogal-
mazni, ez magyardzza a sorozatokra vonatkozé kikotéseket. Az elsd tulajdonsag azt
jelenti, hogy a program az dllapottér minden pontjdhoz hozzdrendel legalabb egy
sorozatot, azaz a program minden pontban ,,csindl” valamit. A ,,rosszul mikodést”
is a mtikodéssel, azaz valamilyen tulajdonsagu sorozattal, sorozatokkal irjuk le.

A masodik tulajdonsag azt fejezi ki, hogy a program értékkészlete olyan soroza-
tokbdl all, amelyekben nem szerepel egymads utdn ugyanaz az elem. Egész pontosan,
ha ez mégis el6fordul, akkor ez az elem ismétlddik végtelen sokszor. A miikodés ab-
ban nyilvanul meg, hogy megvdltozik az allapot, vagy ha mégsem, az az abnormalis
miikodés jele. Emlékeztetiink arra, hogy az dllapottér komponensei kdzott minden
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eléfordul, tehat ha barmi is torténik, az mds éllapotérbeli pontot jelent. Az, hogy az
allapottér egy pontjahoz a program végtelen sorozatot rendel, azt jelenti, hogy a prog-
ram futdsa nem fejezddik be.

A harmadik tulajdonsidg csak annyit jelent, hogy a sorozat a miikodés teljes
torténetét leirja, beleértve a kiinduld allapotot is, ezért azt, hogy egy program egy
pontbdl elinditva nem csindl semmit, egy ebbdl az egy pontbdl all6, egy hosszisagu
sorozat jellemzi.

A programot is reldcioként definidltuk, vagyis egy-egy allapottérbeli ponthoz tobb
sorozat is hozza lehet rendelve, azaz a miikodés nemdeterminisztikus. Ez els6 pillan-
tasra talan meglepd, valdjaban természetes. Természetes akkor is, ha szamit6gépen,
szamitégéprendszeren futé programra gondolunk, hiszen egy program sok procesz-
szorbdl, sok, akdr egymdstdl nagy tdvolsdgban levé komponensbdl allé6 rendszeren
fut. De természetes akkor is, ha figyelembe vessziik, hogy a program-fogalom nemc-
sak a gépen futé program, hanem az algoritmus absztrakciéja is, amelyeknek lehetnek
»hyitva” hagyott részei is.

2.4. A programfiiggvény

Most visszatériink a fejezet elején szerepld autds példdhoz. A feladat az volt, hogy
készitsiik fel az autét egy hosszabb ttra. Attdl fliggben, hogy az autd milyen dllapot-
ban van, azaz a jellemz&i milyen értékekkel rendelkeznek: mennyi benne a benzin,
mekkora a nyomds a kerekekben, miikodik-e az iranyjelz8, tevékenységek sorozatat
hajtjuk végre, felpumpaljuk a kerekeket, kicseréliink egy izzot és igy tovabb, 1épésrdl
1épésre valtozik az dllapot, miikodik a program. Ha végiil olyan dllapotba jut az autd,
hogy most mar nyugodtan el lehet vele indulni egy hosszabb ttra, akkor a program
megoldotta a feladatot.

Ahhoz, hogy egy program és egy feladat viszonyat megvizsgaljuk, elegendd, ha a
programrdl tudjuk, hogy az dllapottér egy adott pontjabol kiindulva az allapottér mely
pontjaba jut, mert a megoldas szempontjabol a kozbiilsé dllapotok 1ényegtelenek.

Az el6bbiek miatt bevezetjiilk a programfiiggvény fogalmat, amely a program
futdsdnak eredményét jellemzi.

2.4. DEFINICIO: PROGRAMFUGGVENY
Ap(S) C Ax Arelicié az S C A x A** program programfiiggvénye, ha
1. Dp(S) = {a cA ‘ S(a) - A*},
2. p(S)(a) ={be A|Ja € S(a) : 7(x) = b}.

Az els6 kovetelmény azt fogalmazza meg, hogy csak azokban a pontokban van
értelme azt vizsgalni, hogy hova jut egy program, ahonnan kiindulva a program nem
,»szdll el”. A mésodik pont értelemszeriien azt irja le, hogy ahova a program eljut, az
a sorozat utolsé eleme.
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Ha két program programfiiggvénye megegyezik, az azt jelenti, hogy a két program
miikodésének eredménye ugyanaz. Ezért mondjuk ebben az esetben azt, hogy a két
program ekvivalens.

A programfiiggvény elnevezés megtévesztd lehet, hiszen egy program program-
fuggvénye nem feltétleniil fliggvény, s6t az sem biztos, hogy determinisztikus relacié
(parcidlis fiiggvény). Jobban kifejezi a fogalom tartalmat a hatdsreldcio elnevezés.
Mindkett6t hasznalni fogjuk.

Megjegyezziik, hogy a programfiiggvényen til természetesen vannak a program-
nak olyan jellemzdi, melyek a program mindségére vonatkoznak, és ezek szempont-
jébdl egyaltaldn nem mindegy, hogy a program hogyan oldja meg a feladatot (ilyen
lehet példaul a hatékonysag, a program id6- €s tarigénye), de a tovdbbiakban ezekkel
egyeldre nem foglalkozunk.

2.5. Megoldas

Fontos, hogy a programfiiggvény ugyanolyan tipusd reldcié, mint a feladat volt. gy
tehdt a programfiiggvény fogalmdnak bevezetésével lehetdségiink nyilik arra, hogy
kapcsolatot teremtsiink egy adott feladat és egy adott program kozott. Természetesen
ennek a kapcsolatnak azt kell lefrnia, hogy mikor mondjuk egy programrdl azt, hogy
megold egy adott feladatot.

2.5. DEFINICIO: MEGOLDAS
Azt mondjuk, hogy az S program megoldja az F' feladatot, ha

I. Dr C Dys)s
2. Ya € Dg : p(S)(a) C F(a).

2.1. dbra. Megoldas
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Ezzel a definicidval végiil is azt kivanjuk meg, hogy az éllapottér olyan pontjai-
hoz, ahol a feladat értelmezve van, a program csak véges sorozatokat rendeljen (ter-
minaljon), és a sorozatok végpontjait a feladat hozzarendelje a kezd6ponthoz.

Néha gondot okoz ennek a definiciéonak a megértése. Miért a programfiigg-
vény szerinti kép része a feladat szerinti képnek? ,Jfgy nem kapunk meg minden
megoldast!” Pedig elég csak az autés példara gondolni. Példaul a fékfolyadék szin-
tjének a minimum és a maximum szint jelzése kozott kell lennie. Ezt a karbantartas
eredményeképpen teljesitjiik, de egydltaldn nem egyételmi, hogy mi lesz a bedllitott
szint. Annak meg nincs is értelme, hogy ,,minden lehetséges szintet” bedllitsunk.

Sokszor felmeriil a kérdés, hogy van-e 0sszefiiggés két feladat kozott a megoldas
szempontjabol. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd definicid.

2.6. DEFINICIO: SZIGORITAS
Azt mondjuk, hogy az I} C A x A feladat szigoribb, mint az F, C A x A
feladat, ha

1. Dg, € Dp,,
2. Va € Dp, : Fi(a) C Fy(a).

A szigoritds definicigjat Osszevetve a megoldds definicijdval konnyen adédik a
kovetkezd egyszert, de fontos allitas:

2.1. allitas: Ha F szigordbb, mint F5, és S megolddsa F-nek, akkor S megolddsa
F5-nek is.

Felhivjuk a figyelmet arra is, hogy a megoldds definicigjdban nem kotottiik ki a
program é€s a feladat allapotterének azonossagat. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd allitas:

2.2. allitas: Ha S program megolddsa Iy C A x A feladatnak, az F, C B x B szintén
feladat és Fy = F5, akkor S megolddsa F»-nek is,

2.6. Programozasi feladat

Létezik-e tetszGleges feladathoz megoldéprogram? Legyen F' = A x A. Definialjuk
S-et a kovetkezGképpen: Ya € Dp : S(a) = {red({a,b)) | b € F(a)} és
VYa ¢ Dp : S(a) = {{a,...)}. Nyilvdnval6, hogy p(S) = F, tehat S megolddsa F'-
nek. Vagyis tetsz6leges feladathoz konnyen tudunk megoldéprogramot csindlni. Ebbdl
kiindulva azt gondolhatndnk, hogy a programozas nagyon egyszeri feladat. Ez persze
nem igaz. A programozds feladata valjaban sokkal Gsszetettebb, mert egy progra-
mot adott programokbdl, rogzitett szabalyok szerint kell 0sszeraknunk, példaul egy
programnyelv eszkozeit kell haszndlnunk.
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2.7. DEFINICIO: PROGRAMOZASI FELADAT
X

1€l
mast, ahol F' C A x A egy feladat; P a primitiv (megengedett) programok véges
halmaza, VS € P: S C A x A**; K a megengedett programkonstrukcidk véges
halmaza, VK € K egy az A-n értelmezett programok halmazan értelmezett
miivelet.

Legyen A = A;. Programozdsi feladatnak nevezziik az (F,P,K) har-

2.8. DEFINICIO: PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA
Az (F,P,K) programozasi feladatnak az S program megolddsa, ha S a primitiv

P

programokbdl a megengedett konstrukcidkkal eldallithat6, és megoldasa F'-nek.

A programozasi feladat két értelemben is altalanosithaté: egyrészt kibGvithetd
a program mikodésére vonatkozé feltételekkel[Hor 98], ezzel ebben a konyvben
nem foglalkozunk. Mdsrészt nem koveteljik meg az azonos éllapotteret, ehhez
altalanositjuk a megoldas fogalmadt, illetve bevezetjik a tipusspecifikicid, tipus,
megfelelés és a tipuskonstrukcidok fogalmat.

Az, hogy milyen programkonstrukcidkat engediink meg, sok mindentdl fiigg, mi a
kovetkezokben csak a legegyszertibbekkel fogunk foglalkozni, mivel ezek is elégsége-
sek egy programozasi feladat megoldasihoz.

Mir most felhivjuk a figyelmet arra a fontos szempontra, hogy valéjdban nagyon
gyakran nem azt az utat kovetjik, hogy meglevd programokbdl rakjuk Ossze a
megoldéprogramot, hanem a feladatot bontjuk fel részfeladatokra, ugy, hogy az ezeket
megoldé programokbdl ,,automatikusan” megkapjuk az eredeti feladatot megoldd
programot.

2.7. Példak

2.1. példa: Legyen A; = {1,2}, Ay = {1,2}, A3 ={1,2,3,4,5}, A= A; x Ay X
As. F ={((a,b,c),(d,e, f)) | f =a+b}. F(1,1,1) = ? Hény olyan pontja van az
allapottérnek, amelyekhez a feladat ugyanazt rendeli, mint az (1, 1, 1)-hez?
Megoldas:

F(1,1,1) = {(1,1,2), (1,2,2),(2,1,2),(2,2,2)}.
Mivel a feladat hozzarendelése nem fiigg az allapottér harmadik komponensétdl, a fel-
adat ugyanezeket a pontokat rendeli az dsszes (1, 1, ) alakd ponthoz. Mds pontokhoz
viszont nem rendelheti ugyanezeket a pontokat, mert akkor az 6sszeg nem lehetne 2!
Tehat 6t olyan pontja van az allapottérnek, amelyhez a feladat ugyanazt rendeli, mint
az (1,1,1)-hez.

2.2. példa: Legyen A = {1,2,3,4,5}, S C A x A**.
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S={ (1,(1251)), (1, (14352)), (1,(132...)), (2,(21)),
(2, (24)), (3,(333333...)), (4,(41514)), (4, (431251)),
(4, (41542)), (5, (524)), (5, (534)), (5,(5234))  }
F={(2,1)(2,4)(4,1)(4,2) (4,5)}.

a) Adjuk meg p(S)-t!
b) Megoldja-e S a feladatot?
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Megoldas:

a) Mivel a program az 1-hez és a 3-hoz végtelen sorozatot is rendel, a program-
fliggvény értelmezési tartomanya:

Dy(s) = {2,4,5}.
Ekkor a programfiiggvény:

p(S) ={(2,1),(2,4),(4,4),(4,1),(4,2), (5,4)}.

b) A megoldas definici6ja két pontjanak teljesiilését kell belatnunk.
i. Dp = {2,4} € {2,4,5} = Dy(g)-
i. p(5)(2) = {1,4} € {1,4} = F(2),
p(S)(4) ={4,1,2} £ {1,2,5} = F(4),

tehdt az .S program nem megoldasa az F' feladatnak.

2.3. példa: Fejezziik ki a programok unidjanak programfiiggvényét a programok
programfiiggvényeivel!

Megoldas: Legyenek S1,5; C A x A** programok. Ekkor a programfiiggvény
értelmezési tartomdnyédnak definiciéjabdl kiindulva:

Dps,usy) = 1a€ A (S1US)(a) CA™} =
{a € A|S1(a) C A% és Sz(a) C A"} =
= Dps,) N Dp(s,)-

Legyen a € Dy (s,) N Dy(s,)- Ekkor

p(S1US2)(a) = {7(a)]a€ (S1US)(a)} =
{r(a) | @ € S1(a) vagy o € So(a)} =
p(S1)(a) Up(S2)(a).

2.4. példa: Legyen F} és F, egy-egy feladat ugyanazon az allapottéren. Igaz-e, hogy
ha minden program, amelyik megolddsa F;-nek, az megolddsa Fs-nek is, és minden
program, amelyik megoldédsa Fs-nek, az megolddsa F-nek is, akkor F; és I, mege-
gyeznek?

Megoldas: A leggyakoribb hiba, amit ennek a feladatnak a megoldésakor el szoktak
kovetni, az az, hogy Osszekeverik az allitds feltételrendszerét magéval a bizonyitandé
allitassal, és azt prébaljak bebizonyitani, hogy valamelyik feladatnak minden prog-
ram megolddsa. Természetesen 4ltaldban ez nem igaz, de nem is ez a feladat! Abbdl
kell tehat kiindulnunk, hogy pontosan ugyanazok a programok oldjdk meg mindkét
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feladatot, és meg kell vizsgdlnunk, hogy kovetkezik-e ebbdl az, hogy a két feladat
megegyezik.

Induljunk ki abbdl, hogy minden program, amely megolddsa F}-nek, az
megoldasa Fy-nek, és vilasszunk egy olyan programot, amelynek programfiiggvé-
nye megegyezik az F reldcidval. Ekkor a vélasztott program trividlisan megoldja az
F feladatot, tehat meg kell oldania F5-t is, azaz:

i. Dp, CDp,
ii. Ya € Dp, : Fi(a) C Fy(a).
Most felhaszndlva, hogy minden program, amely megolddsa F5-nek, az megolddsa

Fi-nek is, és egy olyan program vdlasztdsdval, amelynek programfiiggvénye mege-
gyezik Fy-vel, az el6z6ekkel analég médon adédnak a forditott irdnyu allitasok:

tii. Dp, C Dp,,
0. VGEDFI ZFQ(G,) gFl(U,)
Az 1. és 1i1. allitdsokbol kovetkezik, hogy a két feladat értelmezési tartoméanya meg-

egyezik, mig az ii. és iv. dllitdsok garantdljak, hogy e ko6zos értelmezési tartomany
egyes pontjaihoz mindkét feladat ugyanazokat a pontokat rendeli, azaz Fy = F5.

2.5.példa: I, C F;. Az S program megoldja Fs-t. Igaz-e, hogy S megoldja F}-et is?
Megoldas: Probaljuk meg bebizonyitani az allitast. Ehhez a megoldés definicidjanak
két pontjat kell beldtnunk.

i. Dp, € Dy(s),
it. Ya € Dp, : p(S)(a) C Fi(a).
Az i. pont teljesiilése konnyen lathatd, ugyanis S megoldasa Fi-nek, tehét
Dp, € Dr, € Dys).

Az ii. pont bizonyitdsdndl azonban gond van, hiszen az aldbbi két allitas 4ll ren-
delkezésiinkre:

Va € Dr, : p(S)(a) C Fy(a),
Va € DFl : Fl((l) g Fg(a),

és ezekbdl a kivant 4llitds nem bizonyithat6. Elakadtunk a bizonyitasban, lehet, hogy
nem igaz az éllitds? Készitsiink ellenpéldat felhasznalva azt, hogy hol akadtunk el a
bizonyitasban!

Legyen A = {1,2}, Fy = {(1,1)}, F» = {(1,1),(1,2)}, és p(S) egyezzen
meg az F5 feladattal. Ekkor S trividlisan megoldja F5-t, de nem megolddsa F}-nek,
ugyanis

1€ Dp, ésp(S)(1) = Fo(l) = {1,2} € {1} = F1(1).
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Tehét az 4llitds nem igaz.

2.6. példa: Legyenek S; és So C A x A** programok, F' C A x A pedig feladat.
Tegyiik fel tovabba, hogy S; C S5 és S, megoldja az F' feladatot. Igaz-e, hogy S;
megoldja F'-et?
Megoldas: Ha S; C S, akkor mit tudunk a programfiiggvényiikrdl? Nézziik elGszor
az értelmezési tartomdnyokat! A definicié szerint minden 4llapottérbeli ponthoz min-
den program hozzdrendel legaldbb egy sorozatot, igy Sy és Sy is. Mivel 51 C Sy
ezért csak az fordulhat el6, hogy egy adott ponthoz S olyan sorozatokat is ren-
del, amit S; nem. Ha ezek a sorozatok mind végesek, akkor az adott pont vagy
benne van mindkét program programfiiggvényének az értelmezési tartomdnydban,
vagy egyikében sem; ha van kozottiik végtelen is, az adott pont biztosan nem eleme

p(S2) értelmezési tartomdnydnak, de eleme lehet D),(g,)-nek. Tehit D, (s,) C Dyy(s,)
és Va € Dy p(S1)(a) C p(S2)(a).

Mivel SQ megoldasa F-nek, ezért D C Dpy(g,) és Va € Dp : p(S2)(a) C F(a).

A fentiek miatt D C Dy, (g, is és Va € Dr : p(S1)(a) € F(a) is teljesiil, vagyis S
is megoldédsa F'-nek.

2.8. Feladatok

2.1. Legyen A = {Q,®, ¥, O,T} S C Ax A*™.

S=1{ (Q,(Qd0Q), (2(Q0UT)),  (Q,(QTD...)),
(2, (29)), (¥, (vo)), (U, (TOUeOY...)),
(0,(60r06)), (0,(eUnsra)), (©,(ered)),
(I, (Few)), I, (I'w)), (I, (Iewe)) }

F = {(2,9)(2,7) (0,2) (6,9)(0,0)}.

a) Adjuk meg p(S)-t!
b) Megoldja-e S az F' feladatot?

2.2. Legyen S program, F’ olyan feladat, hogy S megoldédsa F'-nek. Igaz-e, hogy

a) ha F nemdeterminisztikus, akkor S sem az?

b) ha F' determinisztikus, akkor .S is az?

¢) ha F nemdeterminisztikus, akkor p(.S) sem az?
d) ha p(S) determinisztikus, akkor F' is az?

e) ha F determinisztikus, akkor p(.5) is az?

f) ha S nemdeterminisztikus, akkor p(.S) sem az?

2.3. Igaz-e, hogy p(S) értelmezési tartomédnya éppen A* &sképe S-re nézve?
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24.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

Mondhatjuk-e, hogy az S program megoldja az F’ feladatot, ha igaz a kovetkezd
allitas:
4 € Dr = S(q) € A" ésp(S)(q) € F(q)?
Legyen A=NxN, I}, F, C Ax A
Fr={((u,v), (2,9)) | ylu},
Fy ={((u,v), (z,9)) | z = ués ylu}.
Ugyanaz-e a két feladat? (Van-e valamilyen 0sszefiiggés kozottiik?)

F C AxA. S, S programok A-n. Az S, és az S is megoldja az F’ feladatot.
Igaz-e, hogy az .S = (S7 U S3) program is megoldja az F feladatot?

Tekintsiik a kovetkez6 szovegesen megadott feladatot: Adott egy sakktdbla és
két rajta 1év0 bastya helyzete. Helyezziink el a tdblan egy harmadik bastyét agy,
hogy az mindkettdnek az iitésében dlljon! Készitsiik el a modellt: irjuk fel az
allapotteret és az F' reldciot!

Tudjuk, hogy S megoldja F-et (az A éllapottéren). Igaz-e, hogy ha a € A,
akkor
S(a) € A” vagy p(S)(a) € F(a) = a ¢ Dp?

Legyen F' C A x A egy feladat és S C A x A** egy program. Jeloljik F P-vel
azt a reldciét, amely F' és p(.S) metszeteként dll eld. Igaz-e, hogy

a) ha Dpp = Dp, akkor S megoldja F-et?
b) ha .S megoldja F-et, akkor Dpp = Dp?






3. fejezet
Specifikacio

A megoldés definici6ja kozvetleniil elég nehézkesen hasznalhaté a programok készi-
tése sordn, hiszen az, hogy egy program megold-e egy feladatot, a megoldas eddigi
definicidja alapjan csak nehezen ellendrizhetd. Ezért bevezetiink néhédny dj fogalmat,
majd ezek segitségével megadjuk a megoldds egy elégséges feltételét.

3.1. A leggyengébb elofeltétel

El6szor a program miikodésének eredményét adjuk meg egy, a programfiiggvénynél
kényelmesebben haszndlhaté jellemzdvel.

3.1. DEFINICIO: LEGGYENGEBB ELOFELTETEL
Legyen S C A x A** program, R : A — L éllitas. Ekkor az S program R
utéfeltételhez tartozo leggyengébb eldfeltétele az az If(S,R) : A — L fiigg-
vény, amelyre:

[1f(S,R)] = {a € Ala € Dys) ésp(s)(a) € [R]}.

A leggyengébb eldfeltétel tehat pontosan azokban a pontokban igaz, ahonnan ki-
indulva az S program biztosan termindl, és az Osszes lehetséges végallapotra igaz R.

Természetesen a leggyengébb elbfeltétel igazsdghalmazan kiviil is lehetnek olyan
pontok, amelybdl a program egy futdsa eljut az utéfeltétel igazsdghalmazédba, csak
azokbdl a pontokbdl nem garantélt, hogy oda jut.

Egy program miikodése ugy is jellemezhetd, hogy megadjuk a program tetszdle-
ges utdfeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltételét. A feladat megolddsa sordn az a
célunk, hogy olyan programot taldljunk, amelyik bizonyos feltételeknek eleget tevd
pontokban termindl. Ezért azt mondhatjuk, hogy ha a szdmunkra kedvezd végéllapo-
tokra megadjuk a program leggyengébb eldfeltételét, akkor a programfiiggvény meg-
hatdrozasa nélkiil jellemezziik a program miikodését.
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Emlékeztetiink arra, hogy definidltuk a reldcid szerinti 6skép fogalmat is, ennek
felhasznéldsdval azonnal latszik, hogy

[Lf(S,R)] = p(S) "' ([R]).

Felhaszndlva az igazsaghalmaz definiciéjat és a szigori kompozicié szerinti skép
tulajdonsagat:

p(S)~H(R]) = p(S)" (R ({igaz})) = (R© p(8)) "' ({igaz}) = [ROp(5)].

Mivel R fiiggvény, a kompozici6 és a szigori kompozicié megegyezik, tehét

3.1. allitas:
[Lf(S,R)] = [Rop(S)].

Abban az esetben, ha p(S) is fiiggvény, [ f(S, R) = R o p(S).

A fenti 0sszefiiggésekre gyakran fogunk hivatkozni.

A most kovetkezd tétel a leggyengébb el6feltétel néhany nevezetes tulajdonsagarol
szol.

3.1. TETEL: AZ[f TULAJIDONSAGAI
Legyen S C A x A** program, Q, R : A — L allitasok. Ekkor

(1) Uf(S, Hamis) = Hamis,

(2) ha@ = R, akkor If(S,Q) = If(S,R),
3) Uf(S, Q) ALF(S, R) =Lf(S,Q AR),
@ 1f(S,Q)VIf(S,R)=1f(S,QV R).

Az elsé tulajdonsdgot a csoda kizardsa elvének, a masodikat monotonitési tulaj-
donsdgnak nevezziik.
Bizonyitas:

1. Indirekt: Tegyiik fel, hogy Ja € [1f(S, Hamis)]. Ekkor a leggyengébb eldfel-
tétel definici6ja szerint: a € Dy (s) és p(S)(a) C [Hamis| = ). Ez nyilvnval6
ellentmondas.

2. Indirekt: Tegyiik fel, hogy Ja € [1f(S, Q)] \ [1f(S, R)]. Ekkor a € D,g) és
p(S)(a) C [Q] és p(S)(a) € [R]. Ez viszont ellentmond annak a feltételnek,
mely szerint [Q] C [R]

3. Az allitast két részben, a mindkét irdnyd kovetkezés beldtdsdval bizonyitjuk.

(@ If(S,Q) ANIf(S,R) = 1f(S,Q A R), ugyanis:
Legyen a € [If(S,Q) A Lf(S,R)]. Ekkor a € [If(S,Q)] és a €
[1f(S,R)], azaz a € Dyg) és p(S)(a) C [Q], illetve p(S)(a) C [R].
Ekkor azonban p(S)(a) C [Q]N[R] = [Q A R],azaz a € [If(S,Q A
R)].
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3.1. dbra. A leggyengébb elofeltétel és a metszet kapcsolata

) If(S,Q AR)=1f(S,Q) ANLf(S, R), ugyanis:
Legyen a € [If(S,Q A R)]. Ekkor a leggyengébb eldfeltétel definicija
alapjdn a € Dyg) és p(S)(a) € [Q A R]. Felhaszndlva, hogy [Q A
R] = [Q] N [R], adédik, hogy p(5)(a) € [Q] és p(5)(a) € [R], azaz
a€[lf(S,Q)] ésac [lf(S,R)],tehdta € [If(S,Q) ALf(S,R)].

3.2. abra. A leggyengébb eldfeltétel és az unid kapcsolata

4. Legyena € [Lf(S,Q)VIf(S,R)].Ekkora € [If(S,Q)] vagy a € [If(S, R)].
Ha a € [If(S,Q)], akkor — a monotonitdsi tulajdonsig alapjan — a €
[1f(S,Q V R)]. Hasonléan, ha a € [If(S,R)], akkor a € [If(S,Q V R)].

0

A (4) tulajdonsdg visszafelé nem igaz. p(S)(a) C [Q] U [R]-b6l nem kovetkezik
sem p(S)(a) C [Q], sem p(S)(a) C [R]. Természetesen, ha p(.S) determinisztikus,
azaz Va € A : p(S)(a) legfeljebb egy elemi halmaz, akkor az egyenlGség fennall.

3.2. A feladat specifikacidja

A kovetkezbkben bevezetjiik a feladat megaddsanak egy masik maédjat, €s kimondunk
egy, a gyakorlat szempontjabol nagyon fontos tételt.
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Altaldban a feladat nem fiigg az allapottér 6sszes komponensétdl, azaz az allapot-
tér tobb pontjadhoz is ugyanazt rendeli. Ezeket a pontokat fogjuk 0ssze egy ponttd a
paramétertér segitségével.

3.2. DEFINICIO: PARAMETERTER
Legyen F' C A x A feladat. A B halmazt a feladat paraméterterének nevezziik,
ha van olyan Fj és F5 relacid, hogy

Fl - AXB,
F, C BXA,
F = FQOFl.

Fontos észrevenni, hogy paraméterteret mindig lehet taldlni. Példdul maga a fela-
dat allapottere minden esetben vilaszthat6 paramétertérnek gy, hogy a definiciéban
szerepld Fj relacidnak az identikus leképezést, F»-nek pedig magat az F' feladatot
valasztjuk. Am az, hogy egy konkrét esetben mit is vélasztunk paramétertérnek, a fel-

adattl fiigg. Altaldban gy valasztjuk meg a paraméterteret, hogy a kovetkezd tételt
kényelmesen tudjuk haszndlni.

3.2. TETEL: SPECIFIKACIO TETELE
Legyen F' C A x A feladat, B az F egy paramétertere, I} C A x B, Fy C
B x A, F = Fyo Fy.Legyen b € B, és definidljuk a kovetkez6 dllitdsokat:

(@] = facA|(ab)eF}=F"0)
[Ry] = {a€ A|(ba)e€ Fr} = Fy(b).
Ekkor ha Vb € B : Q» = [f(S, Ry), akkor az S program megoldja az F'

feladatot.
Bizonyitas: A megoldas definicidja két pontjanak teljesiilését kell belatnunk:
1. Drp C Dp(s), ugyanis:

Legyen a € D tetsz6leges. Ekkor az F és F5 reldciok definiciéja miatt a €
DFl és
FeB:ac Q.

De ekkor a tétel feltétele alapjan:
a € [Qp] SIS, Ry)] S Dys)-

2. Ya € Dp : p(5)(a) C F(a), ugyanis:

Legyen a € Dy tetszSlegesen rogzitett, b € B olyan, amelyre a € [Qy]. Ekkor
a feltétel szerint:

p(S)(a) C [Ry] = Fy(b) € Fa(Fi(a)) = F(a).
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A specifikdci6 tétele csak elégséges feltétel a megolddsra, azaz nem megfordit-
hat6: lehet adni olyan feladat-program part, ahol a program megoldja a feladatot, de
a specifikicié tétele nem teljesiil. Ez természetesen attdl is fiigg, hogy a feladatot
hogyan specifikéljuk, azaz milyen paraméterteret vilasztunk, és hogyan bontjuk a fel-
adatot F és F5 relaciok kompoziciéjara.

A késbbbiekben egy programozési feladat megolddsakor a specifikdcidbdl, tehdt a
specifikacio tételének megfelel formdban megadott feladatbdl indulunk ki, és a speci-
fikacio tételének felhaszndldsaval keressiik a megold6 programot. Mivel a specifiké-
ci6 tétele nem megfordithatd, eléfordulhat, hogy ezen az dton nem taldlunk megoldd
programot. Elkeriilhet6-e ez a probléma? Azaz arra keressiik a vélaszt, hogy tet-
szbleges feladat estén megadhat6-e olyan specifikdcid, amelyre a specifikicid tétele
megfordithatd. Nevezziik az ilyen specifikdciot jonak.

3.2. allitas: Ha a feladat specifikdciojdnak felirdsakor gy valasztjuk meg a paramé-
terteret és az el6-, utéfeltételeket, hogy rdjuk a kovetkezo két feltétel teljesiiljon:

(1) VbGB:[QbW?é@é[Rb]?é@,

(2) Vbi,b0 € B : |—Qb1-| N (sz-l =0 vagy
[le—‘ = I—sz—‘ és |—Rb1—| = |—Rb2-|’

akkor a specifikaci6 tétele megfordithato.

Ez az éllitas egyszertien bizonyithat6. Azt kell belatni, hogy ha S megolddsa F-
nek, akkor:

a. Vbe B : |—Qb—| - Dp(S)
b. Vb€ B :Va € [Qp] : p(S)(a) C [Ry].

Az a. kovetkezik abbdl, hogy (1) teljesiilése esetén Vb € B : [Qy] C Dp, ab.
pedig abbdl, hogy ha a € [Qy], akkor a € Dp, és a megoldés miatt

p(S)(a) € F(a) = U [Re] = [Ry],

zeB €S ac[Q.]

ugyanis (2) miatt az unié egy tagu, vagy minden tagja egyenld.

Tehat a 3.2 allitas két feltételének megfeleld specifikdcid jo specifikdcio. A kérdés
mar csak az, hogy létezik-e minden feladat esetén ilyen? Ha a paramétertér az al-
lapottér, F az identikus leképezés és F, = F', akkor a 3.2 allitds mindkét feltétele
nyilvanvaldan teljesiil.

3.3. A valtozo fogalma

Az eddig elmondottak alapjdn a specifikicié tétele még nem lenne hatékonyan
hasznalhat6, hiszen a paramétertér minden pontjara ellendrizniink kellene a feltételek



48 3. SPECIFIKACIO

teljesiilését. Ezért bevezetjiik a valtozé fogalmat, amelynek a segitségével a feltétel-
rendszer teljesiilése egyszeriibben ellendrizhetévé valik.

3.3. DEFINICIO: VALTOZO

X

Az A= .
1el

nyeit vdltozoknak nevezzik.

A; dllapottér v; : A — A; egydimenziés projekcids fliggvé-

2 2

A viltozok haszndlatdval egyszerlsithetjiik az dllapottéren értelmezett allitdsok
(el6- és utdteltételek, leggyengébb elbfeltétel) és relacidk (programfiiggvény) leirasat.

Mivel minden valtozé értelmezési tartomdnya az allapottér és értékkészlete egy
tipusértékhalmaz, egy véltozot jellemezhetiink egy tipussal, azaz beszélhetiink a vél-
toz6 tipusardl.

Ha a paramétertér is direktszorzat alaki — marpedig ez gyakran igy van, ugyanis
altaldban az allapottér egy altere —, akkor a paramétertér egydimenzids projekcids
fliggvényeit paramétervdltozoknak nevezzik.

Az allapottér, illetve a paramétertér egyes komponenseihez tartozé véltozokat, il-
letve paramétervéltozdkat az adott komponens ald frjuk.

Most megvizsgaljuk, hogyan lehet a specifikicid tétele segitségével feladatokat
megfogalmazni.

Tekintsiink egy mér ismert feladatot: hatdrozzuk meg két egész szam Osszegét!

El6szor felirjuk az allapotteret igy, mint eddig, csak kiegészitjiikk a valtozonevek
megaddsdval.

A=7Z X 7Z x 7
x Yy oz
Az eddigi jeloléseink alkalmazasdval a feladat

F = {((Ul,UQ,U3), (1}1,’[)2,"03)) € Ax A ‘ U3 = U] + Ug}.

A specifikécio tételének alkalmazasahoz irjuk fol a paraméterteret is:

B=7x 7

! y/

Majd még visszatériink arra, miért éppen igy valasztottuk meg a paraméterteret.

Tehét az allapottér harom egész komponensbdl 4ll, melyeknek véltozéi rendre z,
y és z. A paramétertér két egész komponensbdl 4ll, az els6 komponens viltozéja x/, a
mésodiké y'.

Legyen az F; relaci6 a kovetkezd:

Fi = {((ul,u2,u3), (bl,bg)) € Ax B | Uy = b1 és ug = bg},

F>5 pedig:
FQ = {((bl,bg), (’1)1,1}2,113)) € B x A | v3 = b1 + bg}
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A fentiekbdl adddik, hogy F» o F} = F. A paramétertér egy tetszbleges b eleméhez
tartoz6 eld- és utdfeltételre:

[Qv] = {(a1,a2,a3) € A]a; =byésaz =ba},
[Rb‘| = {(al,ag,ag) S A | a3 = bl + b2}7

amit az allapottér és a paramétertér valtozoinak felhaszndldsaval is folithatunk:

(@] = {a€Alx(a) =2"(b) ésyla) =y (D)},
[Ry] = fa€Alz(a)=2'(b) +y'(b)}.

A fiiggvénytereknél targyaltuk, hogy a fiiggvénytér elemein a reldciok egy logikai
fiiggvényekbdl 4116 teret generdlnak. x, y, z egy fiiggvénytér elemei, 2’ (b), ' (b) szin-
tén annak tekinthetSk, A-n értelmezett konstans fiiggvények. Ezért x = 2/(b) és
y = y'(b) az dllapottéren értelmezett logikai fiiggvények, ahogy = = =’ (b) Ay = 3/ (b)
is az. Ebbdl kovetkezik, hogy

(@] = [z=2"(0) Ay =y (b)],
[Ry] = [z==

és mivel mindegyik fiiggvény,

Qv = (x=2"(0) Ny =19'(b)),
R, = (2=2'(b)+v'(b)).

A jelolés egyszer(sithetd, mivel nyilvanvald, hogy a paramétervaltozék argumen-
tuma b, ezek el is hagyhatdk, s6t altaldban az sem okoz félreértést, ha az eld- és
utéfeltételek indexeit elhagyjuk. Ezek a feltételek a paramétertér pontjaihoz tartoz-
nak, és igy a paramétervaltozok értékeitdl fiiggnek. A feladat specifikdciéja tehat:

A=7Z XZ x Z
T Yy oz
B=7Z xZ
x/ y/
Q:(x=a"ANy=y)
R:(z=12"47Y)
A tovébbiakban a feladatot gy definidljuk, hogy megadjuk az dllapotterét (A),
a paraméterterét (3), valamint az elG- és utéfeltételét (Q, illetve R) a paramétertér
minden pontjdra, azaz paraméteresen. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a feladatot
megadtuk a specifikdcid tételének megfeleld formdban, vagy ha nem okoz félreértést,
specifikdltuk a feladatot.
Egy feladatot nagyon sokféleképpen lehet specifikdlni, a sok lehet8ség koziil az
egyik az, amit el6-, utdfeltétellel torténd specifikdcionak szoktak nevezni, és nagyon
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hasonlit arra, amit most targyalunk. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a hasonl6sag
ellenére a kettd nem azonos.

Paramétertérnek altaldban az dllapottér egy alterét szoktuk vélasztani. Azokat a
komponenseket valogatjuk ki, amelyek értékétdl fiigg, hogy a feladat mihez mit ren-
del, amelyek paraméterezik a feladatot. Lényegében azt fogalmazzuk meg, hogy az él-
lapottér milyen tulajdonsagui pontjaibdl milyen tulajdonsagu pontokba akarunk jutni.
A paraméterteret arra hasznéljuk, hogy megadjuk, milyen 6sszefiiggés van az elérendd
és a kiindulé allapotok kozott.

Ha egy programnak meg tudjuk hatdrozni a (paraméteres) utdfeltételhez tar-
tozé leggyengébb eldfeltételét, akkor a specifikdcid tétele alapjan konnyen eldon-
thetjiikk, hogy megoldédsa-e a specifikalt feladatnak, mas széval bebizonyithatjuk a
program helyességét. Megjegyezziikk azonban, hogy legtobbszor a ,forditott” utat
fogjuk kovetni, nem a program helyességét bizonyitjuk, hanem bizonyitottan helyes
programot allitunk eld.

A késbbbiekben bevezetiink majd olyan eszkozoket, amelyek segitségével a fela-
dat specifikaci6jabdl kiindulva olyan programokat készithetiink, amelyek megoldjdk
a feladatot.

A valtozékhoz kapcsoléddan bevezetiink még néhany egyszerii fogalmat, ame-
lyeknek a szemléletes jelentése eléggé nyilvanvalé.

Azt mondjuk, hogy az S program p(S) programfiiggvénye nem fiigg az éllapottér
a; : A; véltoz6jatdl, ha

Vr,y € Dps) : (Vk € T\ {i} : 2(k) = y(k) = p(5)(x) = p(S)(y))-
Azt mondjuk, hogy az S program a; : A; valtozdja konstans, ha
Va € A:Va € S(a) : Vk € Dy, : ag (i) = al(i).

Azt mondjuk, hogy az S program végrehajtdsa nem vdltoztatja meg az a; : A; val-
tozot, ha
Va € Dys) : Vb € p(S)(a) : b(i) = a(i).

3.4. Példak

3.1. példa: Legyen A = {Bach, Barték, Koddly, Liszt, Mozart, Vivaldi}, S C
A x A** program.

S ={ Vivaldi — (Vivaldi, Bach), Bach — (Bach, Mozart),
Bach — (Bach, Liszt, Barték), Mozart — (Mozart,Vivaldi),
Liszt — (Liszt, Bartdk), Koddly — (Koddly, Mozart),

Barték — (Bartdk, Bach, Liszt)}

Legyen tovabbd az R : A — L 4llitas:
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Vz € A: R(x)= (r magyar).
Mi lesz a fenti program R-hez tartozé leggyengébb eldfeltétele?
Megoldas: Irjuk fel elGszor a program programfiiggvényét:

p(S) =1 (Vivaldi, Bach), (Bach, Mozart), (Bach,Barték),
(Mozart, Vivaldi), (Liszt, Barték), (Koddly, Mozart),
(Bartdk, Liszt) }

Ezek utdn, a leggyengébb elbfeltétel definicidjat felhasznalva:
[1f(S,R)| = {Bartdk, Liszt}, ugyanis

p(S)(Vivaldi) = {Bach} € [R]
p(S)(Kodaly) = {Mozart} Z [R]
p(S)(Barték) = {Liszt} C [R]
p(S)(Bach) = {Mozart, Barték} Z [R|
p(S)(Mozart) = {Vivaldi} € [R]
p(S)(Liszt) = {Barték} C [R]

3.2. példa: Legyen Hq, Hy : A — L. Igaz-e, hogy haminden S C A x A** programra
1f (S, Hy) = 1f(S, Ha), akkor [Hy| = [H2]?

Megoldas: Felhasznélva, hogy a leggyengébb el6feltételek minden programra meg-
egyeznek, egy alkalmas program vdlasztdsdval a vdlasz egyszerien megadhatd: ren-
delje az S program az allapottér minden eleméhez az nmagéabdl 4116 egy hosszisagu
sorozatot. Ekkor konnyen beldthat6, hogy tetszéleges R utdfeltétel esetén:

If(S,R) = R.

Ekkor viszont
Hl = lf(Sa Hl) = lf(S7 HQ) = HQa

tehat a két feltétel megegyezik.
3.3. példa: Specifikiljuk a kovetkezd feladatot: A =L x L, F C A x A,

F={((k),(mn) | n=késm=(INk)}
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Megoldas:
A=LxL
Z )
B=L xL
x/ y/

Q:(z=a"Ny=y)
Ri(z=0@"NyY) Ny=1Y)

3.4. példa: Legyen F' C A x A, S C A x A* program, B egy tetszSleges halmaz.
Legyenek tovabba F; C A x B és Fy C B x A olyan relaciok, hogy F' = F; o Iy,
valamint Vb € B:

[Qv] = F'(b),
[Ry] = Ia(b).

Igaz-e, hogy ha'vb € B : Q, = 1f(S, Ry), akkor S megoldja F-et?

Megoldas: Probaljuk meg a megoldds definiciéjdnak két pontjat beldtni. Legyen
a € Dr. Be kellene latnunk, hogy a € D),s). Nézziik meg a specifikdcio tételének
bizonyitdsat: ott felhasznéltuk, hogy ekkor van olyan b € B, hogy a € [Qy]. Igaz
eza @b-re is? Sajnos — mivel @b-t Osképpel definidltuk — ez nem feltétleniil van igy.
Probéljunk a fenti gondolatmenet alapjan ellenpéldét adni:

Legyenfl ={1},B = {1,2A}, F={1,1D}, i ={(1,1),(1,2)}, F, = {(2,1)}.
Ekkor Q1 = Hamis és Q2 = Hamis, tehat az allitas feltételei teljesiilnek,
fiiggetleniil a programtdl (ugyanis ,.,hamisbdl minden kovetkezik™). Valasszuk most
az alabbi programot: S = {(1,< 1,1,... >)}. Ez a program nem megolddsa a fela-
datnak, de teljesiilnek rd is az 4llitas feltételei. Tehat az allitds nem igaz.

3.5. Feladatok

3.1. Legyen A ={1,2,3,4,5},5 C A x A**.

S={ (1,(1251)), (1,(14352)), (1,(132...)), (2,(21)),
(2, (24)), (3,(333333...)), (4,(41514)), (4, (431251)),
(4, (41542)), (5, (524)), (5, 5

(534)), (5, (5234))
és [R] = {1,2,5}. Irja fel az [1f(S, R)] halmazt!

3.2. Mivel egyenl6 [ f(S, Igaz)?
3.3. Legyen A tetsz6leges éllapottér, Q; : A — L (i € N). Igaz-e, hogy ha
Vie N: Q; = Qiy1,

akkor
(FneN: If(S,Qn) =1f(S,3neN: Q,))?

}
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3.4. Igaz-e, hogy ha lf(S1, R) = lf(S2, R), akkor [ f(S1 U Se, R) = If(S1,R) V
Lf (52, R)?

3.5. Igaz-e,hogy haVz,y € A: x € [If(S1,P{y})] © x € [1f(S2, PH{y}))].
akkor Dps,) = Dy(s;)?

3.6. 51,52 C A x A** programok. Igaz-e, hogy ha VH : A — L esetén
1f(Sy1,H) =1f(Sa, H), akkor S ekvivalens S>-vel?

37. A=N.§ C N x N**,

S={(a,<a--->)]a=1(mod4)}
U{(b, < b>),(b,<b,b/2>)|b=2(mod 4)}
U{(e, < ¢,2¢>) | ¢ = 3(mod 4)}
U{(d,< d,d/2 >) | d = 0(mod 4)},

[H] = {o € N| 2|} [LA(S, H)] =2

38. Adott az A = V x V x L édllapottér (V = {1,2,3})ésa B =V xV
paramétertér, tovabbd az I} és F3 feladatok.

Py ={((a1,a2,1), (b1,b2,k)) | k = (a1 > a2)},
F;, specifikacidja pedig:
A=V xV xL

al an l
B=V xV
ap  ay

Q:(ag =aj Nay = dfy)
R:(QAl=(d] >a)}))
Azonosak-e az F és F, feladatok?
3.9. Tekintsiik az alabbi két feladatot. F} specifikicidja:
A=7Z x Z
Ty
B=17

xl

Q:(x=2a)
R:(QNz=ly-yl)

Fy, ={((a,b),(c,d)) |c=an]d|-d=c}.

Megadhat6-e valamilyen Osszefiiggés F és Fy kozott?
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3.10. Irja le szovegesen az alabbi feladatot. Legyen f : Z — Z,

3.11.

3.12.

3.13.

A=17 x7Z x Ny

m n l
B=7 x Z
m  n

Q:(m=m'An=n"Am<n),
R:(QAL= 3 gli),
ahol g : Z — {0, 1},

g(i) = { (1), i(l?ﬂzibeeimn] L f(G) < f());

Igaz-e a specifikaci6 tételének megforditdsa? (Ha S megoldja F'-et, akkor Vb €
B: Qy=1f(S, Ry))

Tekintsiik az aldbbi feladatot:

A=NxN
k- p

B =N
k/

Q: (k=K AN0<E)
R: (Q Aprim(p) AVi>1:prim(i) = |k —i| > |k — pl),
ahol prim : N — L és [prim] = {z € N| z primszdm}.

Mit rendel a fent specifikdlt feladat az a = (10,1) és a b = (9,5) pontokhoz?
Fogalmazza meg szavakban a feladatot!

A= N x N x N

x Y z
B= N x N

! y/
Fl,FggAXA

F specifikacidja:

Q:(z=2"Ny=1y)
R:(z=2Ny=y AN|zNy|zAYjeN: (Z|j AY]j) — 2]5)
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3.14.

3.15.

3.16.
3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.

3.23.

3.24.

Fy = {((a,b,c),(d,e, f)) |a=désb=rcés fla-bésal|f ésb|f}

Megadhat6-e valamilyen sszefiiggés Fy és Fb kozott?

Adott egy f : Z — Z fuggvény.
A= Z x Z x Z

m n 1
B= 7Z x Z

m’ n'
FhFQQAXA

Fy specifikicidja:

Q:(m=m'An=n')
R:im=m'An=n'ANi€[m.n]AVje[m.i—1]: f(5) < fE)A
Vj € li-nl: f(5) < f(D)
F specifikécidja:
Q:(m=m'An=n')
R:(ie[m . n]AVjiem .n]: f(j) < f(5)).
Azonos-e a két feladat?
Specifikéljuk a kovetkezd feladatot: A =N ésv: N — {0,1}.

FCAXAF= {(s,s')|s’:kz::1v(k:)}

Keressiik meg egy természetes szam egy osztdjat.

Keressiik meg egy Osszetett természetes szam egy valddi osztdjat.
Keressiik meg egy természetes szam egy valédi osztdjat.

Keressiik meg egy természetes szam Osszes valddi osztdjat.
Keressiik meg egy természetes szdm legnagyobb primosztdjét.
Allapitsuk meg, hany valédi osztGja van egy természetes szamnak.

Keressiik az [m..n] intervallumban az elsd olyan szdmot, amelyiknek van valédi
osztdja.

Keressiik az [m..n] intervallumban azt a szdmot, amelyiknek a legtobb valédi
osztdja van, de nem oszthat6 6-tal.

Az [m..n] intervallumban melyik szdmnak van a legtobb val6di osztéja?






4. fejezet

Kiterjesztések

Az el6z6 fejezetekben bevezettiik a program és a feladatat fogalmat, és definidltuk
az azonos dllapottéren levd feladat-program parok kozott a megoldds fogalmat. A
gyakorlatban azonban altaldban a feladat és a program kiilonb6zd allapottéren van
értelmezve; példaként megemlithetjiik azt az esetet, amikor egy feladat megoldédséra a
programban tovéabbi véltozokat kell bevezetni, azaz a feladat dllapotterét djabb kom-
ponensekkel kell b6viteni.

A tovabbiakban megvizsgéljuk, hogy mit tudunk mondani a kiilonb6z6 allapot-
téren adott programok és feladatok viszonydrdl a megoldds szempontjabdl, és ennek
alapjan altalanositjuk (kiterjesztjiik) a megoldéds fogalmat erre az esetre is.

4.1. A feladat Kiterjesztése

P

Ha egy feladat allapotterét kibdvitjiik djabb komponensekkel, mit jelentsen ez a fela-
dat vonatkozasaban? Elég kézenfekvs, hogy ebben az esetben a feladat ne tartalmaz-
zon semmiféle kikotést az Gj komponensekre.

4.1. DEFINICIO: FELADAT KITERJESZTESE
Legyen a B éllapottér altere az A éllapottérnek. Az F/ C A x A reldciét az
F C B x B feladat kiterjesztésének nevezziik, ha

F' ={(x,y) € Ax Al (prp(z),pra(y)) € F}.

A definiciét dgy is megfogalmazhatjuk, hogy a feladat kiterjesztése az Osszes
olyan A x A-beli pontot tartalmazza, amelynek B-re vett projekcidja benne van F'-
ben.
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B/

4.1. ébra. Feladat kiterjesztése

4.2. A program Kiterjesztése

A program kiterjesztésének definiciéjdban az 1ij komponensekre azt a kikotést tessziik,
hogy azok nem valtoznak meg a kiterjesztett programban. Ezzel azt a gyakorlati
kovetelményt irjuk le, hogy azok a véltozok, amelyeket a program nem hasznél, nem
véaltoznak meg a program futdsa soran.

4.2. DEFINICIO: PROGRAM KITERJESZTESE
Legyen a B allapottér altere az A allapottérnek, és jeldlje B’ a B kiegészit
alterét A-ra. Legyen tovdbbd S program a B éllapottéren. Ekkor az S’ A-beli
reldciét az S program kiterjesztésének nevezziik, haVa € A :

S'(a) ={a € A |prp(a) € S(prg(a)) ésVi € D, : prp:(cv;) = prp:(a)}.

A fenti definicié alapjan a kiterjesztett program értékkészletében csak olyan
sorozatok vannak, amelyek ,,parhuzamosak™ valamely sorozattal az eredeti program
értékkészletébdl.

Vajon a kiterjesztés megtartja-e a program-tulajdonsdgot? Erre a kérdésre valaszol
az alabbi 4llitas.

4.1. allitas: Legyen a B dllapottér altere az A dllapottérnek, és jelolie B’ a B
kiegészitb alterét A-ra. Legyen tovabbd S program a B dllapottéren, és S’ az
S kiterjesztése A-ra. Ekkor S’ program.

A bizonyitds rendkiviil egyszer, a feladatok kozott szerepel.
Két azonos dllapottéren definidlt programot ekvivalensnek neveztiink, ha a prog-
ramfliggvényiik megegyezett. Most ezt a fogalmat is altalanositjuk.
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A
/
B A

4.2. abra. Program kiterjesztése

4.3. DEFINICIO: PROGRAMOK EKVIVALENCIAJA
Legyenek S; C Ay x A7*, So C Ag x A3* programok, B altere mind A;-nek,
mind As-nek. Azt mondjuk, hogy S ekvivalens Ss-vel B-n, ha

pre(p(S1)) = pre(p(S2)).

Nyilvanvald, hogy a definici6 valéban dltaldnositdsa az egyszeri esetnek. A defini-
ciénak egyszerii kovetkezménye az is, hogy a két ekvivalens program a kozos altéren
pontosan ugyanazokat a feladatokat oldja meg.

Val6jaban attdl, hogy két program ekvivalens — azaz megegyezik a programfiigg-
vényiik —, egyéb tulajdonsagaik nagyon eltérdk lehetnek. Ilyen — nem elhanyagol-
hat6 — kiilonbség lehet példdul a hatékonysdgukban. Egyéltalin nem mindegy, hogy
egy program mennyi ideig fut, és mekkora memoridra van sziiksége. A program e
jellemzdinek vizsgalatdval azonban itt nem foglalkozunk.

A definicidkbdl kozvetleniil ad6dik a kovetkez6 Allitas:

4.2. allitas: Egy program kiterjesztése €s az eredeti program az eredeti allapottéren
ekvivalens.

4.3. Kiterjesztési tételek

Az aldbbiakban kovetkezd tételcsoport a megoldas és a kiterjesztések kozotti kapcso-
latot vizsgélja.
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Legyen A egy éllapottér, amelynek B altere. A B-n definialt feladatok és prog-
ramok megfelelGinek tekinthetjiik A-n a feladatok és programok kiterjesztéseit A-ra,
az A-n definiélt feladat megfelelGjének B-n pedig a feladat vetiiletét B-re. Az A-n
definialt programok esetében a B-re vald vetités kozvetleniil nem alkalmazhat6, mivel
egy program vetiilete nem biztos, hogy program, ugyanis nem biztos, hogy a sorozatok
redukdltak. Természetesen, ha S C A x A** program, akkor az

S ={(b,8) € BxB*|3(a,a)eS:b=prg(a)ésf=red(prp(a))}

mdr program, és a B allapottéren S és S ekvivalens. Tehit egy S CAx A prog-
ramhoz mindig taldlhaté olyan S C B x B** program, amely vele ekvivalens B-n.

/ !/
F F S SA

vetités vetités

kitenjesztés kitenjesztés

B
F S

4.3. abra. Kapcsolat A és B kozott.

Ilyen médon, ahogy a 4.3. dbra is mutatja, a kiterjesztés €s a vetités segitségével
kapcsolatot létesitiink az A és B éllapottereken definidlt programok kozott.

Természetesen éltaldban sok olyan feladat van A-n, aminek a vetiilete F, ilyen
példaul az F kiterjesztése, de nem csak az. Tehat a 4.3. dbran folfelé mutaté nyilak
injektiv megfeleltetések, a lefelé mutatok pedig sziirjektivek.

Megjegyezziik még, hogy F, vagyis egy olyan feladat, amelynek a vetiilete F',
mindig része F' kiterjesztésének. Ugyanez a programok (programfiiggvények) es-
etében nem igaz.

Megvizsgaljuk, milyen esetekben kovetkeztethetiink az A dllapottéren fennall6
megoldasbodl, ugyanerre a B allapottéren, és forditva. Ahhoz, hogy a feltételeket meg-
fogalmazhassuk, sziikségiink lesz néhany definiciéra.

4.4. DEFINICIO: BOVITETT IDENTITAS
Legyen B altere A-nak, B’ a B kiegészits altere A-ra, G C A x A reldcid.
A G bévitett identitds B’ felett, ha V(a,a’) € G : 3a” € A, hogy (a,a”) €
G ésprp/(a) =prp(a’) ésprp(a’) = pre(a”).
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B"

Y

4.4, dbra. Bbvitett identitas

Ha egy feladat bovitett identitds, az azt jelenti, hogy a feladat ,,megengedi”, hogy
a kiegészit6 altérbeli komponensek véltozatlanok maradjanak. Konnyf 14tni a defini-
ciok alapjdn, hogy egy feladat kiterjesztése és egy program kiterjesztésének a prog-

P’

ramfiiggvénye egyarant bvitett identités.

4.5. DEFINICIO: VETITESTARTAS
Legyen B altere A-nak, G C A x A feladat. A G vetitéstarté B felett, ha

Vai,az € Dg : (prp(ar) = prp(az)) = (pre(G(ar)) = pre(G(az))).

o A

4.5. abra. Vetitéstartas

A vetitéstartds nem jelenti azt, hogy a reldcié nem fiigg a kiegészit6 altér kompo-
nenseitdl, hiszen mint a 4.5. dbra mutatja, két azonos vetiiletti pont képe lehet kiilon-
boz0, csak a vetiiletiik azonos. Ebben az esetben is igaz, hogy egy feladat kiterjesztése
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vetitéstarté (még a képek is megegyeznek), és a program kiterjesztése, igy a kiter-
jesztés programfiiggvénye is vetitéstarto.

4.6. DEFINICIO: FELKITERJESZTES
Legyen B altere A-nak, G C A x A feladat, H C B. Azt mondjuk, hogy a G
félkiterjesztés H felett, ha priy' (H) C Dg.

B/

H B

4.6. abra. Félkiterjesztés

A félkiterjesztés szemléletes jelentése, hogy a kiegészit6 altér feldl nézve az
értelmezési tartomanyban nincsenek ,,lyukak”. Most is igaz, hogy egy feladat kiter-
jesztése a feladat értelmezési tartomdnya folott félkiterjesztés. Ugyancsak igaz, hogy a
program kiterjesztésének programfiiggvénye az eredeti programfiiggvény értelmezési
tartomdnya folott félkiterjesztés.

Az imént bevezetett definiciok segitségével kimondhatdk azok az allitdsok, ame-
lyek a kiterjesztések és a projekcid, valamint a megoldds kozotti kapesolatot vizsgald
tételcsoportot alkotjak. A jelolések a 4.3. dbranak megfelelGek.

4.1. TETEL: KITERJESZTESI TETELEK
Legyen B altere A-nak, B’ a B kiegészit$ altere A-ra, S program B-n, F' C
B x B feladat, S’, illetve F’ S-nek, illetve F-nek a kiterjesztése A-ra. Legyen
tovébbd FF C A x A olyan feladat, melyre prp (F) =F,8CAxA™ pedig
olyan program, amely ekvivalens S-sel B-n. Ekkor az aldbbi dllitdsok teljesiil-
nek:

(1) ha S’ megoldédsa F’-nek, akkor S megoldédsa F'-nek;
(2) ha S’ megolddsa F—nek, akkor S megolddsa F'-nek;
(3) ha S megoldédsa F’-nek, akkor S megolddsa F'-nek;
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(4) a ha S megoldasa F-nek, és p(S’) vetitéstarté6 B felett, akkor S
megolddsa F'-nek;

b. ha S megoldédsa F-nek, és F félkiterjesztés Dy felett, akkor S
megolddsa F'-nek;

(5) ha S megoldésa F-nek, akkor S’ megoldédsa F’-nek;

(6) ha S megoldédsa F'-nek, és F bdvitett identitds B’ felett és vetitéstarté B
felett, akkor S’ megoldédsa F'-nek;

(7) ha S megolddsa F-nek, és p(S) félkiterjesztés Dp felett, akkor S
megolddsa F’-nek.

Bizonyitas: Miel6tt sorra bizonyitanank az egyes tételeket, vegyiik észre, hogy a (4)
tételbsl kovetkezik az els§ harom, hiszen S ekvivalens S-sel B-n, és p(S’) vetités-
tartd, illetve prg(F’) = F, és F' félkiterjesztés Dp-en. Hasonlé meggondoldsok
alapjdn a (6) tételbdl is kovetkezik az (5) tétel, hiszen F’ bdvitett identitds B’ felett és
vetitéstarté B felett. Elegendd tehat a (4), (6) és (7) tételeket bizonyitani.

Tekintsiik el6szor a (4) tétel bizonyitasat: Legyen b € Dy tetszbleges. Ekkor

beDr = JacDg:prpla)=>

megoldds
= a € Dp(g)
Seky. S
=7 prp(a) € Dy),

tehit Dp C Dy sy, s igy a megoldais elsd kritériuménak teljesiilését bebizonyitottuk.
Tekintsiik most a masodik kritériumot; legyen b € Dy tetszblegesen rogzitett. Ekkor

p(S)(b) = U pre(p(9)(a)),
aEpr;l(b)ﬁDP(s-)
Fb) = U  prsF(a).
aEprEl (b)ND g

Az a. esetben, azaz ha p(S) vetitéstarté, akkor Yo,y € prg'(b) N D, 5)ra
pre(p(S)(x)) = pru(p(S)(y)). Ekkor tetszéleges a € prg* (b) N'D; esetén, mivel a
megoldds definiciéja miatt p(S(a)) C F(a),

p(S)(b) = pre(p(9)(a) € prs(F(a)) C F(b).

Tehat a megoldas masodik feltétele is teljesiil.
A b. esetben, azaz ha F' félkiterjesztés, akkor prl_;1 (b) € Dy, azaza € prlgl(b) N
Dj = pri' (b), és a megoldds definiciéja miatt

Va € prt(b) : p(S)(a) C F(a),
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tehat

Va € pr'(b) : pru(p(S)(a)) C pru(F(a))
= U ps@®@)c U praF)

aEprEl(b) aEprgl(b)
= p(S)(b) € F(b),
és ezzel ebben az esetben is belattuk, hogy az S program megoldja az F’ feladatot.

Nézziik most a (6) tétel bizonyitasat.

1. El8szor beldtjuk, hogy Dy C Dp(sl).

Legyen a € Dy. Ekkor prg(a) € Dr. Felhasznilva, hogy S megolddsa F'-nek,
pre(a) € Dpys). A program kiterjesztésének definici6jabdl kovetkezik, hogy
ekkor a € Dp(gy.

2. Ezutdn megmutatjuk, hogy Va € Dy : p(S’)(a) C F(a) is teljesil.

a p(S/> (L/ _ a///
’ re - T =
B ~. .
o F A
A\ a’
v B
4.7. bra.

A 4.7. dbrénak megfelelSen legyen a € Dy és a’ € p(S’)(a). Ekkor — fel-
haszndlva, hogy S’ az S Kiterjesztése — a’-re fenndll az aldbbi tulajdonség:

prp:(a’) = prp (a)

Legyen b = prp(a’). Ekkor ' € p(S)(prp(a)). Mivel S megoldja F-et,
adédik, hogy b’ € F(prp(a)). Ekkor — mivel F vetitéstarté B felett, és F
az I projekci6ja — adédik, hogy Ja” € F(a) : prp(a”’) = V. Felhasznalva,
hogy F bévitett identitds B’ felett, 3a”” € E'(a), amelyre

pre(a"") = prg.(a) és pre(a”) ="V

Ekkor viszont @’ = o', azaz o’ € F(a).
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Most mar csak a (7) allitas bizonyitdsa van hatra:

(1) Legyen a € Dp. Ekkor a feladat kiterjesztésének definici6ja alapjan prp(a) €
Dr. Mivel p(S) félkiterjesztés D felett, a € Dy s)-

(2) Legyen a € Dpr, a' € p(S)(a) és b’ = prp(a’). Ekkor b’ € p(S)(prp(a)),
hiszen p(S) a p(S) vetiilete. Mivel S megoldja F-et, adddik, hogy o €
F(prg(a)), de a feladat kiterjesztésének definiciéja alapjan Yo € prg*(b') :

x € F'(a),igy o' € F'(a). Tehdt a megoldds mésodik feltétele is teljesiil.

Ezzel a (7) allitast is bebizonyitottuk. [

4.4. A feladat Kiterjesztése és a specifikacio tétele

Emlékeztetiink a specifikdcid tételének megfeleld formdban megadott — allapottér,
paramétertér, el6- és utdfeltételek — feladatokra. Példaként felirtuk két szdm Osszegét:

A=7Z X 7Z x 7
A T
B=7xZ
:L,/ y/
Q:(x=2"Ny=y)
R:(z=2"+7v)
Mi lesz ennek a feladatnak a kiterjesztése egy A’ = Z x Z x Z x N x L llapottérre?
A valasz elsé pillantasra meglepd.

A=7Z xZ xZ x N x L
xr Yy z u v
B=7Zx1%Z
1,/ yl
Q:(z=2"Ny=1)
R:(z=2"4+y")
Altalanossagban is igaz, hogy a feladat kiterjesztésének specifikcidja, a kibGvitett
allapottértdl eltekintve, megegyezik az eredeti feladat specifikdciéjaval.

4.5. A paramétertér Kiterjesztése

Természetesen nemcsak az allapottér, de a paramétertér is kiterjeszthetd. A specifika-
ci6 tétele szempontjabol két esetet kiilonboztetiink meg.

Legyen B egy paramétertér és B’ egy Kiterjesztése. Ha egy feladat specifikéldséra
B helyett B’-t haszndljuk gy, hogy az el6- és utéfeltételek nem fiiggenek a csak a
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B’-ben szerepld paramétervaltozoktol, akkor a feladat nem véltozik, hiszen Vb € B :
9 € prigt (b) : (1Qu] =[Qu] é [Ry] = [Ry]).

Ellenkez6 esetben a feladat is megvaltozhat. Tegyiik fel, hogy az uj feladatra tel-
jesiilnek a kovetkez6 feltételek:

VoeB:[Ql= |J [Qv]

b epryt(b)

Vbe B:WY €prgl(b): ([Ry] #0és [Ry] C [Ry]),

ekkor azt mondjuk, hogy az uj feladat finomitdsa a réginek.

4.3. allitas: Ha egy I feladat finomitdsa egy G feladatnak, akkor F' szigortibb, mint
G.

4.6. Példak

4.1.példa: B = {1,2,3},A=B x {1,2,3}. FC Bx B. F ={(1,2),(1,3)}. Mi
az I kiterjesztettje B-re?
Megoldas: A feladat kiterjesztésének definicidja alapjan:

F={

4.2. példa: Adott az L x L dllapottéren az F' = {((I, k), (m,n)) | n = (IAk)} feladat,
ésaz A’ =1L x L x V dllapottéren (V = {1,2}) a kovetkez§ program:

S ={ (i1, (iil,ih2, hi2)), (ii2, (32, hh1,iil)),
(12, (ii2,ih2, hil, hi2)), (ih1, (ih1)),
(ih2, (ih2,ii1, hh1)), (hil, (hil, hh2)),
(hi2, (hi2, hil,ih1)), (hi2, (hi2, hh1, hh2)),
(hh1, (hh1,ih1)), (hh2, (hh2)) }

Megoldja-e S az F' A’-re val6 kiterjesztettjét?
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Megoldas: Irjuk fel az F' A’-re val6 kiterjesztettjét:

F'={ (il iil), (il hil),  (iil,di2),  (iil, hi2),
(ii2,ii1), (62, hil),  (i2,42),  (ii2, hi2),
(ih1,ih1), (ih1,hhl), (ih1,ih2), (ihl,hh2),
(ih2,ih1), (ih2,hhl), (ih2,ih2), (ih2,hh2),
(hil,ih1), (hil,hhl), (hil,ih2), (hil,hh2),
(hi2,ihl), (hi2,hhl), (hi2,ih2), (hi2, hh2),
(hh1,ihl), (hhl,hh1), (hh1,ih2), (hh1,hh2),
(hh2,ih1), (hh2,hh1), (hh2,ih2), (hh2,hh2) }

Az S program programfiiggvénye:

p(S) ={ (il hi2), (ii2,iil),  (ii2, hi2), (ih1,ihl),
(ih2,hh1), (hil,hh2), (hi2,ihl), (hi2, hh2),
(hh1,ih1), (hh2,hh2) }

A megoldds definiciGja két pontjdnak teljesiilését kell beldtnunk. Dp: C Dy (g trivi-
alisan teljesiil, hiszen mindkét halmaz a teljes dllapottér. Vizsgaljuk meg most, hogy
Va € Dp : p(S)(a) C F'(a) teljesiil-e!

p(S)(iil) = {hi2} C  {iil, hil,4i2, hi2} = F(iil)

p(S)(i12) = {iil, hi2} C  {iil, hil,ii2, hi2} = F(ii2)
p(S)(ihl) = {ihl} C {ih1,hh1,ih2, hh2} = F(ihl)
p(S)(ih2) = {Ah1} C  {ihl, hhl,ih2, hh2} = F(ih2)
p(S)(hil) = {hh2} C  {ih1,hhl,ih2, hh2} = F(hil)
p(S)(hi2) = {ih1,hh2} C {ihl, hhl,ih2, hh2} = F(hi2)
p(S)(hh1) = {ihkl} C  {ih1,hhl,ih2, hh2} = F(hh1)
p(S)(hh2) = {hh2} C  {ihl,hhl,ih2, hh2} = F(hh2)

Tehat az S program megoldja az F' feladat kiterjesztettjét.

4.3. példa: Igaz-e, hogy ha S C B x B, A altere B-nek, akkor

Dyratp(s)) = Pra(Dy(s))?

Megoldas: Probdljuk meg az allitdst kétirdnyu tartalmazds beldtdsdval bizonyitani.
Dyratw(s)) S Pra(Dy(s)) : Legyen a € Dy, p(s)) Ekkor

da’ € A: (a,d’) € pra(p(9))
= 3(b,V) € p(S) : pra((b,b')) = (a,a’)
= bEDp(S) :>p7”A(b)=a€p7“A('Dp(S)).
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Pra(Dyp(s)) € Dpran(s)) : Legyen a € pra(Dys)). Ekkor

b € Dp(S) p?“A( ) =
= W eB:(bV)e p(S)
= (a,prat’)) € pra(p(9))
= CLE'DPTA( (8))-

és ezzel az 4llitast bebizonyitottuk.

4.7. Feladatok

41. B =

4.2.

4.3.
44.

4.5.

4.6.

4.7.

NA=BxN.FCBxB.F={(qr)|r=qg+1} MiazF
kiterjesztettje A-ra?

Igaz-e, hogy ha § C A x A** program, B altere A-nak, akkor S B-re torténd
projekcidjanak kiterjesztése A-ra azonos S-sel?

Bizonyitsuk be, hogy egy program Kkiterjesztettje valéban program!

A= Ay x Ay x---x A,. Mondjunk példat olyan programra, amelynek egyetlen
valédi altérre vett projekciGja sem program. (A =Nk =1,...,n).

Legyen A altere B-nek, F C Ax A, F"" C B x B, F' az F Xiterjesztettje B-re.
Igaz-e, hogy

a) ha F = pra(F"), akkor F" az F Kkiterjesztettje?
b) F' = pr'y V(F), illetve F' = pr;'(F) ?

Legyen F C Ax A, F" C Bx B, F' C CxC,F"” C D x D, ahol
B=AXxA,C=AxAy,D = AX A X Ay, és legyen F',F" F'" az
F Kiterjesztése rendre B-re, C-re, D-re. Igaz-¢, hogy F""’ az F" Xiterjesztése
D-re? Adja meg az F” és az F"' kozotti kapcsolatot a projekcid és a kiterjesztés
fogalménak segitségével!

B és C altere A-nak. ' C A x AJFy C Bx B,F5, C C x C. Fy az F
projekcidja B-re. F' az F; kiterjesztése A-ra. Igaz-e, hogy az Fj feladat A-ra
valo kiterjesztettjiének C-re vett projekcidja megegyezik Fh-vel?



5. fejezet

A megoldas fogalmanak
altalanositasa

Ebben a fejezetben a megoldas fogalmat altalanositjuk. Eredetileg foltettiik, hogy a
program és a feladat dllapottere ,,azonos”. Ezt a kikotést fogjuk két szempontbdl is
gyengiteni.

5.1. A megoldas fogalmanak Kiterjesztése

El6szor a kiterjesztési tételek alapjan dltaldnositjuk a megoldas fogalmat. Az allapot-
terek ,,azonossdga” helyett csak azt koveteljiik meg, hogy egy kozos allapottérre kiter-
jesztve a feladatot és a programot, teljesiiljenek a megoldas feltételei.

5.1. DEFINICIO: A MEGOLDAS FOGALMANAK KITERJESZTESE

A= % AjésB= .~ AL FCAxAfeladatés S C B x B**
1e€1 jed

program. Ha létezik C dllapottér, amelynek A és B is altere, és S kiterjesztése
C-re — eredeti értelemben — megoldasa F' C'-re vald kiterjesztettjének, akkor azt

mondjuk, S — kiterjesztett értelemben — megolddsa F-nek.

Ez a definici6 az eredeti definicié altaldnositdsa, hiszen A = B = C esetén vis-
szakapjuk azt.

A Kkiterjesztési tételekbsl, méghozza az 1-bol és az 5-bdl azonnal adddik, hogy
a definiciéban a ,létezik” sz6t ,,minden”-re cserélhetnénk. Az is nyilvdnvald, hogy
,k0z0s tobbszoros” tulajdonsagu dllapottér, vagyis aminek A is és B is altere, mindig

l1étezik: Ay

X
kelUJlJ
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Ezért a definiciét dgy is megfogalmazhatjuk, hogy a C' = Ay, allapot-

X
keluJ
térre kiterjesztve a feladatot és a programot, teljesiilnek a megoldas feltételei.

A kiterjesztett megoldds fogalmanak ismeretében érdemes a kiterjesztési tételeket
djra megvizsgalni. Az 1. és 5. tétel jelent6ségét a definiciondl mar targyaltuk. A 2.,
illetve 3. tétel azt jelenti, hogy ha egy program megoldésa egy feladatnak, akkor akar
a program, akar a feladat allapotterén is teljesiilnek a megoldas feltételei. Ugyanez
forditva mar csak bizonyos feltételek teljesiilése esetén igaz (5., 6. tétel).

5.2. Megoldas ekvivalens allapottéren

Az ekvivalens direktszorzat definiciéjanak megfeleléen megmondjuk, hogy két al-
lapotteret mikor tekintiink ekvivalensnek.

5.2. DEFINICIO: EKVIVALENS ALLAPOTTER

X ) S X _
icl A; allapottér ekvivalens a B = jeJ B;
allapottérrel, ha létezik olyan f : I — J kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés
(bijekcid), hogy Vi € I : A; = By ;).

Azt mondjuk, hogy az A =

Azt, hogy A, B, f-re a fenti definici6 teljesiil, A L Bvel jeloljiik.
Ha két dllapottér ekvivalens, akkor nemcsak az értelmezési tartomanyok, hanem
az éllapotterek kozott is 1étezik kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés:

vp B = AésWb € B:Viel:vp(b)(i) = b(f(i)).

5.3. DEFINICIO: MEGOLDAS ATNEVEZESSEL
Legyenek A L B, F C Ax Afeladatés S C B x B** program. Azt mondjuk,
hogy S az f dtnevezéssel megolddsa F-nek, ha

L. Dr QD'VfOp(S)OWfl)’

2. Ya€Dp:yrop(S)o fy](c_l)(a) C F(a).

A definiciéban 1gy is fogalmazhattunk volna, hogy v o p(5) o 7(_1)

— az eredeti értelemben — F-nek. A vy o p(S) o 7}71) reldcié jelentését tigy is meg-

fogalmazhatjuk, hogy egy A-beli elemet ,,dtneveziink” B-belivé, alkalmazzuk r4 a
programfiiggvényt, s a kapott elemeket ,,visszanevezziik” A-belivé.

Vildgos, hogy a definici6 az eredeti dltalanositdsa, hiszen ha A = B és f = id 4,
akkor visszakapjuk az eredetit.

A Kiterjesztés és az dtnevezés segitségével megfogalmazhatjuk a megoldds al-
taldnos definiciéjat:

megolddsa
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5.4. DEFINICIO: AZ ALTALANOSITOTT MEGOLDAS
Legyen F' C A x Afeladat és S C B x B** program. Ha létezik olyan C' és D
allapottér, hogy C L D, A altere C-nek, B altere D-nek, és S kiterjesztése D-
re atnevezéssel megoldasa F' C'-re val6 kiterjesztettjének, akkor azt mondjuk, S
— dltaldnos értelemben — megolddsa F'-nek.

5.3. Relacio szerinti megoldas

Nem csak dtnevezéssel és nem csak ekvivalens dllapottereket feleltethetiink meg
egymdsnak. A megoldast definidlhatjuk tetsz6leges allapottereken definidlt program
és feladat esetén is, ha az dllapottereket valahogy megfeleltetjiik egymasnak.

5.5. DEFINICIO: RELACIO SZERINTI MEGOLDAS
Legyen A és B tetsz8leges allapottér, FF C A x A, S C B x B** program és
v C B x A. Azt mondjuk, hogy S vy szerint megolddsa F'-nek, ha

L. Dr € D,op(s)oy-1» €8
2. Ya € Dp :y o p(S) ©vV(a) C F(a).

Emlékeztetiink arra, hogy a kompozicié €s a szigord kompozicié megegyezik, ha
legaldbb az egyik reldcio fiiggvény. Ezért a megoldds dtnevezéssel a reldcid szerinti
megoldas specidlis esete. Igy a kovetkezd tétel arra is alkalmazhat6.

5.1. TETEL: RELACIO SZERINTI MEGOLDAS TETELE
Legyen F tetszGleges feladat, az allapottere A, egy paramétertere B, els- és
utdfeltétele pedig Qp és Ryp. Legyen S C C' x C** program és v C C' x A
tetsz8leges olyan reldcid, amelyre Dp C R . Definidljuk a kdvetkezd fiiggvé-
nyeket:

(QZ1 = LQb © 7J )
[R)] = [Rponl.

Ekkorha Vb € B : Q] = [f(S,R}), akkor az S program ~ szerint megoldja
az F feladatot.

Bizonyitas: A -y szerinti megoldas definicidja két pontjanak teljestilését kell belat-
nunk.

1. DF - D’Y@P(S)@’Y(fl)'
Legyena € Dp.Ekkor 3b € B : a € [Qp]. Mivel Dp C R,

7 V(a) £ 0~y (a) C [Q]].
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Felhasznélva, hogy [Q]] C [1f(S, R])]:

7 70(a) € Dys) és p(S) (v V(@) € TRY]-

Mivel [R]] = [Ryo7],

p(S)(v"P(a) € D5,

tehat
@ € Dyop(s)oy -1

2. Ya € Dp : 70 p(S) @7V (a) C F(a).
Legyen a € Dp. A bizonyitas elsé részében leirt 1épéseket folytatva: mivel
p(S) (v (a)) C [Ry 071,

Y(p(S) (v~ (a))) € [Ry] C F(a).

O

A kovetkezd példdban megmutatjuk, hogy ha Q) -t gyenge igazsdghalmaz helyett
igazsdghalmazzal definidlnank, akkor a tétel nem lenne igaz.

Legyen T' = {1,2}, F éllapottere A = T, és a paramétertér is legyen ugyanez:
B =T. Legyen F specifikacitja:

(@] = {1}, [R] = {2k
[Q2] = 0, [Ra] = {1}

Ekkor Dy = {1} és F'(1) = {2}. Legyen E = {a, b}, C = E és
(@) = ~(b) = {1,2}.

Tegyiik fel, hogy S C C x C**, és rendelje S az éllapottere minden pontjdhoz az
onmagabdl all6 egy hosszisagu sorozatot. Ekkor

[Quov] =0 é [Qrov] =0,
tehat

Ql oy = lf(s7 Rl 07)7
Qzoy = If(S,Rao7).

Az viszont konnyen lathatd, hogy
yOp(S) @y (1) = {1,2} Z F(1) = {2},

tehat S nem oldja meg F'-et «y szerint.
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Programkonstrukciok

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogyan lehet meglevd programokbdl uj
programokat késziteni. Természetesen sokféleképpen konstrualhatunk meglevé prog-
ramjainkbol dj programokat, de most csak haromféle konstrukciés mtveletet fo-
gunk megengedni: a szekvencia-, az eldgazds- és a ciklusképzést. Késébb megmu-
tatjuk, hogy ez a harom konstrukcids miivelet elegend6 is a programozasi feladatok
megolddsdhoz. Nemcsak definidljuk ezeket a konstrukcidkat, de megvizsgaljuk prog-
ramfiiggvényiiket és leggyengébb elbfeltételiiket is.

6.1. Megengedett konstrukciok

Az els6 definicid arrdl sz6l, hogy egy programot kozvetleniil egy masik utdn végez-
ziink el. A definiciéban hasznalni fogjuk a kovetkezd jelolést: legyen o € A*,
Be A,

X2(a7 ﬂ) H= Ted(kon(aa 6))

6.1. DEFINIiCIO: SZEKVENCIA
Legyenek S7, 52 C A x A** programok. Az S C A x A** relaciét az S7 és .S
szekvencidjdnak nevezziik, és (S; S2)-vel jeloljiik, ha Va € A:

S(a) = {ae€eA*|aeSi(a)} U
U {x2(a,8) € A" |a € Si(a)N A" és S € So(1())}.
Vegyiik észre, hogy ha két olyan program szekvencidjat képezziik, amelyek érték-

készlete csak véges sorozatokat tartalmaz, akkor a szekvencia is csak véges soroza-
tokat rendel az éllapottér pontjaihoz.
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6.1. dbra. Szekvencia

Hasonléan egyszertien ellendrizheté az is, hogy determinisztikus programok
szekvencidja is determinisztikus relacié (fiiggvény).

A programkonstrukcidkat szerkezeti abrakkal, tgynevezett struktogramokkal
szoktuk dbrazolni.

Legyenek Sy, So programok A-n. Ekkor az S = (S7;S52) szekvencia struk-

togramja:
(5

S1
Sa

A masodik konstrukciés lehetdségiink az, hogy mas-mas meglevé programot ha-
jtsunk végre bizonyos feltételektdl fiiggden.

6.2. DEFINICIO: ELAGAZAS
Legyenek myq, ..., m, : A — L feltételek, S, ..., S, programok A-n. Ekkor az
IF C Ax A** relaciot az S;-kbdl képzett, 7;-k dltal meghatdrozott eldgazasnak
nevezziik, és (71 : S1,..., 7, : S,)-nel jeloljiik, ha Va € A:
IF(a) = U w;(a) Uwo(a),
i=1
ahol Vi € [1..n]:

_ Si(a), haa€ [m;];
wi(a) = { 1] kiilonben;
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wola) = { é(a,a,a,..,)}, haVi e [l.n]:a ¢ [m];

kiilonben.

So g
|
.. 52 ' o]
. |
.

6.2. abra. Elagazas

Az eldgazas definicidjaban nem kotottiik ki, hogy a feltételek diszjunktak, tehat
az allapottér egy pontjaban tobb feltétel is igaz lehet. Ebben az esetben az eldgazds
az Osszes olyan sorozatot hozzdrendeli ehhez a ponthoz, amelyet legaldbb egy olyan
program hozzirendel, amelynek a feltételrésze ebben a pontban igaz. Ezért ha a
feltételek nem diszjunktak, akkor a determinisztikus programokbdl képzett elagazas
lehet nemdeterminisztikus is.

Az elagazas definicidjat igy is felirhattuk volna:

IF =) Sil=qU{la,...) € A Ja € [ [-m1}.

=1 =1

Ha csak olyan programokbdl képziink eldgazast, amelyek csak véges sorozatokat
rendelnek az dllapottér minden pontjdhoz, az eldgazas akkor is rendelhet valamelyik
ponthoz (azonos elemekbdl dl16) végtelen sorozatot, ha a feltételek igazsaghalmazai
nem fedik le az egész allapotteret.

Megjegyezziik, hogy a definicid szerint, ha egy pontban egyik feltétel sem teljesiil,
az elagazds ,.elszall”, ellentétben a legtobb gyakorlatban haszndlt programnyelvvel.

Legyenek Si,So,...,S, programok, 7y, s, ..., , feltételek A-n. Ekkor az
IF = (71 : 81,79 : Sa,...,m, : Sp) eldgazds struktogramja:
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(17

\ ™1 Up) \ . \ Tn
S S, . S,

A harmadik konstrukciés lehetéségiink az, hogy egy meglevé programot egy
feltételtdl fiiggben valahdnyszor egymads utdn végrehajtsunk. A ciklus definidldsdhoz
sziikséglink van tovdbbi két jelolésre: véges sok, illetve végtelen sok sorozat
konkatenacidjanak redukaltjara.

Legyenek al,a?,...,a" ! € A* és a™ € A**,

xn(at,a?, ... a") == red(kon(a',a?, ..., a™)).

Legyenek o' € A* (i € N),

Xoo(ah, a2, .. .) = red(kon(at,a?, .. .)).

6.3. DEFINICIO: CIKLUS
Legyen 7 : A — L feltétel és Sy program A-n. A DO C A x A** reléciét az
Sp-bol a 7 feltétellel képzett ciklusnak nevezziik, és (m, Sp)-lal jeloljik, ha

o Va¢ 7
DO(a) = {(a)};

o Vg€ r]:

DO(a) = {a€A*™|3at,...;a" € A ia=x,(a},...,a")és
o' € Sp(a)ésViec[l.n—1]: (o' € A* és
o't e So(r(ah)) és T(a') € [7]) és (o™ € A™ vagy
(@ e A" és7(a") & [7]))} U
U {a€A®|VieN:3a' € A" :a=xo(al,a? ...)és
a' € Sp(a) ésVi € N: (o € A* ésa'™! € Sy(r(a’)) és

(') € [7])}-

Els6 ranézésre a definicié kissé bonyolult. Nézziik meg alaposabban! A ciklus-
magot — Sy — véges sokszor alkalmazhatjuk egymds utdn, mert vagy olyan pontba
jutunk, ahol a ciklusfeltétel — 7 — nem teljesiil (a 6.3. dbrdn az a; pont), vagy az Sy
végtelen sorozatot rendel egy ponthoz (a 6.3. dbrdn az ay pont). Ezeket az eseteket
tartalmazza a definicidban az els6 halmaz. A harmadik lehet6ség (a 6.3. dbran az ag
pont) az, hogy a fentiek egyike sem teljesiil, azaz az Sy végtelen sokszor alkalmazhaté
egymds utin. Ezt az esetet tartalmazza a definicioban a masodik halmaz.
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6.3. abra. Ciklus

Ezek alapjan azt is megallapithatjuk, hogy a determinisztikus programbdl képzett
ciklus is determinisztikus lesz, ezzel ellentétben, ha egy, csak véges sorozatokat ren-
delé programot foglalunk ciklusba, akkor a ciklus értékkészlete még tartalmazhat
végtelen sorozatot (1dsd harmadik lehet6ség), azaz kétféle oka is lehet a ,,végtelen
ciklusnak”.

Megjegyezziik még, hogy a kiilonb6zé programnyelvekben tobbféle ciklus is
1étezik; amit most definidltunk, az az dgynevezett ,,while tipusi” ciklus.

Legyen Sy program, 7 feltétel A-n. Ekkor a DO = (mr, Sy) ciklus struktogramja:

[ Do ]

™

s

A fentiekben leirt konstrukcidkat programokra lehet alkalmazni. De vajon progra-
mokat hoznak-e 1étre? Az aldbbi tétel kimondja, hogy az el6z6ekben definidlt harom
konstrukciés miivelet meglevd programokbdl valéban programokat hoz 1étre.

6.1. TETEL: A SZEKVENCIA, AZ ELAGAZAS ES A CIKLUS PROGRAM.
Legyen A tetszbleges allapottér, Sy, S1,52,...,5, € A x A™ programok,
valamint 7, w9, o, ..., T, : A — L feltételek A-n. Ekkor
1. S= (51;52),
2. IF = (m : S1,m2 : So, ..., 70 Sp)s
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3. DO = (ﬂ', S())
programok A-n.

Bizonyitas: Mindharom konstrukcié definicidjdban explicit szerepel, hogy része A x
A**-nak. A tovabbiakban a harom kritérium teljesiilését vizsgaljuk meg mindharom
konstrukci6 esetén.

1. Legyen a € A tetsz8leges, ekkor S;(a)-nak van legaldbb egy eleme. Ha ez a
sorozat végtelen, a definici6 els6 halmaza nem iires, ha véges, létezik végpontja,
amihez S hozzarendel legalabb egy sorozatot, és ezért a definicié masodik hal-
maza nem iires, tehdt S(a) nem iires.

Legyen « € S(a). Ekkor két eset lehetséges:

e Haa € Si(a), ebben az esetben ; = a és o = red(«) trividlisan teljesiil,
hiszen S program.

e Ha a = xa(al,a?) dgy, hogy ot € Si(a) és a? € Sa(r(al)). Ekkor a
X2 definici6ja miatt o redukalt. Masrészt oy = a}, tehat o; = a.

2. Legyen a € A tetszGleges, ekkor vagy valamelyik 7; feltétel igaz a-ra,és igy
w;(a) nem iires, vagy wp(a) nem iires, tehdt I F'(a) nem iires.

Legyen o € I F(a). Ekkor
n
a € U wi(a).
=0

e Tegyiik fel, hogy a € wo(a). Ekkor o = (a, a, ... ), tehdt teljesiti a prog-
ram definici¢janak kritériumait.

o Tegyiik fel, hogy 3i € [1..n] : & € w;(a). Ekkor @ € S;(a), igy mivel S;
program, « teljesiti a definiciéban megkivant tulajdonsdgokat.

3. Legyen a € A tetsz0leges, ekkor vagy minden n € N-re teljesiil a definicié
masodik halmazanak a feltétele, vagy ha nem, akker teljesiil az els6é, azaz a két
halmaz koziil legaldbb az egyik nem iires, tehdt DO(a) nem iires.

Legyen a € DO(a).

e Tegyiik fel, hogy a & [x]. Ekkor o = (a), igy az elGirt tulajdonsdgok
trividlisan teljesiilnek.

o Tegyiik fel, hogy a € []. Ekkor hdrom eset lehetséges:
(a) a e A
Ekkor In € N : a = y,(al,...,a"), igy — x, definiciéja miatt
— « redukdlt. Masrészt felhaszndlva, hogy a! € Sy(a) és a; = al,
a1 = a is teljesiil.
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b) IneN:a=xu(al,...,a")éVic[l.n—1]:a' € A*ésa, €
A°: Ekkor a kritériumok teljesiilése az el6z8 ponttal analég médon
ellendrizhetd.

(©) a=xso(at,a?,...):

Ekkor o a X+ definicidja alapjan redukalt sorozat, és a1 = ai = a
is teljestil.

O

6.2. A programkonstrukciok programfiiggvénye

Miutdn belattuk, hogy meglevd programokbdl a programkonstrukcidk segitségével uj
programokat készithetiink, vizsgiljuk meg, milyen kapcsolat van a konstrudlt progra-
mok programfiiggvénye és az eredeti programok programfiiggvénye kozott.

A szekvencia a legegyszer(ibb programkonstrukcid, ennek megfeleléen a prog-
ramfiiggvénye is egyszeriien felirhaté a két komponensprogram programfiiggvényé-
nek segitségével. Mivel a szekvencia két program egymads utdni elvégzését jelenti,
varhat6, hogy a programfiiggvénye a két komponensprogram programfiiggvényének
kompoziciéja. Azonban, mint latni fogjuk, kompozicié helyett szigord kompoziciét
kell alkalmazni.

6.2. TETEL: A SZEKVENCIA PROGRAMFUGGVENYE
Legyen A tetsz8leges dllapottér, S, .Sz programok A-n, S = (S7;.S2). Ekkor

p(S) = p(S2) ® p(S1).
Bizonyitas: Legyen a € A tetsz6leges. Ekkor

a € Dyg) <= S(a) C A* <=
Si(a) € A* ésVa € Si(a) : So(T(a)) C A* <=
a € Dp(Sl) éSp(Sl)(a) - Dp(gz) =
@ € Dy(sz)0p(51)

tehat:
Dy(sy = Dp(sz)op(s1)-
Legyen a € Dy g). Ekkor

(a,d") € p(S2) © p(S1) <=
Jbe A:(a,b) € p(Sh)és (b,a’) € p(S2) <
Ja € Si(a): 3B € S2(b) : 7(a) =bés 7(8) = o <=

(a,a’) € p(9).



80 6. PROGRAMKONSTRUKCIOK

Vegyiik észre, hogy a nem szigord kompozicié értelmezési tartomdnyaban olyan
pont is lehet, amelyhez a szekvencia rendel végtelen sorozatot is. Nézziink erre egy
egyszer( példat: Legyen A = {1, 2},

(1, (1), (1,(1,2)), (2, (2))},
(1,(1,2)),(2,(2,2,...)}-

Ekkor 1 € Dp(Sg)op(Sl)vde <1,2,2,2 > S S(l)

Mivel az eldgazést tobb programbol képezziik, a programfiiggvényét is csak kissé
koriilményesebben tudjuk megfogalmazni. Hiszen az, hogy egy ponthoz az eldgazas
rendel-e végtelen sorozatot, attdl is fiigg, mely feltételek igazak az adott pontban. S6t,
ha egy pontban egyetlen feltétel sem igaz, akkor a komponensprogramok program-
fiiggvényétdl fiiggetlenill abban a pontban az eldgazas programfiiggvénye nem lesz
értelmezve. Az eldgazas programfiiggvényét adja meg a kovetkezd tétel.

S1 =

{
Sy = {

6.3. TETEL: AZ ELAGAZAS PROGRAMFUGGVENYE

Legyen A tetszSleges éllapottér, Sy, S2,...,5, C A x A** programok,
valamint 71, 7o, ..., ™, : A — L feltételek A-n, [F = (71 : S1,..., 7, : Sp).
Ekkor

e Dyypy = {a € Alac U[ml|ésViec[ln]: ac [m| =ac

i=1
Dyp(si) -
e Va € Dy(rpy:

p(IF)(a) = |J p(Si)Irx1(a).
i=1

Bizonyitas: Legyen a € A tetsz6leges. Ekkor

a € Dypy <= IF(a) C A" <=
diel.n]:a€[m]és |Jwi(a) CA* =
i=1
Jie[l.n]:ac€[m]ésVie[l.n]:ac€[m]=a€cDyg,.

Legyen tovabba a € Dy,(rr). Ekkor

U{T ) | a€wi(a }—Up ‘fﬂﬂ

O

Természetesen, ha az eldgazas-feltételek lefedik az egész allapotteret, akkor az a
feltétel, hogy valamelyik 7;-nek igaznak kell lennie, nyilvanvaldan teljesiil.

A ciklus programfiiggvényét a feltételre vonatkozo lezart segitségével fejezziik ki.
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6.4. TETEL: A CIKLUS PROGRAMFUGGVENYE
Legyen A tetszGleges dllapottér, S program, 7 feltétel A-n, DO = (x,S).
Ekkor
p(DO) = p(S)|m.

Bizonyitas: Legyen a € A tetszGleges. Ekkor
a € Dp(DO) <= DO(a) C A*

{{a)}, haa & [7];
{a€eA*|IneN:a=y,(a,...;a") és
DO(a) = at € S(a)ésVie[l.n—1]:
(ot e S(7(a?)) és T(a?) € [7]) és
(™) & [7]}, . haa € [7].

a ¢ [n] vagy (BB € A® : B1 =aésVi e N: (841 € p(S)(B;) és B; € [7]))
és (A€ A*: (fr=aésVie[l..|f]—1]:
(Bit1 € p(S)(Bi) és Bi € []) Ié; T(B) €[] és T(B) & Dp(s))-
@ € Dy

tehat DP(DO) = DW‘ Masrészt legyen a € DP(DO).

e Haa ¢ 7|, akkor

p(DO)(a) = {a} = p(S)|m(a).
e Haa € 7], akkor p(DO)(a) =

2

= {r(a)|a€eA*ésTIneN:a=yx,(al,...,a") ésal € S(a) és
Vie [l.n—1]: (o € S(r(a?)) és T(a?) € [n]) és T(a™) & [7]}
= {7(B)|peA*ép=aésVie[l.|B]—1]:(Biy1 € p(S)(B;) és
i€ [rl)ésT(B) & [m]} =
= {beA|FkeN:be (p(S)|n)k(a)ésb ¢ [r]}
= p(S)In(a).

O

6.3. Feladatok

6.1. A={1,2,3,4,56}. [m] ={1,2,3,4}. [m] = {1,3,4,5}.

S1={ 1-14 1-12... 252132 3—36
4—463 4—451 5—563 6—612 1,

So={ 1-134 1121 2—2132... 3—=36
4—463 4—451... 5—5632 6—61... }.
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6.2.

6.3.

64.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

Adja meg az (S1;52), [F(m : S1,m : S2), DO(m,S1) programokat és a
programfiiggvényeiket!

Legyen A= {152737475a6}’ |—7Tl-| = {1727374}’ |—7T21 = {2a354}’ [71—3] =
{1,4,6) és
Si=1{ 1-12... 2523 353456
4—463 5—53 6—62 I3

So={ 112 2—24 3—3...
4—43 5—5 6—61 I3

Sy3={ 1-12 2—=2... 331
4432  5-5... 6—63... }.

Milesz [ F(my @ S1,mo : Sa,m3 1 S3), Dprry, p(IF)?

Legyen S; és S5 egy-egy program az A allapottéren. Igaz-e, hogy S; o 7 0 .5y
megegyezik (S7;S3)-vel?

S = (S1;52). Igaz-e, hogy
a) Dp(S) = ”f(Sh’P(Dp(SQ)))—Iq
b) tetszGleges R utéfeltételre: [ f((S1;52), R) = 1f(S1,1f(S2, R))?

Van-e olyan program, amely felirhaté szekvenciaként is, eldgazasként is, és
felirhat6 ciklusként is?

Igaz-e, hogy minden program felirhaté szekvenciaként is, eldgazasként is, és
felirhat6 ciklusként is?

IF = (m:81,...,mn 1 Sp). Igaz-e, hogy Dprpy = U ([7r] N Dps,))?
k=1

Legyen S1,S55,...,S, program A-n. IF = (m : Sy,...,m, : Sp). S =
S1USyU---US,. Keressiink olyan 7y, feltételeket és Sj programokat, hogy
Dp(IF) = Aés Dp(S) = @'

IF = (m : S1,..ymn 2 S,). S =81 USyU---US,. Igaz-e, hogy p(IF)
része p(S)-nek?

Igaz-e? Ha IF' = (7 : Sy, 72 ¢ Sa), akkor Dy = ([m1] N [m2] N Dp(syy N
Dy(sy)) U (Dpsyy N ([m]\ [m2])) U (Dy(syy N ([m2] \ [711))?
A={1,2,34).
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6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

Milyen sorozatokat rendel Sy, So, I F' az édllapottér egyes pontjaihoz?

S = (S51;52). S1 megoldja Fi-et, és Sy megoldja Fr-t. Megoldja-e S az
a) I' = I, o I feladatot?
b) F' = F, ® F; feladatot?

S = (51;52). S megolddsa az (F;, ® F}) feladatnak.
Megoldja-e S; az Fi-et, illetve Sy az Fo-t?

IF = (m : S1,...,mn 2 Sp). F C A x Afeladat. Vk € [1..n] : Sj megoldja
az I|[,7 feladatot.

a) IF megoldja-e az F' feladatot?

b) IF megoldja-e az F' feladatot, ham V7w V-V 7, = Igaz?

¢) IF megoldja-e az F feladatot,ha Dp C [y Vma V-V m,|?

IF = (m1:81,...,7mn : Sp). FF C A x Afeladat. [ F megoldja az F' feladatot.
Igaz-e, hogy Vk € [1..n] : Sy megoldja az F|r, feladatot?

IF = (71 :51,...,7m : Sp). F1,..., Fx, C A x Afeladat. Vk € [1.n] : Sy
megoldja az Fj, feladatot. Megoldja-e I F az F' = Fy U - - - U F,, feladatot?

IF = (7 :81,...,m : Sy). F C A x Afeladat. I F megoldja az F feladatot,
és [m|U---U[m,| C Dr.lgaz-e, hogy Vk € [1..n] : Sy megoldja az F'[(r,;
feladatot?

IF = (m : S1,...,m : Sp). F1,..., F, € A x A feladat. Vk € [1..n] :
Dr, C [7], és Sk megoldja az F}, feladatot. F = F} U - - - U F,,. Megoldja-e
I F az F feladatot?

Igaz-e,hogyIF1 = (’R’l : Sl,’ITQ : SQ) éSIFQ = (’/T1 : Sl,’ﬂ'l/\’/TQ : 51USQ,7T2 :
Sa)

a) egyenld?

b) ekvivalens?
Legyen IF34 = (71'3 : 53,7'['4 : 54), IFl = (771 : Sl,ﬂ'g : IF34), IFQ = (771 :
S1,my ATg : Sz, 7m0 ATy 1 Sy). Igaz-e, hogy I['Fy és [ Fy

a) egyenld?

b) ekvivalens?

F C A x A feladat. Sy program A-n. Sy megoldja F-et. Megoldja-e a
DO(m, Sy) program az F feladat 7-re vonatkozé lezartjat?
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6.22. Legyen DO = (7, S). Igaz-e, hogy
a) p(DO) C p(5)?
b) p(S) € p(DO)?

6.23. A= Ny x Ny
7 n
S=3G:=0;D0G #n,IF(2li: i:=i4+1, 2 fi : i:=1i+2)))

(5 )

1:=0
2i 2 Ji
\ | \ f
i=it+1 i—it2

Milyen sorozatokat rendel S a (2, 4), illetve a (3, 7) ponthoz?



7. fejezet

Levezetési szabalyok

Ebben a fejezetben megvizsgéljuk a programkonstrukciok és a specifikdcié kapcso-
latat.

7.1. A szekvencia levezetési szabalya

El6szor azt fogjuk megvizsgdlni, hogy a szekvencia adott utéfeltételhez tartozé leg-
gyengébb elbfeltétele milyen kapcsolatban van az 6t alkoté programok leggyengébb
elofeltételével.

7.1. TETEL: A SZEKVENCIA LEVEZETESI SZABALYA
Legyen S = (S1;.52), és adott @, R és Q' dllitds A-n. Ha

D) Q=1f(5,Q")és
2 Q" =1f(52,R),

akkor Q = I f(S, R).

Bizonyitas: Legyen ¢ € [Q]. Ekkor (1) miatt ¢ € Dy, és p(S1)(q) € [Q']. Mivel
(2) miatt [Q"] © Dy(s,): 4 € Dp(sy)on(si) = Pa(s)-
Tovébbd (2) miatt p(S2) (p(S1)(q)) € [R]. tehdtq € Lf(S, R). O

A szekvencia levezetési szabdlya és a specifikdci6 tétele alapjan a kovetkez6t
mondhatjuk: ha S; és S5 olyan programok, amelyekre a paramétertér minden b pont-
jdban Qp = 1f(51,Q}) és Q) = 1f(S2, Ry) teljesiil, akkor (S7;S2) megoldja a
Qy, Ry parokkal adott feladatot.

7.2. TETEL: A SZEKVENCIA LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
Legyen S = (51;52), és @, R olyan éllitdsok A-n, amelyekre @ = [f(S, R).
Ekkor 3Q’ : A — L 4llitds, amelyre
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7.1. dbra. A szekvencia levezetési szabdlya

(D) Q@=1f(51,Q")és
(2 Q@ =1f(52,R).

Bizonyitas: Legyen Q' = [f(S2, R). Ekkor (2) automatikusan teljesiil. Csak (1) fenn-
allasat kell belatnunk. Ehhez indirekt médon feltessziik, hogy

Ez kétféleképpen fordulhat el6:

e q & Dy(s,), de ez ellentmond annak a feltételnek, mely szerint [Q] € D)5y C

Dp(sy)-

e p(S1)(q) Z [1f(S2, R)]. Ekkor legyen r € p(S1)(q) \ [1f(S2, R)]. Ekkor két
eset lehetséges:

- 1 & Dys,). Ez ellentmond annak, hogy ¢ € Dj(s,)0p(s:)-

- p(S2)(r) € [R]: Legyen s € p(S2)(r) \ [R]. Ekkor s € p(S)(q) és
s € [R], és ez ellentmond a p(S)(q) C [R] feltételnek.

O

7.2. Az elagazas levezetési szabalya

Vizsgéaljuk meg, mi a kapcsolat az eldgazds és az 6t alkot6 programok adott utéfeltétel-
hez tartozé leggyengébb elbfeltétele kozott.
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7.3. TETEL: AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYA
Legyen IF = (71 : S1,...,7, : Sp), és adott Q, R dllitds A-n. Ha

Q= Vm
) Vi e [1”} QAT = lf(S“R),

akkor
Q= I1f(IF,R).

Bizonyitas: Legyen ¢ € [Q], és tegyiik fel, hogy valamelyik feltétel igaz g-ra, azaz
Ji € [1..n] : q € [m;]. Ekkor q € Dy (), ugyanis

Vi€ l.n]:q€ ;] = q€[lf(S;,R)] = q € Dys,)-

Misrészt mivel Vj € [1..n] : g € [m;] = p(S;)(¢) C [R]:

pIF)(q)= |J »(S)(q) € [R],
Je[l..n]
q€m;]

azazq € [If(IF,R)].O

QY] [R]

7.2. dbra. Az eldgazas levezetési szabdlya

Felhaszndlva a specifikaci6 tételét és az eldgazas levezetési szabalyat azt mond-
hatjuk: Legyen adott az F’ feladat specifikdcidja (A, B, @), R). Ekkor ha minden b € B
paraméterre és minden S; programra Q, A m; = f(S;, Rp), és minden b paraméter-
hez van olyan m; feltétel, amelyre @), = ;, akkor az eldgazas megoldja a @y, Ry
parokkal specifikalt feladatot.
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Hasonldéan a szekvencia levezetési szabalydhoz az eldgazas levezetési szabdlya is
megfordithatd, tehat ha egy eldgazds megold egy specifikélt feladatot, akkor le is lehet
vezetni.

7.4. TETEL: AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
Legyen I[F = (71 : S1,...,7n : Sp), és Q, R olyan dllitdsok A-n, amelyekre

Q = If(IF,R).
Ekkor
Q= Vm
@) Vie[ln]: QAm = Lf(Si,R).

Bizonyitas: Ha g € [Q], akkor ¢ € Dy (1), vagyis Ji € [1..n] : ¢ € [m;]. Tehat (1)
teljestil.
Ezutan beldtjuk, hogy (2) is teljesiil. Tegyiik fel indirekt médon, hogy

Si € (L] : [Q A Z [LF(Si, R)].
Legyen g € [Q A ;|\ [1f(S;, R)]. Ekkor két eset lehetséges:
® g  Dy(s,)- Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy q € Dy (rp).
e p(Si)(q) Z [R]. Ekkor
p(Si)(q) € p(IF)(q) € [R],
tehat ellentmondasra jutottunk.

O

7.3. A ciklus levezetési szabalya

Az el6z6 két konstrukciéhoz hasonléan most megvizsgaljuk, milyen kapcsolat van a
ciklus és a ciklusmag leggyengébb elofeltétele kozott.

7.5. TETEL: A CIKLUS LEVEZETESI SZABALYA
Adott P, @, R éllitds A-n, t : A — Z fiiggvény, és legyen DO = (7, Sp). Ha
1 Q= P,
2) PAN—m = R,
B) PAm=t>0,
4 PAm=1f(S,P),
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7.3. ébra. A ciklus levezetési szabdlya

5) P/\?T/\t:t0:>lf(50,t<t0),

akkor
Q= 1f(DO,R).

A tétel szerint azt kellene beldtnunk, hogy:
(1) Vq S |VQ-‘ 1qE Dp(DO) = Dm és

(2) Vg € [Q] : p(DO)(q) € [R], azaz p(So)|7(q) C [R].

Legyen a tovdbbiakban g = p(Sp)|w. MielStt magdt a levezetési szabélyt bizonyi-
tandnk, ennek a g reldcidnak 14atjuk be két tulajdonsagat.

1. allitas: Legyen g € [ P]. Ekkor
vk € No : g"(q) C [P].
Bizonyitas: k szerinti teljes indukcidval:

o k=0:4%¢q) = {q} € [P].

o Tegyiik fel, hogy g*(q) C [P]. Legyen r € g*(q) tetszdleges. Ekkor két eset
lehetséges:

- r € [P A-n|.Ekkor g(r) =0 C [P].
- r € [P A]|. Ekkor (4) miatt r € Dy,(s,) és g(r) = p(So)(r) C [P].
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Tehét: g*T1(q) C [P].

O
2. allitas: Legyen ¢ € [P]. Ekkor

dn € No : g"(q) = 0.

Bizonyitas: Indirekt: tegyiik fel, hogy Vn € Ny : g™ (q) # 0. Ekkor Vn € Ny esetén

létezik a max t(b).
beg™(q)
Ez k = 0 esetén nyilvan igaz. Ha

m = max t(b),
begh(q)

akkor az elézdek szerint Vr € g¥(q) esetén két lehetSség van:
e r € [P A —m]. Ekkor g(r) = 0.
e 7 € [P Ar]. Ekkor (5) miatt 7 € Dyg,) €s Vo € g(r) : t(z) < t(r) < m.

Mivel feltettiik, hogy ¢* 1 (q) # ), a méasodik lehetség legalabb egy r esetén teljesiil.
Tehédt a maximum minden n-re 1étezne, s6t szigordan monoton csokkenne.

Ez viszont ellentmond (3)-nak, hiszen t egész értéki fiiggvény.
O
Bizonyitas: (Ciklus levezetési szabdlya) Legyen q € [Q] tetszSleges. Mivel (1) miatt
[Q] C [P], ezért g € [ P] teljesiil.

Ekkor a 2. allitas alapjan

In € Ny : (p(So)|m)"(q) = 0,

azaz
1 € Dy = Pupoy-

Ekkor a feltételre vonatkoz6 lezért definiciéja alapjan:

p(DO)(q) C [-r].
Masrészt az 1. allitas miatt
p(DO)(q) C [P],

és ekkor (2) miatt
p(DO)(q) € [P A-m] € [R],

tehat
q € [If(DO, R)].

O
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A levezetési szabalyban szerepld P allitast a ciklus invaridns tulajdonsagéanak, a ¢
fliggvényt rermindldfiiggvénynek nevezziik. A P invariancidjat az (1) és (4) feltételek
biztositjak: garantdljdk, hogy az invaridns tulajdonsidg a ciklusmag minden lefutdsa
elott és utan teljesiil. A termindlofiiggvény a ciklus befejez6dését biztositja: az (5)
pont alapjan a ciklusmag minden lefutdsa legalabb eggyel csokkenti a termindlofiigg-
vényt, masrészt a (3) miatt a termindléfiiggvénynek pozitivnak kell lennie. A (2) felté-
tel garantdlja, hogy ha a ciklus befejezddik, akkor az utéfeltétel igazsdghalmazéba jut.

A ciklus levezetési szabdlyanak és a specifikdci6 tételének felhaszndldsdval elég-
séges feltételt adhatunk a megolddsra: ha adott a feladat specifikacidja (A, B, @, R),
és taldlunk olyan invaridns 4llitast és termindl6fiiggvényt, hogy a paramétertér minden
elemére teljesiil a ciklus levezetési szabdlyanak ot feltétele, akkor a ciklus megoldja a
(Qu, Ry) pérokkal definialt feladatot.

A ciklus levezetési szabdlya visszafelé nem igaz, azaz van olyan ciklus, amelyet
nem lehet levezetni. Ennek az az oka, hogy egy levezetett ciklus programfiiggvénye
mindig korlatos lezart, hiszen az éllapottér minden pontjdban a terminaléfiiggvény
értéke korlatozza a ciklusmag lefutdsainak szamat.

Azonban ha egy ciklus programfiiggvénye megegyezik a ciklusmag ciklus-
feltételre vonatkoz6 korlatos lezartjaval, akkor a ciklus levezethetd.

7.6. TETEL: A CIKLUS LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA

Legyen DO = (m,Sp), és @, R olyan dllitdisok A-n, amelyekre QQ =
1f(DO, R), és tegyiik fel, hogy p(DO) = p(Sp)|w. Ekkor létezik P éllitds
ést: A — Z fuggvény, amelyekre

1 Q= P,

2) PN—71 =R,

(3) PAmr=1t>0,

4 PAm=1f(S,P),

5) PAm At =tg=1f(So,t < tp).

Bizonyitas: Legyen P = [ f(DO, R), és valasszuk ¢-t ugy, hogy Va € A:

t(a):{ 0, _ haa & Dy poy N [7];
maz{i € N |p(So)'(a) N [r] #0}, ha a€ DypoyN [r].

Ekkor
(1) @ = 1f(DO, R) trividlisan teljesiil.

(2) Legyen a € [P A —m|. Ekkor mivel a € [If(DO,R)], p(DO)(a) C [R
Misrészt mivel a € [—7], p(DO)(a) = {a}. Tehdt a € [R], azaz [P A —7|
[R].

N

(3) t definici6ja miatt nyilvanvalo.
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(4) Felhaszndlva a lezart azon egyszert tulajdonsagét, hogy
a € Dy = R(a) C Dy,
a kovetkezd eredményt kapjuk. Legyen a € [If(DO, R) A 7|. Ekkor
@€ Dysy & p(So)la) C [1F(DO, R)],

tehat
a € 1f(So, P).

(5) At definici6jabdl leolvashaté, hogy a ciklusmag egyszeri végrehajtasa csokkenti
a terminaldfiiggvény értékét:

Legyena € [P A 7], tg = t(a), b € p(Sy)(a). Ekkor ha
t(a) = maz{i € N | p(So)*(a) N [r] # 0},

akkor
t(b) < t(a),

azaz
t(b) < .

O

Azt, hogy a lezart és a korlatos lezart megegyezik, a ¢ definici6jdban hasznaltuk
ki: ez a feltétel garantdlja, hogy a definiciéban szerepld maximum véges.

Megjegyzés: mivel a ciklus levezetési szabalya nem megfordithat6, nem minden
ciklus vezethetd le, ez azonban nem jelent érdemi korldtozast. Ha van egy ciklus,
amely megolddsa egy feladatnak, akkor biztosan van olyan ciklus is, amelynek a
feltétele ugyanaz, szintén megolddsa a feladatnak, és a programfiiggvénye korldtos
lezart.

A ciklus definici6jabol latszik, hogy ha Sy C Ss, akkor DOq(w,S;) C
DOs (7, Sy), és a2.7. példa szerint DO, megoldédsa minden olyan feladatnak, amely-
nek DO megolddsa. Tehat S; akdr determinisztikus is lehet, és akkor a lezdrtja
p(S1)|m-nek biztosan korlétos.

7.4. Feladatok

7.1. Tegyiik fel, hogy teljesiil a ciklus levezetési szabdlydnak mind az o6t feltétele, és
() igazsaghalmaza nem iires. Lehet-e iires a

a) [P A R] halmaz?
b) [P A -7 A R] halmaz?
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7.2

7.3.

74.

7.5.

7.6.

Tegyiik fel, hogy teljesiil a ciklus levezetési szabdlydnak mind az ot feltétele,
és (Q A ) igazsdghalmaza nem iires. Lehet-e iires az [ f(Sp, P) és 1 f (DO, R)
igazsdghalmazdnak metszete?

Tegyiik fel, hogy teljesiil a ciklus levezetési szabdlydnak mind az 6t feltétele.
Legyen g = p(So)|[x1 és ¢ € [P] N [7]. Igaz-e, hogy

a) Vk e No : g*(q) € [P]?

b) begh(@) N x| N[P] = t(b) <tg) = k?

©) glm = p(So)|m?

d) 3k € Ng: k <t(q)és gF(q) C [-n]?

Legyen S = (S1;.52) és @, Q' és R olyan dllitdsok, amelyekre
Q = lf(Sval)ﬂQ/ = lf(SQaR)aQ = lf(Sa R)
Lehetséges-e, hogy [Q] N [R] =0 és [Q] N [Q'] # 0 és [Q'] N [R] # 0?

Indokolja, ha nem, és irjon rd példat, ha igen!

A= 7 x No
z Yy
B= 7Z x Njp
x/ y/
Q:  (z=2Ay=y)
R: (x=a"—y ANy=0)
So= All@y),<(z,y),(@-1Ly),(x-1y—-1)>)|ze€ZéyecNU
{((2,0),< (z,0) >) |z € Z}
DO = {(($7y),< (x,y),(:r— 17y),($—17y—1),(1‘—27y— 1)7

(x—-2,y—2),....,(c—y+11),(x—y,1)(z—y,0) >)|
r€Zéye Ny}
Megjegyzés: Az (x,0) parhoz 1 hosszisdgi, az (x, 1) parhoz 3 hosszisdgt, az
(z,2) parhoz 5 hosszdsdgu sorozatot rendel a program.
Tudjuk, hogy DO = (m, Sp) valamilyen 7-re. Igaz-e, hogy taldlhaté olyan P
allitas és ¢t : A — 7 fuggvény, hogy a ciklus levezetési szabdlydnak feltételei
teljesiilnek, és ha igen, adjon meg egy megfelel6 m-t, P-t és t-t!

A= 7Z x Z x Z x Z x L

k x i a b
B= 7Z x Z

a b
S=(k:=5IF(a>b:z:=a—-ba<b:z:=b—a)i:=i+1))
Q:(a=d ANb=V ANi€[0..1]A]a—b] > 10)
R:(a=d ANb=VUANk-i<z)
Bizonyitsuk be, hogy @ = 1f(S, R)!






8. fejezet

Elemi programok

A 2. fejezetben a programozdsi feladat kapcsdn megfogalmaztuk, hogy mindig
feltessziik, 1étezik a programoknak egy adott halmaza, amelyekbdl Gsszerakhatjuk a
programjainkat (2.7.). Ezeket a programokat szoktuk primitiv programoknak nevezni.

Ebben a fejezetben bevezetiink néhany elméleti szempontbdl ,.egyszeri” prog-
ramot. Ezeket a programokat a kovetkezd fejezetekben gyakorta fogjuk haszndlni,
ezért megvizsgaljuk a programfiiggvényiiket és egy adott utéfeltételhez tartozé leg-
gyengébb eldfeltételiiket.

8.1. Elemi programok

8.1. DEFINICIO: ELEMI PROGRAM
Eleminek neveziink egy A allapottéren egy S programot, ha

Va € A: S(a) C {{a),{a,a,a,...),{a,b) | b+#a}.

A definici6 szerint minden programhoz taldlhaté vele ekvivalens elemi program,
csak a sorozatok kozbiilsé elemeit el kell hagyni, s igy 1ényegében, egy adott szinten
minden program elemi.

Az elemi programok koziil kivdlasztunk néhdny specidlis tulajdonsdggal ren-
delkez6t, és a tovabbiakban veliik foglalkozunk.

Az elsd ilyen program az lesz, ami nem csindl semmit.

8.2. DEFINiCIO: SKIP
SKIP-nek nevezziik azt a programot, amelyre

Vae A: SKIP(a) = {{(a)}.

A masodik program a torl6dés, amelynek legfontosabb jellemz&je, hogy soha sem
terminal.



96 8. ELEMI PROGRAMOK

8.3. DEFINiC10: ABORT
ABORT-tal jeloljiik azt a programot, amelyre

Va € A: ABORT(a) = {{a,a,a,...)}.

Az eddig felsorolt két elemi program val6ban nagyon egyszerti, de — talin meglepd
médon — mégis jelentds szerepiik van. A harmadik specidlis elemi program az
értékadas. Az el6z6eknél bonyolultabb, de sokkal fontosabb is.

Az értékadas definicidjahoz bevezetiink egy jelolést. Legyen A = A; x --- X A,
ésVi € [l.n] : F; C Ax A;. Jeloljik F = (Fy,. .., F,)-nel akovetkez6 F C Ax A
relaciot: .

Drp = ﬂIDFI és VCLEDFZF(G)—

i=1

1=

|
e
—

S
~

8.4. DEFINICIO: ERTEKADAS
Legyen A = Ay X --- X A, és F = (Fy,...,F,). Az S program dltaldnos
értékadds, haVa € A :

| {red({a,b))| b€ F(a)}, haa€ Dp;
S(a) = { {{a,a,a,...)}, ha a ¢’Di

A fenti F; komponensreldciok pontosan azt irjdk le, hogy az adott értékadas
miként véltoztatja meg az dllapottér egyes komponenseit.
Az altaldnos értékaddson beliil specidlis eseteket kiilonboztetiink meg:

e Ha Dp = A, akkor az S programot értékkivdlasztdsnak nevezziik.
e Ha az F relacié fiiggvény, akkor az .S programot értékaddsnak nevezziik.
e Ha D C A, akkor S parcidlis értékkivdlasztds.

e Ha Dp C A és F determinisztikus (F' parcidlis fiiggvény), akkor S parcidlis
értékadds.

Az értékadést és a parcidlis értékadast a := F'(a)-val, az értékkivélasztist és a
parcidlis értékkivélasztas a :€ F(a)-val jeloljik.

Ha egy kivételével az 6sszes F;; projekcié — azaz az értékadas az llapottérnek csak
egy komponensét (csak egy valtozoé értékét) véltoztatja meg —, akkor S-et egyszerii
értékadasnak, egyébként szimultdn értékaddsnak nevezziik.

Az értékadas egy kicsit bonyolultabb, mint el6z6 két tarsa, de egy kicsit ,,értéke-
sebb" is, hiszen értékaddssal minden feladat megoldhaté! A kérdés persze csupan az,
hogy az éppen adott feladat altal definialt értékadds megengedett miivelet-e. Ezzel
a kérdéssel a késdbbiekben — a programozasi feladat megolddsa sordn — fogunk
foglalkozni.

Vizsgaljuk meg a fent definialt specidlis elemi programok programfiiggvényeit!
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8.1. allitas:
1. p(SKIP) = idy,
2. p(ABORT) = 0,
3. pla:=F(a)) = F,
4. pla:€ F(a))=F

A bizonyités trividlis (a feladatok kozott szerepel).

8.2. Elemi programok leggyengébb elofeltétele

Most, hogy megvizsgaltuk a programfiiggvényeket, nézziik meg az elemi programok
adott utéfeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltételét.

Mivel a SKIP program programfiiggvénye az identikus leképezés, egy tetszéleges
R utéfeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltétele:

If(SKIP,R) = R.

Hasonl6an egyszertien lathat6, hogy — mivel az ABORT program programfiigg-
vénye iires — a leggyengébb elofeltétel definicidja alapjan egy tetszleges R utdfeltétel
esetén

lf(ABORT, R) = Hamis.

Az éltalanos értékadas leggyengébb elofeltételét kiilon vizsgaljuk a determiniszti-
kus és nemdeterminisztikus, illetve a globdlis és a parcidlis esetben. Felhaszndlva a 3.
és a 8. dllitasokat:

[lf(a:€ F(a),R)] = [Ro F].

Ha F' : A — A fiiggvény, akkor R o F' fiiggvény, és ezért
lf(a:=F(a),R)=RoF.

Ha F' parcidlis fiiggvény, tehat az értékadds parcialis, akkor ennek leggyengébb
elofeltétele:

) L _J RoF(b), habe Dp;
Vbe A:lf(a:=F(a),R)(b) = { hamis, hab ¢ Dp.
Most vizsgaljuk azt a két esetet, amikor F' nemdeterminisztikus. Feltéve, hogy Dr =
A, az értékkivalasztis leggyengébb elbfeltétele

igaz, ha F(b) C [R];

Vbe A:lf(a:€ F(a),R)(b) = { hamis  egyébként.
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Ugyanez parcidlis esetben:

Wbe A:1f(a:c Fla), R)(b) = { 1gaz, haa € Dr és F(b) C [R];

hamis egyébként.

Az értékadast altalaban véltozdokkal irjuk le. Legyenek az allapottér valtozo6i rendre

X1,Za,...,T,. Ekkor az a := F(a) program jelglésére az aldbbi formulét hasznél-
hatjuk:
X1, X2y ey Ty = Fi (w1, @0, ..., xn), Fo(x1, T2, .o, Tn), - oo, (1,22, .o, Tp)-

A gyakorlatban az esetek tobbségében F' komponenseinek nagy része projekcid, azaz
Fi(x1,xa,...,2,) = z;. Ekkor az értékadds jel6lésébdl a bal oldalrdl x;-t , a jobb
oldalrdl pedig F;(x1, z2, . . ., zy)-t elhagyjuk. Vegyiik észre, hogy egyszerd értékadds
esetén a bal oldalon csak egy valtozd, a jobb oldalon pedig csak egy kifejezés marad.

Jelolésiinket abban az esetben még tovabb egyszer(isithetjiik, ha az értékadas jobb
oldala (F;) nem fiigg minden véltoz6tdl. Ekkor a jobb oldalon csak azokat a valtozokat
tiintetjiik fel, amelyektdl F; figg.

Nézziik meg egy egyszeri példan a fent leirtakat. Legyen az allapottér

A=7Z x L
x l
A tovédbbiakban a fentihez hasonléan az allapottér egyes komponenseihez tartozé
valtozokat a komponensek ald fogjuk irni. Legyenek az értékadas komponensei: Va =
(a1,a2) € A:

Fl(al,ag) = ap, azaz F1 = prz, és
Fy(ay,a2) = (ag >0).

Ekkor az a := F(a) értékadds valtozékkal felirva:

z,l =z, (z > 0).

)

A jelolés fent leirt egyszer(sitéseit elvégezve az
l:=(x>0)

egyszerd értékadast kapjuk.

Ha felhasznaljuk, hogy az értékadds leggyengébb elbfeltétele Ro F', akkor egy val-
tozokkal felirt értékadas valtozékkal megadott eléfeltételét egyszertien kiszamithatjuk
a kompozicié képzésének megfelelSen: helyettesitsiik az utéfeltételben az értékadas-
ban szerepl$ valtozokat az uj értékiikkel. Erre bevezetiink egy uj jelolést is: legyenek
x1,%2,...,Z, rendre az allapottér véaltozoi, ekkor

Uf (i, yx, = F (X1, .. 2n),. .., By (21,...,2,),R) =

REi1 < Fiy (@1,0580) 50 iy = Fiy (1,500, 0)
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Parcialis értékadas esetén:

lf(xil,...,xim = Fl-l(xh...,xn),. ..,Fz-m(xl,...,xn),R) =
(z1,...,2,) € Dp A R¥n Fiy (T1505@n) 5 Ty < Fiy (T15-0,T0)

Az értékkivalasztas kicsit bonyolultabb:

Uf (@i, yx, € Fy(x1,.. 0, n)y oo, Fi (21, ..y 20), R) =
V(eil, .. .,eim) S ij:1 Fz’j (xl, ce ,:[;n) s RTin € Cig - sTip S Cipy

Végiil a parcidlis értékkivélasztas:

lf(a?il,. cey TG, 1€ Fil(.%‘l, . ,.’I}n), . ,Fim(.’L‘l, . ,l‘n),R) =
(Z‘1,...,$n) € Dp /\V(eil,...,eim) € x;”leij(xl,...,xn) :
R%i1 $€iy sy €y

A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, primitiv programnak tekintjiik azokat
az — esetleg parcidlis — értékaddsokat, amelyek jobb oldaldn a szokdsos aritmetikai,
logikai kifejezésekkel felirt fiiggvények allnak.

8.3. Az értékadas mint feladatspecifikacio

Az értékadas 1ényegében egy programfiiggvényével definidlt program. Kézenfekvd,
hogy ezt a programfiiggvényt feladatnak is tekinthetjiik. Egy ért€kadas altal definialt
feladat konnyen atirhat6 a specifikdcié tételének megfeleld formara is.

Legyen x1,...,xn, = Fi(z1,...,2n),...,Fa(z1,...,;2,) C A X A egy
értékadas. Az A dllapotér viltozdi értelemszerlien x4, . .., xy,.

Tekintsiik a kovetkezd feladatspecifikaciot:

A=A x ... x A,

T In
B=B x...x B,

Q: (=24 NNz =2))
R:(xy=Fi(ay,...xl)) A  Axy = Fp(al,...x)))

n n

Nyilvanval6, hogy éppen az F' fiiggvényt specifikaltuk.
Ha nem értékadasrdl van szo, hanem értékkivalasztasrol, akkor az utéfeltételekben
nem =, hanem € szerepel.

A parcidlis esetekben az el6feltételeket célszer(i lesziikiteni az F' értelmezési tar-
tomanyara az x; € Dp, feltételek hozzavételével.
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8.4. Feladatok

8.1.

8.2.

8.3.

84.

A =1{1,2,3}, B = {a,b},C = A x B. Legyen S program A-n, S = {1 —
(1),2 — (2222...),3 — (31) 1.

Legyen S az S kiterjesztése C'-re, M pedig olyan program C-n, hogy M ekvi-
valens S-sel A-n.
(a) Elemi program-e S?

(b) Elemi program-e Sy, és biztosan elemi program-e M ?
Tekintsiik az alabbi dllapotteret:

A=NxN

Tz Yy
Mi az (x,y) = F(I,y), F = (F17F2)7 Fl(xvy) =Y F2($,y) = &, azaz
az F(p,q) = {b € A| z(b) = ¢qésy(b) = p} értékadds R = (z < y)
utéfeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltétele?

Legyen A tetszGleges éllapottér. Melyek azok a feladatok az A-n, amelyeknek
megoldasa a SK 1P program?

Legyen A tetszOleges éllapottér. Melyek azok a feladatok az A-n, amelyeknek
megolddsa az ABORT program?



9. fejezet

A programkonstrukciok és a
kiszamithatosag

Ebben a fejezetben kis kitérdt tesziink a kiszamithatdsag-elmélet felé, és megmu-
tatjuk, hogy az imént bevezetett harom programkonstrukcié segitségével minden —
elméletileg megoldhaté — feladatot meg tudunk oldani. Ehhez kapcsolatot létesitiink
a kiszdmithat6 fiiggvények és a ,,jol konstrudlt” programok kozott, és ezzel megmu-
tatjuk azt is, hogy ha egy feladat megoldhat6, akkor megoldhaté levezetéssel is.

A kiszdmithatésdg fogalmat daltaldban a parcidlisan rekurziv fiiggvények
bevezetésén keresztiil szokds megadni. Mds definiciés lehet6ségekrdl, példaul a
Turing-géprdl, bizonyithat6, hogy a kiszamithatésdg szempontjabdl egyenértékiiek a
parcidlisan rekurziv fiiggvényekkel.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben a fejezetben fiiggvény alatt mindig parcialis
fuggvényt értiink. A mindentitt definialt fliggvényekre a totalis jelz&t hasznéljuk.

9.1. Parcialisan rekurziv fiiggvények

A kiszamithatdsag parcialisan rekurziv fiiggvényekre alapozott modelljében csak f €
N™ — N"™ tipust fiiggvények szerepelnek. El6szor az alapfiiggvényeket definidljuk:

e suc: N> N, VxeN:
suc(z) =z + 1,
e VneNy: cgn):N”—>N, V(z1,...,2,) € N™

c(ln)(xl,...,xn) =1,
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e VneN:Vie[l.n]: prl(n) N = N, V(x1,...,2,) € N™

pr(

Tiyeooy Tp) = Ty

A tovéabbiakban definidlunk néhdny elemi fiiggvény-operatort:

Kompozicié. Legyen f € N™ — N" és g € N — N¥. Az f és g kompozici6ja az
alabbi fiiggvény:
gof€e€N™ 5 NF Dyr={x€Dy|f(x) €Dy}ésVr € Dyoy:

(g0 f)(x) = g(f(x))-
Vegyiik észre, hogy ez az operitor megegyezik az alapfogalmaknal bevezetett
relacidk kozotti kompozicidval (tulajdonképpen a szigord kompozicidval, de
fliggvények esetén ez a kettd azonos).

Direktszorzat. Legyen k € N rogzitett, és Vi € [1..k] : f; € N™ — N"i_ E fiiggvé-
nyek direktszorzata (f1, fa, ..., fr) € N™ = N™ x- .. XN Dy p py =

k
ﬂl Dy, ésVx € D4, f,.... 1)

(flaf27"'7fk)(x) = (fl(x)’vfk(x))

Rekurzié. Legyen n rogzitett, f € N — Nés g € N**2 — N. Az f fiiggvény g
szerinti rekurziéja o(f, g) € N**1 — N, és

Q(f,g)(JC17~--,iEn,1) = f(‘rla"'vxn)v
Q(fvg)(x1a7xn7k+1) = g(xlv"'7xnakag(fag)(xla'"axnak))'

o(f, g) értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza, ahonnan kiindulva a fenti
rekurzié elvégezhetd.

p-operator. Legyen f € N**1 — N. A y-operétort erre a fiiggvényre alkalmazva
azt a u(f) € N — N fliggvényt kapjuk, amelyre D5y = {(x1,...,2,) €
N |3y eN: f(zy,...,2n,y) =1AVi€ [l.y—1]: (z1,...,2p,1) € Dy},
és V(Z‘l, . ,xn) S 'Du(f)i

M(f)(mla cee 7xn) = mm{y | f(LUl, Ce 7.7,‘7.“:[/) = 1}

A fenti alapfiiggvények és a bevezetett operdtorok segitségével mar definidlhaté a
parcidlis rekurziv fliggvények halmaza.

9.1. DEFINICIO: PARCIALIS REKURZIV FUGGVENY
Az f: N™ — N"*(n,m € N) fiiggvény akkor és csak akkor parcidlis rekurziv,
ha az aldbbiak egyike teljesiil:
o f az alapfiiggvények valamelyike;

e f kifejezhet6 a fenti operatoroknak parcidlis rekurziv fliggvényekre
torténd véges sokszori alkalmazasaval.
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9.2. A parcialis rekurziv fiiggvények Kiszamitasa

Ahhoz, hogy a fenti fliggvényeket kiszamité programokat tudjunk adni, definidlnunk
kell az ilyen fiiggvények éltal meghatdrozott feladatot. Legyen f : N — N" egy
tetsz6leges fliggvény (m, n rogzitett). Az f altal meghatarozott feladat specifikicidja:

A=Nx...x N x N x...x N

1 Tm Y1 Ym
B=Nx...x N
i Ty

Q:(xmi=2\N--Nxp =2, AN21,...,Zm) € Dy)

R:(QNA Wi, syn) = f(@), .. 520,))

Feltessziik, hogy az alapfiiggvényeket kiszdmité programok benne vannak a
megengedett programok halmazdban. Ezt nyugodtan megtehetjiik, hiszen minden
programozasi nyelv tartalmaz ilyen utasitdsokat.

Megmutatjuk, hogy az elemi fiiggvény-operatorok (kompozicid, direktszorzat,
rekurzid, p-operator) kiszdmithatok jol konstrudlt programokkal.

Kompozicié. Legyen f € N™ — N" és g € N* — NF. Ekkor a g o f 4ltal
meghatarozott feladat specifikdcidja:

A=Nx...x N x N x...x N

T Tm n Yk
B=Nx...x N

Q:(xy=2)N--Nepy =2, AN21,...,2Zm) € Dgoy)

R: (Q/\ (y1,~--,yn) - (gOf)(Ill,...’fE;n))

Jeloljiik 21, ..., 2, = f(z1,...,Zm,)-mel azt a programot, amely kiszdmitja f-
et, és hasonléan y1, ..., yx := g(z1,..., 2,)-nel azt, amelyik kiszamitja g-t. Tegyiik
fel, hogy ez a két program jol konstrudlt program. Ebben az esetben a két program

szekvencidja kiszdmitja g o f-et, azaz megoldja a fent specifikdlt feladatot. Legyen @’
a masodik program R utéfeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltétele:

Ql:(Q/\g(zla-'-azn):(gof)(‘rlla"'vxlm)/\(217"'7271) GDQ)

Most vizsgdljuk meg az els§ program ezen Q' utdfeltételhez tartozd leggyengébb
elofeltételét:

Uz, yzn = flx1, o, 2m), Q) = ( QAN g(f(z1,...,2m))) =
((go )@, ..,z ) A f(z1,. .o, @m) € Dg A(21,...,Tm) € Dy)

Konnyen lathat6, hogy ez a leggyengébb elbfeltétel kovetkezik @Q-bdl, és igy a
szekvencia levezetési szabdlydnak és a specifikici6 tételének alkalmazasaval belattuk,
hogy a
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215y 2n = f(T1, 0, Tm)

yl""’yk ::g(zl7"'72n)

program megoldja a fent specifikalt feladatot, azaz kiszamitja f és g kompozicidjit.

Direktszorzat. Legyen k € N rogzitett, és Vi € [1..k] : f; € N™ — N"i. Ekkor az
e fiiggvények direktszorzata dltal meghatarozott feladat specifikicidja:

A=Nx..x N x N x...x N x...x N x...x N

T1 LTm, Y11 Yin, Yk Ykn,,
B=Nx...x N
g Ty

Q:(xr =2\ N ANty =2, A21,. .., 2m) € Dygy 1)

R: (QA((y117'"ay1n1)7~~'7(yk1a'"ayknk)) = (fla"'afk)(x/p“'ax;n))

Tegyiik fel, hogy a komponensfiiggvények kiszdmithaték jél konstrudlt prog-
rammal. Jeldlje yiy, ..., ¥Yi,, = fi(T1,...,%y,) az i-edik figgvényt (1 < i < k)
kiszamité programot. Ekkor ezeknek a programoknak a szekvencidja megoldja a
fenti feladatot. Legyen @y a k-adik program R utéfeltételhez tartozé leggyengébb
elofeltétele:

Qr: QA (W11 Ying)s oo Uh—115 -+ s Y1y, )5 Ju(T1, s 2m)) =

(fla“-afk)(x/lv"'vx;n) N (xla"-vxm) € ka)
Tovdbbd minden ¢ € [l..k — 1] esetén jelolje Q; az i-edik program Q;i-hez
tartoz6 leggyengébb eldfeltételét. Konnyen lathatd, hogy az értékadas leggyengébb
elofeltételére vonatkoz6 szabdlyt alkalmazva:

Qu: (@A (filzr, oy zm)se oo fio(@n, o mm)) = (fr, - fi) (@, 2, )A
(@1,...,&m) €Dy A A(x1,...,2m) € Dy,)
Ha most Q-t és Q1 -et 6sszehasonlitjuk, észrevehetjiik, hogy megegyeznek. A szekven-
cia levezetési szabalya és a specifikacio tétele alapjan az

Yits - Yin, = f1(T1, 0 Tm)

Yts - Ykny = fr(@T150 0 @)

program megolddsa a fent specifikdlt feladatnak, azaz kiszamitja (f1, ..., fx)-t.

Rekurzié. Legyen n rogzitett, f € N* — Nés g € N**2 — N. Tegyiik fel,
hogy mindketten kiszamithatdk jo1 konstruélt programokkal. Az f fiiggvény g szerinti
rekurzidja dltal meghatarozott feladat specifikicidja:
A=Nx...x N xN
L1 Tn+1 Yy
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B=Nx...x N
i Tt

Q : (.Z‘l = x'l N NTpy1 = I;z+1 A\ (.Z‘l, . ,xn+1) S Dg(f,g))

R:(QAy=o(f9) (..., 2041))

Jelolje az f-et és a g-t kiszdmité programot y = f(z1,...,x,), illetve y :=
g(z1,...,Tnt2). Oldjuk meg a feladatot egy olyan ciklussal, amelynek invaridns tu-
lajdonséga:

P:(QANEke[lixpp) ANy =o0(f,9)(a, ...,z k))

A ciklus levezetési szabdlyat vizsgalva azt taldljuk, hogy Q-bdl nem kovetkezik P.
Ezért adunk egy olyan Q' feltételt, amelybdl mér kiovetkezik P, és adunk egy prog-
ramot, amely Q-bdl Q’-be jut (igy a megoldprogram egy szekvencia lesz, amelynek
masodik része egy ciklus). Legyen @’ az aldbbi:

Q:(QNk=1ANy=f(z1,...,2,))

Ezak,y =1, f(x1,...,x,) szimultdn értékaddssal elérhets. Az értékadds leg-
gyengébb eldfeltételére vonatkozo szabdly felhaszndldsdval konnyen lathatd, hogy az
kovetkezik QQ-bol.

A ciklus levezetési szabalydnak méasodik pontja alapjan a ciklusfeltétel & # x,,11
lesz.

A harmadik pontnak megfeleléen védlasszuk a t = x,, 11 — k kifejezést termindld-
fliggvénynek.

Az 6tddik pont azt irja le, hogy az imént definidlt termindl6fiiggvény értékének a
ciklusmagban csokkennie kell. Ez elérhetd a k eggyel val6 novelésével.

A négyes pont kielégitéséhez vizsgaljuk meg, mi lesz a leggyengébb eldfeltétele a

P

k-t noveld értékadasnak a P-re vonatkozdan.

Q' =1f(k:==k+1,P) = (QAk+1€[L.zns1] A
y=o(f.9)(a],...,x,,k+1))

Most mdr — a szekvencia levezetési szabdlya alapjan — csak egy olyan programot kell
taldlnunk, amelyre P A (k # xp41) = 1f(S,Q"). Ez a program a rekurzi6 defini-
cidjahoz illeszkedGen épp y := g(x1, ..., Tn, k, y) lesz.

Igy a szekvencia és a ciklus levezetési szabalya, valamint a specifikcié tétele
garantilja, hogy a

kvy:: lvf(xla"wxn)
k# 2nq1
Y= Q(I1,---,£En,k,y)
k=k+1

program megoldja a o( f, g) dltal meghatdrozott feladatot, azaz kiszdmitja f g szerinti
rekurzigjat.
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p-operator. Legyen f € N*"t1 — N, és tegyiik fel, hogy f kiszdmithat6 egyszer(i
értékadéssal vagy j6l konstrudlt programmal. Tekintsiik a p(f) éltal meghatdrozott
feladatot:

A=N x...x N x N

X1 Tn Yy
B=Nx...x N
4 ,

Q:(x1 =2y NNz =2, AN(21,...,Zng1) € Dycy))
R:(QANy=upu(f)a,...,x)))

Jelolje z := f(x1,...,Tn, Tpy1) az f-et kiszdmité programot. Oldjuk meg a fel-
adatot egy olyan ciklussal, melynek invaridnsa:

P(QAZ:f(I1,7In,y)AVZE [lyil]f(xlaaxnvl)%]‘)

Az invaridns a z,y = f(21,...,2p,1),1 szimultdn értékaddssal teljesithetd.
Egyszer(ien beldthatd, hogy ennek a programnak a P-re vonatkozd leggyengébb
elofeltétele,

If(z,y:= f(x1,...,2n, 1), 5P) = (QA f(z1,...,2n,1) = f(z1,...,20,1)
AVi €[l —1]: f(a1,... 2n,d) £ 1)

kovetkezik @QQ-bdl. A ciklus levezetési szabalyanak masodik pontja alapjan a ciklus-
feltétel z # 1 lesz.

A feladat el6feltétele garantdlja, hogy van olyan m € N szdm, amelyre
f(z1,...,z,,m) = 1 fenndll. Legyen N egy ilyen tulajdonsdgu, rogzitett ter-
mészetes szam. Ennek az értéknek a segitségével definidlhatjuk a termindl6figgvényt:
t = N — y. Ez kielégiti a levezetési szabaly harmadik pontjat.

Az 6todik pont megkivanja, hogy a termindléfiiggvény a ciklusmag lefutdsa soran
csokkenjen. Ezt elérhetjiik y eggyel val6 novelésével.

A negyedik pont teljesitéséhez legyen @)’ ennek a novelésnek a P-re vonatkozd
leggyengébb elbfeltétele:

Q:(QAz=f(xr, . zpy+ DAV € [Ly —1]: fz1,. ., i) # 1)

Most mér csak taldlnunk kell egy programot a P A (z # 1) és @’ dllitdsok kozé. A
z:= f(x1,...,2n,y + 1) értékaddsra teljesiil, hogy

P/\(Z#].)ilf(z = f($17~"7xn7y+1)7Q/)'

A specifikdci6 tétele, valamint a ciklus és a szekvencia levezetési szabdlya garantélja,
hogy a
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2,y = f(x1,...,2p,1),1
z#1
z:= f(x1,...,2n,y+ 1)
y:=y+1

program megoldja a u(f) dltal meghatdrozott feladatot, azaz kiszdmitja u( f)-et.

7z

Kovetkezmény. Az el6z6ekben megmutattuk, hogy ha az alapfiiggvények kiszamit-
hatok, akkor a beldliikk — a parcidlis rekurziv fiiggvényeknél megengedett — opera-
torokkal felépitett fliggvények is kiszdmithatok jol konstrudlt programokkal. Ennek
alapjan kimondhatjuk az alabbi tételt:

9.1. TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATOSAG
Minden kiszdmithaté fiiggvény kiszdmithat6 egy jol konstrudlt programmal.

9.3. Relaciok

Forditsuk most figyelmiinket a reldciok felé. Ahhoz, hogy a relaciok kiszdmithatosagat
megvizsgalhassuk, definidlnunk kell a kiszamithaté relacié fogalmat.

9.2. DEFINICIO: REKURZIVAN FELSOROLHATO RELACIO
Legyen R C N¥ x N* tetsz6leges relaci6. R akkor és csak akkor rekurzivan
felsorolhatd, ha van olyan f € N?* — N parcidlis rekurziv fiiggvény, amelynek
értelmezési tartomanydra: Dy = R.

A kiszamithat6sdg-elmélethez igazodva a tovabbiakban csak rekurzivan felsorol-
haté reldcidkkal fogunk foglalkozni. Ahhoz, hogy megmutassuk, minden kiszamithaté
(rekurzivan felsorolhat6) feladat — emlékezziink, hogy minden feladat egy relaci6 —
megoldhaté strukturalt programmal, el&szor megadjuk a rekurzivan felsorolhat6 rela-
ciok egy masik jellemzését.

9.2. TETEL: KLEENE [1936]
Ha R egy tetszbleges relacio, akkor az alabbi harom 4llitds ekvivalens:
(1) R rekurzivan felsorolhat6.
(2) R egy f parcidlis rekurziv fiiggvény értékkészlete.
(3) R =0 vagy R egy ¢ rekurziv fiiggvény értékkészlete.
Ennek a tételnek a bizonyitdsa konstruktiv, azaz megadja mind f, mind pedig ¢

felépitését. Mi ezt a ¢ fliggvényt fogjuk haszndlni a kiszdmithat6 feladatunk megol-
déprogramjédban.
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Legyen F' C N*¥ x N* egy rekurzivan felsorolhaté relacié, és jeldlje ¢ az el6z6
tétel konstrukcidjaval kapott (totdlis) rekurziv fiiggvényt. Specifikdljuk a feladatot az
aldbbi mddon:

A =NF x NF
xz Yy
B = NF
‘,L_/

Q:(x=a"Nz €Dp)

R:(QAN(x,y) € F)
Ez a feladat megoldhat6 egy olyan ciklussal, amelynek invaridns tulajdonsdga:

P (QNieNA(zy) = (i)
A ciklus levezetési szabdlydnak felhaszndldsdval kdnnyen beldthatd, hogy az aldbbi
program megoldasa a fenti feladatnak:

i, (z,y) = 1,¢(1)
z#x
(Z’y) = @(i + 1)
1:=1+1

A bizonyitasban a terminal6fiiggvény megadasandl ugyanazt a technikat alkalmaz-
zuk, mint a g-operatornal.

P

Ezzel az el6z6leg fiiggvényekre vonatkoz6 tételiinket dltaldnosithatjuk reldcidkra:

9.3. TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATO RELACIOK
Minden kiszdmithaté reldcié kiszamithaté egy jol konstrudlt programmal.

Megjegyezziik, hogy ezek az eredmények kiterjeszthetk a relative kiszamithatd
fiiggvények (ugyanezen operatorokkal egy tetszdleges alaphalmazbdl képzett fiiggvé-
nyek) vagy a parcidlis rekurziv funkciondlok halmazara is [Odi 98].



10. fejezet
A tipus

Az éllapottér definicidjaban szerepld halmazokat tipusértékhalmazoknak neveztiik, és
csak annyit mondtunk réluk, hogy legfeljebb megszdmlalhatdak.

A tovédbbiakban arrdl lesz sz6, hogy ezek a halmazok hogyan jonnek 1étre, milyen
kozos tulajdonsag jellemzd az elemeikre.

10.1. A tipusspecifikacio

El6szor bevezetiink egy olyan fogalmat, amelyet arra haszndlhatunk, hogy pon-
tosan leirjuk a kovetelményeinket egy tipusértékhalmazzal és a rajta végezhetd
miiveletekkel szemben.

10.1. DEFINICIO: TiPUSSPECIFIKACIO
AT, = (H, I, F) harmast tipusspecifikdcionak nevezziik, ha teljesiilnek ra a
kovetkezd feltételek:

1. H az alaphalmaz,
2. Iy : H — L a specifikacids invaridns,
3. Tr = {(T,z) | x € [Is]} atipusértékhalmaz,
4. F={Fy, Fy,..., F,} atipusmiiveletek specifikdcidja, ahol
Vie[ln]: F; C A x Ay, Ay = Ay x -+ x A, gy,
hogy 3j € [1.n] : A;; = Tr.
Az alaphalmaz és az invaridns tulajdonsig segitségével azt fogalmazzuk meg,
hogy mi az a halmaz, T';, amelynek elemeivel foglalkozni akarunk, mig a felada-

tok halmazdval azt irjuk le, hogy ezekkel az elemekkel milyen miiveletek végezhet6k
el.
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Az allapottér definicidjaban szerepld tipusértékhalmazok mind ilyen tipusspecifi-
kdciéban vannak definidlva. Az dllapottér egy komponensét egy program csak a tipus-
miiveleteken keresztiil valtoztathatja meg.

10.2. A tipus

Vizsgaljuk meg, hogy a tipusspecifikdciéban leirt kovetelményeket hogyan valdsitjuk
meg.

10.2. DEFINiCIO: TipPUS
AT = (o,1,S) hdrmast tipusnak nevezziik, ha az aldbbi feltételek teljesiilnek
ra:

1. o C E* x T areprezenticids fiiggvény (relacio),
T a tipusértékhalmaz,
F az elemi tipusértékhalmaz,

2. I: E* — L tipusinvaridns,

3. S= {Sl, 527 ey Sm}, ahol
Vi € [1.m]:S; C B; x B program, B; = B;, x --- x B, ugy,
hogy dj € [1TTL,L] : Bij = FE*és Ej S [lmz] : Bij =T.

A tipus els6 két komponense az absztrakt tipusértékek reprezenticidjat irja le,
mig a programhalmaz a tipusmiiveletek implementacidjat tartalmazza. Az elemi ti-
pusértékhalmaz lehet egy tetszSleges madsik tipus tipusértékhalmaza vagy egy, vala-
milyen médon definiét, legfeljebb megszdmlalhaté halmaz.

Elemi tipusnak neveziink egy 7 = (o, I, S) tipust, haT' = E, és o|;] = IdEg.

Meg kell még adnunk, hogy egy tipus mikor felel meg a tipusspecifikdciénak, azaz
mikor teljesiti a specifikdcidban leirt kovetelményeket.

Legyen a tovdbbiakban 7, = (H,I,,F), T = (0,I,S), F € F,é S € S,
FCAXxA A=A x---xA,SCBxB*, B=DB; x---x B,

Legyen A altere C-nek és B altere D-nek.

Azt mondjuk, hogy aC = C; X --- x C. és D = Dy x --- x D, dllapotterek
illeszkednek, ha
E*, haC;=Tr;

C;  kiilonben.

Ebben az esetben legyen a vy C D x C relacié a kovetkezd:
Vd € D :v(d) =7(d1) X y2(d2) X ... x v-(d;),
ahol Vi € [1..r] : v; € D; x C; és

_ [ o, haCi=Tr;
i idp,  kiilonben.

Viell.r]:D; = {



10.2. A TIPUS 111

Vegyiik észre, hogy a ~y tulajdonképpen a p egyfajta kiterjesztése tobb komponensti,

de egymadshoz illeszked6 dllapotterek esetére.

"

Qm(l) '

=k

Q| [

7 2z

10.1. dbra. A o-n keresztiili megoldas illeszkedd allapotterek kozott

10.3. DEFINICIO: MEGOLDAS p-N KERESZTUL
Azt mondjuk, hogy az S C B x B** program a g-n Keresztiil megoldja az
F C A x A feladatot, ha vannak olyan C és D illeszkeds terek, amelynek
altere A, illetve B, hogy S’ v szerint megolddsa F'-nek, ahol v C D x C' a
fenti értelemben definidlt leképezés, S’ az S kiterjesztése D-re, F” pedig az F
kiterjesztése C-re.

A kiterjesztési tételek szerint, ha vannak a definiciénak megfeleld illeszkedd terek,
akkor mindegyik ilyen.

10.4. DEFINICIO: MEGFELELES
Egy T = (0,1,S) tipus megfelel a T, = (H, I, F) tipusspecifikdciénak, ha

2. VF € F:35 €S: S ap-nkeresztiil megoldja F-et.

Természetesen egy tipusspecifikdcionak tobb kiilonbozd tipus is megfelelhet.
Ekkor az, hogy melyiket valasztjuk, a reprezentdci6 és a miiveletek implementicioi-
nak tovabbi tulajdonsigaitdl — ilyen példaul a reprezenticié memoriaigénye vagy az
implementacidok miiveletigénye — fiigg. Ez a dontés mindig a megoldandé programo-
zasi feladat fiiggvénye.
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10.3. A tipusspecifikacio tétele

A tipusspecifikacié €s a tipus fogalmédnak bevezetésével tulajdonképpen a feladat fo-
galmat altalanositottuk, mig a megfeleltetés a megoldds fogalmanak volt egyfajta 4l-
taldnositdsa. A specifikdcio tétele a megolddsra adott elégséges feltételt. Most a o-n
keresztiili megolddsra adunk egy hasonld feltételt.

10.1. TETEL: TiPUSSPECIFIKACIO TETELE
Legyen 7, = (H, I, F) és T = (o,1,S) adott tipusspecifikdcié és tipus, és
tegyiik fel, hogy a reprezentdcié helyes, azaz o([I]) = T7. Legyen tovabba
F € F, az F éllapottere A, egy paramétertere B, el6- és utdfeltétele pedig Qp
és Ry. Legyen S € S, és tegyiik fel, hogy S éllapottere illeszkedik F' allapot-
teréhez. Definidljuk a kovetkezd allitdsokat:

(@] = [Qvonl,
[Ry] = [Ryonl,

ahol ~y a program és a feladat allapottere kozotti, a p-n keresztiili megoldds
definiciéjdban szerepld leképezés. Ekkor ha Vb € B : Q) = 1f(S, R}), akkor
az S program a p-n keresztiil megoldja az F' feladatot.

Bizonyitas: A relacié szerinti megoldas tétele miatt csak azt kell belatnunk hogy
Dr C R, teljesiil. Ez pedig nyilvanval$, mivel foltettiik, hogy o([I1]) = Tr.
O

Az, hogy a fenti tétel feltételei kozott kikotottiik, hogy a program allapottere
illeszkedik a feladat dllapotteréhez, tulajdonképpen elhagyhaté. Ekkor a tétel a fela-
dat és a program olyan kiterjesztéseire mondhaté ki, amelyek allapotterei illeszkednek
egymadashoz (pontosan ugy, ahogy a megfeleltetést definidltuk nem illeszkedd allapot-
terek kozott).

10.4. Absztrakt tipus

Ebben a részben a megfelelés fogalmédnak dltaldnositdsaval foglalkozunk. El8szor
definidljuk az ekvivalens feladat fogalmat. Ez az 5. fejezet alapjan eléggé kézenfekvd.
Az 5.2.-ben bevezetett jeloléseket hasznaljuk.

10.5. DEFINICIO: FELADATOK EKVIVALENCIAJA
Az F; C Ax Aésaz I, C B x B feladatot ekvivalensnek nevezziik, és

Fy Fy-vel jeloljiik.ha A L B és v, (Fy) = Fy.

Most megadjuk két tipusspecifikdcié ekvivalencidjanak definicidjat. Két ti-
pusspecifikdciét ekvivalensnek neveziink, ha lényegében csak a neviikben kiilon-
boznek, azaz:
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10.6. DEFINICIO: TIPUSSPECIFIKACIOK EKVIVALENCIAJA
A Tey = (Hy1, L1, F1) és a Too = (Ha, Lo, Fa) tipusspecifikdcio ekvivalens,
ha [I,,] = [Is,], és létezik £ : Fy — Ty bijekcid, hogy VF € Fy : E(F) ~
FT2<T1 ahol
FToTi = (g7 Ty =T | (2,y) € F}, ahol

22T = {(i,a7>< ) | (i,a) € x}, ahol

(17_2<_T1 :{ (,Tl,@), haa = (75’6);
a

kiilonben.

Ezutan a megfelelés fogalmat éltaldnositjuk.

10.7. DEFINICIO: MEGFELELES ALTALANOSITASA
Azt mondjuk, hogy a T = (o, I,S) tipus — &ltaldnos értelemben — megfelel a
Ts = (H, I, F) tipusspecifikdciénak, ha létezik olyan ekvivalens tipusspeci-
fik4cid, amelynek az eredeti értelemben megfelel.

A tipusértékhalmazokat, mint parok halmazait definidltuk. A fenti definicié
értelmében azonban, a megfelelés szempontjabol, az els6 komponensnek — a névnek
— nincs jelentdsége, ezért azzal a tovdbbiakban nem is foglalkozunk.

A programfiiggvény altaldnositdsaként definidlhatjuk az absztrakt tipust:

10.8. DEFINICIO: ABSZTRAKT TIPUS
Legyen T = (o, I,S) egy tipus. A p(T) = (p(0), p(S))-t T absztrakt tipusdnak
nevezzik, ha

1. Ve € E* : p(o)(c) = olrn (€)2.
2. p(S) ={p(5) | S €S}

A programokhoz hasonléan a 7; = (01, 11,S1) ésa Tz = (02, I2,S2) tipust ekvi-
valensnek nevezziik, hap(7T1) = p(7Tz2). Az elnevezés azért indokolt, mert a megfelelés
szempontjabodl az ekvivalens tipusok egyformak.

10.5. Példak

10.1. példa: A tipusértékek halmaza legyen a magyar abécé maganhangzéi: { a, 4,
e, é,1,1,0,0,0, 0, u, U, ii, @ }. Szeretnénk tudni, hogy egy adott magdnhangzénak
melyik a (rovid, illetve hosszi) pérja. Legyen egy olyan tipusmiiveletiink, amely erre
a kérdésre valaszt tud adni. Az elemi tipusértékek halmaza legyen a { 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14 } halmaz. Adjunk tipusspecifikiciét, és készitsiink el egy
olyan tipust, amely megfelel a specifikdciénak!

Megoldas: Irjuk fel eldszor a tipusspecifikdciét! Legyen a maganhangzok halmaza
MGH. Ekkor

Ts = (MGH, Igaz,{F}), ahol F C T x T7,
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F= {(a4d,(@&a),(,¢),(¢e)qi,{i,o,0),
(6, 0), (8, 6), (6, 6), (u, 0, (4, w), (i, @), (@ i) }.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy T elemeit az egyszerliség kedvéért (T, x) helyett
x-el jeloltiik. Tovabbiakban is ezt a megoldast fogjuk alkalmazni. Adjuk meg a tipust!
T =(0,1,{S}),ahol o C E* x MGH,

o= {((0), ), ((14), 4), ((1), e), ((13), &), ((2), 1),
((12), 1, ((3), 0), ((11), 6), ({4), 6), ((10), 6),
((5), ), ({9). 0). ((6), W), ((8), ) }:

VYa e E*:
| igaz, ha o) =16say #T;
o) = { hamis  egyébként.

S C E* x (E*)**,

S o= (@), red({(i), (14 —=1)))) | i € E } U
U Ao (a,e,..0)) ol # 13

Az, hogy a most megadott tipus megfelel a fenti tipusspecifikdciénak, konnyen
lathatd: a reprezentacio helyessége a o és az I definici6jabdl leolvashat6, mig az, hogy
az S program a p-n keresztiil megoldja az F' feladatot, a program egyszer(i hozzaren-
delésébdl és a o ,,tritkkkos” megvalasztiasabol latszik.

Természetesen masmilyen reprezentaciés fliggvényt is meg lehet adni, de ekkor
meg kell véaltoztatnunk a tipusinvaridnst és a programot is.

10.2. példa: Specifikdlja azt a tipust, melynek értékei a [0..127] halmaz részhalmazai,
tipusmiiveletei pedig két részhalmaz metszetének és unidjanak képzése, illetve an-
nak megdllapitdsa, hogy egy elem eleme-e egy részhalmaznak. Adjon meg egy tipust,
amely megfelel a specifikdciénak! (Az elemi értékek halmaza: {0, 1}, a programokat
elég a programfiiggvényiikkel megadni.)

Megoldas: 7, = (H, I,,F), ahol

H = p([0..127]),
I, = Igaz,
F = {FmaFu;Fe}a

és A, =T xT xT,F,, CA, X Apn,
Fn={((a,b,¢),(p,q,7)) [p=aésq=Dbésr=anbl;
A, =T xTxT,F, CA, xA,,

Fu:{((a,b,C),(p,q,T)) ‘p:aésq:béST‘:an};
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A =T x[0.127] x L, F, C A, x A,
F.={((h,e, ), (W,e,I")) |h=0hése=¢€ésl'=(ee€h)}

Adjunk a fenti specifikdciénak megfeleld tipust! 7 = (o,1,S), és ¢ C E* x p(N),
Vo € E* :

ofe) = {{i | ipr = 1}
I:E*—> L Vae E*:

[ igaz, ha |o| = 128;
o) = { hamis egyébként.
S = {Sm, Su,Se}, és By, = E* x E* x E*, S,,, C B,,, X By, program:

p(Sm) = {((a,B,7),(/, 7)) [a e[l éspe[lésy €[l ésa=aés
B=péViel[l.128]: v = a; - Bi};

B,=FE*"x E*x E* S, CB, x B, program:

p(Sy) = {((a,B,7),(,B,7) |ae[llésBe[llés~ €[[]ésa=aés
B=pBéVie[1.128] : v =a; + Bi — i - Bi};

B. = FE* x[0..127] x L, S, C B, x B, program:

p(Se) = {((a, 2, 1), (o, 2", ")) |a € [[1ésa=a'ésx=1a"ésl = (az41 =1)}.

Vajon megfelel a most leirt tipus a fenti tipusspecifikdciénak? A reprezentécio helyes,
ugyanis a pontosan 128 hosszu sorozatokat a reprezentacios fiiggvény éppen a kivant
részhalmazokba képezi le, azaz

Vizsgaljuk meg a programok és a feladatok viszonyat. Vegyiik észre, hogy a
programok 4llapotterei illeszkednek a megfeleld feladat 4llapotteréhez, tehat felirhato
kozottiik a vy reldcid.

Vm = (9|m;@|m;g|m),
Yo = (9|m;9|m;glm)’
Ye = (Q’ ek idpo..127]; 9dL)-

Ezek felhaszndldsdval a o-n keresztiili megoldds egyszeriien adddik a reprezenticids
fuiggvény és a programfiiggvények szemantikdjabol.
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10.3. példa: Legyen 7, = (H, I,,TF) egy tipusspecifikdcio, F = {F'}. Legyenek T; =
(Q1,11,Sl) és T = (QQ,IQ,SQ) tipusok, melyekre: S; = {S1},S2 = {SQ},Ql =
02, [Il] = [IQ], és Sg g Sl.
Igaz-e, hogy ha 7; megfelel T;-nek, akkor 75 is?
Megoldas: A reprezentéicio helyessége 01 = 02 és [I1] = [I2] miatt trividlisan teljesiil,
hiszen ekkor:

02([12]) = ea([11]) = [Ls]-

Azt kell tehdt megvizsgdlnunk, hogy vajon az S program megoldja-e az F' feladatot
a po-n keresztiil. Mivel a programok allapottere k6zos, feltehetjiik, hogy a progra-
mok allapottere és a feladat allapottere egymasnak megfeleltethetd, hiszen ellenkezd
esetben mindkét megoldas-vizsgalatndl a feladatnak ugyanazt a kiterjesztését kellene
hasznalnunk, és igy az eredeti feladatot ezzel a kiterjesztéssel helyettesitve az aldbbi
gondolatmenet végigvihetd.

Mivel Sy C S, a két program programfiiggvényére teljesiil a kovetkezd:

i. Dp(sy) & Dp(sa)s
ii. Ya € Dp(s,) : p(S2)(a) € p(S1)(a).

Jeloljiik most is y-val a program és a feladat allapottere kozotti, a megfeleltetésben
definidlt leképezést. Konnyen lathatd, hogy az 7. tulajdonsidg miatt

Dyopsonn S Pyop(sy)oy--
Masrészt mivel az S program megoldja F'-et a p-n keresztiil,
DF C ,Dy@p(sl)@'y(fl)

is teljesiil. A fenti két allitds alapjan

DF Q ID’YQP(SZ)@’Y(fl) .

Haszndljuk fel a masodik tulajdonsdgot is! Az 4:. tulajdonsag miatt igaz az aldbbi
allitas is:

Va € Dyopisyon-n Y Op(S2) ©7 7V (a) Sy o p(S1) @+ (a).
Ekkor viszont, mivel az S; program — a p-n keresztiil — megoldésa a feladatnak, tel-

jestil, hogy

Va € Dr : v @ p(S1) @7V (a) C F(a),
és ezért

Va € Dp 17 © p(S2) ©7' "V (a) € Fla),

azaz az So program is megoldja az F' feladatot a p-n keresztiil, tehdt a T3 tipus is
megfelel a specifikdcidnak.



10.6. FELADATOK 117

10.6. Feladatok

10.1. Adjunk tipusspecifikdcidt, reprezentacios fiiggvényt, tipust (amely megfelel a
specifikdcionak). A lehetséges értékek: [0..99999]. A miveletek: a kovetkezs és
az el6z6 100000 szerinti maradékkal. Az elemi értékek a decimalis szdmjegyek:
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Mutassa meg, hogy a tipus megfelel a tipusspecifika-
ciénak!

10.2. £ =1{0,1,2},T ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0},F = {F}.
F={((a,b,c),(d,e,f)) | Tk €Z: f+k-10=a+ b}
Készitsen egy olyan tipust, amely megfelel a specifikdcionak!
10.3. Legyen T4 = (Hy, I, F1), Too = (Ha, Iso, Fo) két tipusspecifikéacid.
1. 4llitds: Minden 7 tipusra: 7 megfelel 7,;-nek < 7 megfelel T,5-nek.
2. allitas: [Is1] = [Isp] és Fy = Fs.
Ekvivalens-e a két 4llitas?

10.4. Adotta 7, = (H, I, F) tipusspecifikdcid, tovdabbd adottak a 71 = (01, [1,S1),
T2 = (02,12,S2) tipusok. Tegyiik fel, hogy [I1] = [I2],S1 = Sz és o1 ([I1]) =
02([I2]), ésVa € E* @ p2(ar) C p1(cv), valamint 7; feleljen meg 7,-nek!

Igaz-e, hogy 72 is megfelel T,-nek?

10.5. Legyen 7, = (H,I;,F) egy tipusspecifikicio, 71 = (01,11,51),7T2 =
(QQ,IQ,SQ). Legyen [Ig] - [11],81 = Sy és 91([11]) = Qg([[g]), és Va €
E*: po(a) = p1(«), valamint 77 feleljen meg T;-nek.

Igaz-e, hogy 75 is megfelel T;-nek?
10.6. Legyen 75 = (T, Is,TF) a kovetkezs tipusspecifikdcio:

IS = IgCLZ,TQ = No,F = {Fl,FQ}.
I specifikdcidja:

A= T
X
B= T
x/
Q: (=2

R:(3z€Z: b =8 2+m228s0 <13 <8)

F;, specifikicidja:
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10.7.

10.8.

A:

X

B = X

g8
SRR

Q:(z=a' Ay=y)
R:(l=@@=y)ANe=a"Ny=1Y)

T: (9717§)7E = {071327374757637}3
le] ]

Ve e E*: ole) = {(T,> (e - 8'6‘_1)}
i=1

a)
I(e) = igaz, hale|>1és(e; =0=l|e|]=1);
= hamis egyébként.
b)
| igaz, ha |e| > 1;
I(e) _{ hamis egyébként.

Ve e E*: Si(e) ={a € (E*)*| |a] =|e|és
Vi e [l.|af] : | =|a| —i+16és
Vi € [2|a\] 1 V) e [1..|Ozi|] oy, = ai,1j+1)}

So C(E* x E* x L) x (B* x E* x L)**
Ve,de E* . Vlel:

Sa(e,d,l) ={B € (E* x E* x L) x (E* x E* x L)**|
6] = min(le], [d]) + 1 &
Vi € [2..08]] : B: = (ee,dd,ll) és
= (Vje[l.i—1]: ee; =dd;) és
lee] =i —1és|dd| =i —16és
Vi € [1Z - 1} : (eei,j = €le|—j+1 és ddi,j = d\d\—j-&-l)}

[rja le szavakkal az F, F, feladatot, a o reldciot és az Sy, Sy programfiiggvé-
nyét! Megfelel-e a tipus a specifikdcionak az a), illetve a b) esetben?

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezenticiés fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdciénak)! A tipusértékek: a sikvektorok halmaza, a
miiveletek: két vektor 0sszeaddsa, valamint annak eldontése, hogy két vektor
szdmszorosa-e egymasnak.

Adjunk tipusspecifikdciot, reprezenticiés fliggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikicionak)! A tipusértékek: a térvektorok halmaza, a
miiveletek: két vektor kivondsa, valamint egy vektornak egy szdmmal val6
szorzésa.
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10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

Adjunk tipusspecifikaciét, reprezentaciés fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdcionak) a komplex szdmok tipusdra, ahol a miiveletek
két komplex szdm Osszeaddsa és egy komplex szdm képzetes részének
meghatdrozasa.

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentaciés fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdciénak) a komplex szamok tipusara, ahol a miiveletek két
komplex szdm Osszeszorzdsa és egy komplex szdm n-dik (n € N) hatvanydnak
meghatdrozdsa.

Adjunk tipusspecifikdciot, reprezentciés fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdcidnak). A tipusértékek a korlemezek halmaza, a miiveletek:
egy korlemez eltoldsa €s annak eldontése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e a
korlemezen.

Adjunk tipusspecifikiciot, reprezentaciés fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdcionak). A tipusértékek: a gombok halmaza, a miveletek:
egy gomb eltoldsa és annak eldontése, hogy egy térbeli pont benne van-e a
gdmbben.

Adjunk tipusspecifikicidt, reprezentdcids fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdciénak). A tipusértékek: a négyzetek halmaza, a miiveletek:
egy négyzet eltoldsa, egy négyzet méretének megvaltoztatdsa, egy négyzet
teriiletének kiszamitdsa és annak eldontése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e
a négyzeten.

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentaciés fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikicionak). A tipusértékek: a kockdk halmaza, a miveletek:
egy kocka eltoldsa, egy kocka méretének megvaltoztatdsa, egy kocka térfogata-
nak kiszdmitdsa és annak eldontése, hogy egy térbeli pont benne van-e a kock-
aban.






11. fejezet

Tipuskonstrukciok

Azzal mar foglalkoztunk, hogy milyen lehet6ségeink vannak meglevé programokbdl
djak készitésére. A tovabbiakban azt fogjuk megvizsgélni, hogyan hasznalhatunk fel
meglévd tipusokat j tipusok 1étrehozasara. Ezeket a modszereket tipuskonstrukcids
mddszereknek, az dltaluk megkaphat6 tipusokat tipuskonstrukcidknak nevezziik.

A legkézenfekvébb lehetSség dj tipus létrehozasira, hogy egy adott tipus
miiveleteinek halmazat megvaltoztatjuk, dj mfiveletet vesziink hozzd, elhagyunk
belble, megvaltoztatunk meglevd miiveletet. Ez egy egyszerti és nagyon gyakran al-
kalmazott eljaras.

A masik, egy kicsit bonyolultabb lehet6ség az invaridns tulajdonsidg megvaltoz-
tatdsa. Az invaridns szikitése konnyen kezelhet6 és jol haszndlhat6 lehet&ség.

A harmadik lehet6ség a reprezentacios fliggvény megvaltoztatasa. Ez is egy fontos
lehet&ség. A tovdbbiakban ennek dltalanosabb esetével fogunk foglalkozni, meglevd
reprezentdcids fliggvényekbdl allitunk eld djakat.

11.1. A megengedett konstrukciok

Természetesen sokféle lehetéségiink van meglevd reprezentacios fiiggvényekbdl djat
csindlni, de mi a tovdbbiakban csak harom specidlis konstrukciéval foglalkozunk: a
direktszorzattal, az uni6val és az iteralttal. Ezeket fogjuk megengedett tipuskonstruk-
cidknak nevezni.

Az elsd tipuskonstrukciés médszer, amivel megismerkediink, a direktszorzat. Le-
gyenek T; = (0:,1;,S;) (i = 1,2,...,n) tipusok, és jeloljik 11, T5,...,T,-nel a
nekik megfeleld tipusértékhalmazokat, Fq, Fs, ..., E,-nel pedig a hozzdjuk tartozé
elemi tipusértékhalmazokat, és vezessik be az £ = F1 U FE, U ---UE, és B =
Ty x Ty x -+ x T, jelolést.
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11.1. DEFINICIO: DIREKTSZORZAT
AT = (o, 1,S) tipus direktszorzataa Ty , Tz, ..., Tp, tipusoknak, ha

0= Qo oty
ahol o C B x T,1p C E* x Bés

Yo = {(e,b) e E* x B|Vie[l.n]:3e; € E : (g4,b;) € 0; &s
e =kon(e1,...,en)}
A direktszorzat értékhalmazdra bevezetjik a T = (T3, Tz, ..., T;,) jelolést.

Ha ¢ kolcsondsen egyértelmi leképezés, akkor a direktszorzatot rekord tipus-
nak nevezziik. A direktszorzat-tipusok éltaldban rekordok, de nem mindig. Példaul
tekintsiik a raciondlis szdmok halmazanak egy lehetséges reprezentacidjat:

B=7Zx17Z,pn CBxQ:

((z,y),t) € pp =y #£0ést =x/y

Egyszertien lathat6, hogy a fent definidlt g reldcié a raciondlis szdmok halmazat
reprezentdlja, de nem kolcsondsen egyértelm.

11.1. abra. Direktszorzat konstrukcio

Nagyon fontos tovdbbd, hogy az uj tipusértékhalmazt (7') ne keverjilk 0ssze a
kozbiilsd direktszorzattal (B), hiszen egy adott B és T' kozott nagyon sokféle oo
leképezés megadhatd, és az Uj tipus szempontjabdl egydltalin nem mindegy, hogy
ezek koziil melyiket vdlasztjuk.

Tekintsiik példdul a komplex egészek (a + bi, a,b € Z alakd szdmok) halmazat.
Legyen tovabbd B =Z X Z,x,y € Z, és

oo, ((z,y) = z+uyi,
ep,((z,y)) = y+ i
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A két pp kozotti kiilonbség elsésorban akkor vilik szignifikdnssa, ha példaul a komp-
lex egészek kozotti szorzdsmiveletet kell implementdlnunk a szampdrok szintjén,

7 2

hiszen ekkor az elsd és a masodik komponens értékét az
(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

formula alapjan kiilonb6z6 mdédon kell kiszamitani.

A kovetkezd mddszer, amivel régi tipusokbdl tdjakat hozhatunk 1étre, az unié. Le-
gyenek 7; = (0;, 1;,S;) (i =1,2,...,n)tipusok, és jelolje Ty, T, . . ., T,, ahozzdjuk
tartoz6 tipusértékhalmazokat, illetve F, Es, . . ., E,, a nekik megfeleld elemi tipusér-
tékhalmazokat. Vezessiik be tovabbaaz K = F; UFE;U---UFE,é B =T, UTy U
-« U T, jeloléseket.

11.2. DEFINiCIO: UNIO
Azt mondjuk, hogy a T = (p, I,S) tipus unidjaa Ty, Tz, ..., T, tipusoknak,
ha
0 = Py oYy,
ahol oy C B x T,y C E* X B és

Yy ={(e,b) € E* x B|Jie[l.n]:(e,b) € 0;}.
Az unié értékhalmazdnak jelolése: T = (T1;Ta; ... ; Tp).

Itt is kiilon elnevezést adtunk annak az esetnek, amikor a ¢y leképezés kodlcsono-
sen egyértelmt, ekkor az uniét egyesitésnek nevezzik.

11.2. dbra. Unid konstrukcio

Ebben az esetben is nagyon fontos, hogy mindig megkiilonboztessiik a konstrukcid
kozbiilsd szintjén levs unidt (B) az dj tipusértékhalmaztdl (1°).

A harmadik megengedett tipuskonstrukcids mivelet az iterdlt, amellyel egy
meglevd tipusbdl alkothatunk dj tipust. Legyen 7o = (0o, Io,So) tipus, Tp a neki
megfeleld tipusértékhalmaz, £ a T tipus elemi tipusértékhalmaza és B = 1.
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11.3. DEFINICIO: ITERALT
Azt mondjuk, hogy a 7 = (g, I,S) tipus iterdltja a Ty tipusnak, ha

0= @303,
ahol o5 C B x T, by € B* x Ty és

Yy = {(e,b) € B* x B|Jey,...,ep € E" : (4,b;) € 0o és
e =kon(er,...,ep))}

Az iterdlt tipusértékhalmazanak jelolése: T' = it(Tp).

Az iterdlt tipuskonstrukcidnak hdrom specidlis esetét kiillonboztetjiik meg aszerint,
hogy a @5 leképezésre milyen feltételek teljesiilnek.

e Ha a ¢y leképezés kolcsonosen egyértelmi, akkor sorozat tipuskonstrukcidrél
beszéliink, és tipusértékhalmazit T = seq(Tp)-lal jeloljiik.

e Ha
(1), (B,1) € p3 & a € perm(B),

akkor az iteralt konstrukciét kombindcio tipusnak nevezzilk. A kombinacio
értékhalmazanak jelolése: T = com(Tp).

e Ha
la| 18]

(0 1), (B,1) € o3 & | faud = |18,
i=1 i=1
akkor halmaz tipuskonstrukciérél beszéliink. A halmaz tipus értékhalmazanak
jelolése: T' = set(Tp).

Természetesen az imént felsorolt harom eset csak specidlis formdja az iteraltkép-
zésnek; 1étezik olyan iterdlt is, amely egyik fenti kritériumot sem teljesiti.

A programokhoz hasonléan, ha mast nem mondunk, primitiv tipusnak fogjuk te-
kinteni azokat az elemi tipusokat, amiknek a tipusértékhalmaza a természetes szamok,
az egész szdmok, a logikai értékek vagy a karakterek.

11.2. Szelektorfiiggvények

Az eléz6ekben definidlt tipuskonstrukcidkra most bevezetiink néhany olyan fiiggvényt
és jelolést, amelyek leegyszer(sitik a rajuk vonatkoz6 allitdsok, programok megfogal-
maz4asat.

LegyenT = (T1,T5,...,T,) rekord. A <p(_1) filggvény komponenseit a 7" rekord
szelektorfiiggvényeinek vagy roviden szelektorainak nevezziik. ha A fenti rekordnak
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11.3. abra. Iteralt konstrukcid

tehdt pontosan n darab szelektora van, és ha s;-vel jeloljiik az i-edik szelektort, akkor
s; T —1T;,¢és

VteT: po(si(t),s2(t),...,sn(t)) =t
Tehét a szelektorfiiggvényeket arra haszndlhatjuk, hogy lekérdezziik a rekord egyes
mezbinek (komponenseinek) az értékét. A szelektorokat bele szoktuk irni a ti-
pusértékhalmaz jelolésébe; a fenti esetben a szelektorokkal felirt jelolés:

T=(s1:T1,82:To,...,8n:Ty).

A rekordtipushoz hasonléan az egyesitéshez is bevezetiink szelektorfiiggvényeket.
Mivel az unié esetében a kozbiils6 szinten a tipusértékhalmazok unidja szerepel, igy
nincs értelme komponensrdl beszélni. Hogyan definidljuk ez esetben a szelektorokat?
Azt fogjak visszaadni, hogy egy adott T-beli elemet melyik eredeti tipusértékhalmaz
egy eleméhez rendelte hozza a (g fliggvény.

Legyen T' = (T1;T3;...;Ty) egyesités tipus, s; : T — L (i = 1,...,n). Azt
mondjuk, hogy az s; logikai fiiggvények a T' egyesités szelektorai, ha Vi € [1..n] :

VteT:
sitt) = (el M eT).

A rekordtipushoz hasonlé médon az egyesités szelektorait is bele szoktuk {rni az uj
tipusértékhalmaz jelolésébe. A szelektorokkal felirt tipusértékhalmaz jelolése:

T=(s1:T1;80 :To;...;8,:Tp).

Az iterdlt tipuskonstrukcidk koziil a sorozathoz definidlunk szelektorfiiggvényt.
A sorozattipusban a kozbiilsd szinten Tj-beli sorozat szerepel, a szelektor ennek a
sorozatnak a tagjait adja vissza.

Formélisan: Legyen T" = seq(Tp). Az s : T x N — Ty parcidlis fiiggvény a T
szelektorfuiggvénye, ha vVt € T': Vi € [1..|<p§fl)(t)|]:

s(t,i) = o5 (1),
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A sorozat szelektorat nem szoktuk kiilon elnevezni, helyette indexelést alkalmazunk,
azaz a t; = s(t,1) jelolést hasznaljuk.

11.3. Az iteralt specifikacios fiiggvényei

Ha az iterdlt tipus az el6z6ekben bevezetett harom specidlis osztdly valamelyikébe
tartozik, akkor tovabbi fliggvényeket definidlunk hozz4.

Legyen T = it(Tp), (o, t) € 7, és tegyiik fel, hogy az iteralt sorozat, kombinécié
vagy halmaz. Ekkor dom : T" — Ny,

laf, ha T = seq(Ty) vagy T = com(Tp);

dom(t) = | ‘Gl {oi}, haT = set(Tp).
i=1

A dom fiiggvény tehat a t elemeinek szamat adja meg. A fiiggvény jol definidlt, ugya-
nis felhaszndlva a sorozat, kombindcid és halmaz tipus definici¢jat, konnyen l4thato,
hogy a fiiggvényérték fiiggetlen az v valasztasatol.

A tovéabbiakban a sorozattipussal fogunk foglalkozni. Ahol kiilén nem jeloljiik, ott

T = seq(To), (o, t) € w3, a0 = (1,02, .. Q).
e Nem iires sorozat elsd és utolsé eleme: lov € T — Ty, hiv € T — Ty,
lov(t) = ag;

hiv(t) = Oé|a‘.

e Sorozat kiterjesztése a sorozat elején vagy végén (legyen e € Tp): loext : T x
To — T, hiext : T x Ty — T,

loext(t,e) = pz(kon((e),));
hiext(t,e) = @z(kon(a,e))).

e Nem {iires sorozat elsé vagy utolsé elemének elhagydsdval kapott sorozat:
loremeT =T, hiremeT — T,

lorem(t) = ¢5({az,...,)));
hirem(t) = @5({a1,...,qq-1))-

11.4. A fiiggvénytipus
A gyakorlatban nagyon fontos szerepet jtszik egy specidlis rekordtipus. Legyen H

egy tetszbleges (megszamldlhaté) halmaz, amelyen van egy rakovetkezési relécio.
Jeloljiik ezt a rakovetkezési relaciot succ-cal, és inverzére vezessiik be a pred jelolést.
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11.4. DEFINiCIO: FUGGVENYTIPUS
Legyen E egy tetszGleges tipus értékhalmaza. Ekkor az F' = (H, seq(FE)) re-
kordot fiiggvénytipusnak nevezziik, és F' = fun(H, F)-vel jeloljik.

A fiiggvénytipusra is bevezetiink néhdny fontos specifikicids fiiggvényt. A tovab-
biakban legyen F' = fun(H, E), ((h,t), f) € po. Ekkor

e dom : F — Ny,
dom(f) = dom(t).

e lob: F— H,
lob(f) = h.
e hib: F— H,
hib(f) = succ™H=1(p),
e love F - FE,
lov(f) = lov(t).
e hive F — E,

hiv(f) = hiv(t).

loext, hiext : F x E — F,

loext(f,e) = o(pred(h),loext(t,e));
hiext(f,e) = o(h,hiext(t,e)).

lorem, hirem € ' — F,

lorem(f) = o(succ(h),lorem(t));
hirem(f) = @o(h,hirem(t)).

A sorozathoz hasonldan a fliggvénytipusra is bevezetiink egy szelekcids parcidlis
figgvényt. Tekintsiik a fentiekben haszndlt f-et. Ekkor sy € H — FE, D5, =
{succ’(lob(f)) |0 <i < dom(f)},éshag € Ds,, g = succ®(lob(f)), akkor
sy(9) = trtr-

A fiiggvénytipus szelektorfiiggvényét nem szoktuk kiilon elnevezni, helyette a ma-
tematikdban — a fiiggvény helyettesitési értékének jelolésére — haszndlt zardjeles hi-
vatkozast haszndljuk, vagy egyszer(ien indexeliink, azaz
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A fliggvénytipus elnevezés azt a szemléletes képet tiikrozi, hogy egy fiiggvénytipu-
su érték felfoghat6 egy H — E tipusu parcidlis fiiggvénynek, amelynek értelmezési
tartomanya a ,,lob-t6l a hib-ig tart”, értékeit pedig a sorozatkomponens tartalmazza.

Az el6bbiekben bevezetett dom, lov, hiv, lob, hib fuggvényeket kiterjeszthetjiik
az egész allapottérre is: komponaljuk a megfelel$ valtozéval. Tehat ha példaul = egy
sorozat tipusu valtozo, akkor dom o x egy, az egész allapottéren értelmezett fiiggvény.
Az ilyenfajta fliggvénykompozicidkra bevezetiink egy djabb jelolést: ha ¢ a fenti fiigg-
vények valamelyike, és = a neki megfeleld tipusui véltozo, akkor a ¢ o = helyett z.¢-t
frunk.

11.5. A tipuskonstrukciok tipusmiiveletei

A tipuskonstrukciok eddigi tirgyaldsabol még hianyzik valami: nem besz€ltiink még
a konstrualt tipusok miveleteir6l. Az el6bb felsorolt specidlis esetekhez — az imént
definidlt fliggvények segitségével — bevezetiink néhdny tipusmiiveletet.

A tovédbbiakban megengedett feltételnek fogjuk nevezni azokat az A — L 4llita-
sokat, amelyek lehetnek eldgazds vagy ciklus feltételei.

Legyen T = (s1 : T1,...,8, : Tp) rekord, t : T, t; : T; (i € [1..n]). Mivel ¢
az allapottér valtozéja, t kompondlhat6 a szelektorfiiggvényekkel, és igy az allapot-
téren értelmezett fiiggvényeket kapunk. Az s, ot fiiggvénykompoziciét a tovdbbiakban
t.s;-vel fogjuk jelolni. Egy rekord tipusndl a szelektorfiiggvény hasznalatit megenge-
dettnek tekintjiik.

Ezenkiviil bevezetjiik a t.s; := t; jelolést is. Ezen azt a ¢ := ' értékadadst értjiik,
amelyben t'.s; = t;, és t’ minden mds komponense megegyezik ¢ megfelel6 kompo-
nensével.

A fenti tipusmiiveletek arra adnak lehetdséget, hogy egy rekord ,,mezdinek" az
értékét lekérdezhessiik, illetve megvaltoztathassuk. A fent definidlt miiveletben zavard
lehet, hogy egy fiiggvénynek (t.s;) ,,adunk értéket". Ezért fontos megjegyezni, hogy
ez csupdn egy jelolése az értékadasnak.

Legyen T' = (s1 : T1;...58, = Tp,) egyesités, t : T, t; : T; (i € [1..n]). Ekkor
a rekord tipusndl bevezetett jelolést az egyesités esetén is bevezetjik, ¢.s;-n az s; ot
kompoziciét értjiik, és megengedett fiiggvénynek tekintjiik.

Ezen kiviil megengedett miivelet a ¢ := y((t;) értékadas. Ennek az értékaddsnak
a jelolését leegyszersitjiik, a tovdbbiakban ¢ := t; alakban fogjuk haszndlni.

A fenti értékadast bizonyos ésszeri korlatozasok bevezetésével ,,megfordithatjuk”.
Igy kapjuk a kovetkezS parcidlis értékaddst: ¢; := t. Ez az értékadds csak akkor
végezhetd el, ha t.s; igaz.

A sorozat tipuskonstrukcié nagyon gyakori, és sokféle miivelet definidlhat6 vele
kapcsolatban. Att6l fiiggben, hogy melyeket tekintjiik megvaldsitottnak, kiillonb6z6
konstrukcidkrol beszéliink. Most el6bb megadunk néhdny lehetséges miiveletet, majd
a sorozattipusokat osztalyokba soroljuk a megengedett miiveleteik alapjan.
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Legyen a tovébbiakban T' = seq(FE), t : T, e : E. Ekkor az iménti szelektorokhoz
hasonl6an bevezetjiik az alabbi jeloléseket:
domot — t.dom
lovot — t.lov
hivot — t.hv

Természetesen t.lov és t.hiv csak parcidlis fiiggvények. Ezenkiviil az aldbbi (esetleg
parcidlis) értékadasokra a kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznalni:

t:=lorem(t) — t:lorem

t:= hirem(t) — t:hirem
t:=loext(t,e) — t:loext(e)
t := hiext(t,e) — t: hiext(e)
e, t:=lov(t),lorem(t) — e, t:lopop

e, t := hiv(t), hirem(t) — e, t: hipop

A bevezetett jelolések elso latasra zavarba ejtonek tlinhetnek, hiszen ugyanazt a kulcs-
sz6t a bal oldalon fiiggvényként, a jobb oldalon pedig a miivelet neveként hasznéljuk.
Lényeges ezért megjegyezni, hogy a jobb oldalon taldlhaté miiveletek csak a bal oldali
értékadds egyszerlsits jelolései.

Attol fiiggden, hogy a fent definidlt miiveletek koziil melyeket tekintjilk megenge-
dettnek, kiilonbozd konstrukcidkrdl beszéliink.

Legyen T' = seq(FE). Ekkora T’

e szekvencidlis input fdjl, ha csak a lopop a megengedett miivelet;

o szekvencidlis output fdjl, ha csak a hiext a megengedett mivelet;

e verem, ha a megengedett miiveletek a loext és a lopop, vagy a hiext és a hipop;
e sor, ha a megengedett miiveletek a hiext és a lopop, vagy a loext és a hipop.

Ahhoz, hogy a szekvencidlis input f4jl a lopop miivelettel haszndlhat6 legyen, tud-
nunk kell, hogy mikor olvastuk ki az utolsé elemet a f4jlbol. Ezt a probléméit dgy
szoktuk megoldani, hogy bevezetiink egy extremadlis elemet, és kikotjiik, hogy a f4;jl-
ban ez az utols6 elem (tehat még az iires fajl is tartalmazza). Ez a technika val6sul
meg azokban az opericids rendszerekben, ahol a szovegfajlok végét fajlvége (EOF)
karakter jelzi.

Mivel a lopop miivelet bizonyos esetekben kényelmetlen lehet — gondoljunk arra,
amikor nehézkes extremadlis elemet taldlni —, bevezetiink egy masik olvasémfiveletet
is. Hasznéljuk az olvasés sikerességének jelzésére a {norm, abnorm} halmaz ele-
meit. Ekkor az sz, dx, x : read miiveleten az aldbbi szimultan értékadast értjiik:

norm, lov(zx),lorem(z), hadom(x) # 0;

ST, A, & : read = { abnorm, dz, z, ha dom(z) = 0.
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Ha egy szekvencidlis fdjlra a read mivelet van megengedve, akkor nincs sziikség
extremadlis elemre, helyette az sx valtoz6 értéke alapjan lehet eldonteni, hogy végére
értiink-e a fajlnak.

Legyen F' = fun(H,E), f : F,e: E, i : H. Ekkor a sorozat tipushoz hasonléan
bevezetjiik az alabbi jeloléseket:

domo f — f.dom
lovof — flov
hivof — f.hiv
lobof — f.lob
hibo f —  f.hib

A fenti fiiggvényeken kiviil a fiiggvénytipus szelektorfiiggvényét, f(7)-t is megen-
gedettnek tekintjiik. A rekord tipusndl bevezetett szelektorra (mezdre) vonatkozd
értékaddsnak jelen esetben is van megfelelGje: az f(i) := e parciélis értékadds. Az
értékadas azért parcialis, mert csak akkor végezhetd el, ha f.lob < ¢ < f.hib. Ekkor
a fenti jelolésen azt az f := f’ értékaddst értjiik, amelyre:

f'.10b = f.lobés f'.hib = f.hibés f(i) = e és
Vj € [f.lob..f.hib] : § £ — () = f(5).

A sorozatokra bevezetett kiterjeszté és elhagyé miiveleteket fiiggvény tipusra is
definialjuk:

=lorem(f) — f:lorem
f = hirem(f) — f:hirem

= loext(f,e) — [ :loext(e)
f = hiext(f,e) — f: hiext(e)

Ha ezen utolsé csoportban felsorolt miiveleteket egy fliggvénytipusra nem en-
gedjiik meg, akkor egy specialis fiiggvénytipushoz, a vektorhoz jutunk. Az éltalanos
fiiggvénytipustél megkiilonboztetendd a vektortipusra kiilon jelolést vezetiink be:
V =wvekt(H, E).



12. fejezet

Programozasi tételek
(Levezetés)

El6szor néhany egyszerii feladatra keresiink megoldéprogramot. Ezek a felada-
tok két szempontbdl is fontosak szdmunkra. Egyrészt sok olyan konkrét feladat
van, amelyeknek ezek altalanositdsai, igy megoldasuk lehetSséget ad sok konkrét
(konkrétabb) feladat megoldasara is; ezért nevezziik &ket programozasi tételeknek.
Masrészt megolddsukon keresztiil megmutatjuk, hogyan lehet megoldéprogramot le-
vezetni. Ezutdn néhdny Osszetettebb tételt vezetiink le. Végiil a tételek egy fontos cso-
portjaval, specidlis tulajdonsigu fiiggvények helyettesitési értékének kiszdmitdsaval
foglalkozunk.

Ebben a fejezetben a feladatok megfogalmazasdban haszndljuk a kovetkezd ki-
jelentést: adott az f : X — Y fiiggvény. Ezen azt fogjuk érteni, hogy a feladat A
allapotterének van egy olyan H altere, amin az X — Y fiiggvényeket definidljuk, és
a H altér véltozéit egy-egy megfeleld paramétervaltozdval az eld- és utdfeltételben
rogzitjiik.

12.1. Programozasi tételek intervallumon

A kovetkezd tételeknek sok kozos vondsa van. Mindegyik arrél sz6l, hogy egy [m..n]
intervallumon teljesiil egy ¢ tulajdonsdg. A ¢ az intervallumon kiviil az allapottér
szamos mas komponensétdl is fiigghet.

A=7 X 7Z x ...
m n
B=7Z x 7Z x ...

m  n
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Q:(m=m'An=n"Am* <n)

R:(QANp(m,n,...))

Az el6feltételben m*m —1 vagy m, attdl fiiggben, hogy a feladatnak van-e értelme
iires intervallum esetén, vagy nincs.

Az ilyen feladatokat ciklussal oldhatjuk meg. Invaridns tulajdonsignak azt
vélasztjuk, hogy ¢ nem az egész [m..n| intervallumra, hanem csak egy [m..k| részére

s

teljesiil, ezért az allapotteret kibovitjiik egy 4j egész komponenssel (k), és kiter-
jesztjiik a feladatot az 1j éllapottérre. Természetesen a kiterjesztésnek csak elvi je-
lent&sége van, hiszen a kiterjesztett feladat specifikacidja formalisan csak az dllapot-
térben kiilonbozik az eredetit6l. Tehdt az invaridns tulajdonsag:

P=(QANEkem" ..n]ANp(m,k,...))
Ez az invaridns tulajdonsag azért megfelel6 mert:

1. A ciklusfeltételt £ # n-nek valasztva P A -m = R, azaz teljesiil a ciklus
levezetési szabalydnak a 2. feltétele.

2. A levezetési szabaly elso feltétele altaldban nem teljesiil, de konnyen tudunk
olyan Q’-t vélasztani, amibdl mdr kdvetkezik P, és konny( eljutni Q-bdl Q' -be.
Ez a Q' rendszerint az iires, illetve néha az egy hossziisagu intervallum esete,
azaz

Q = QANk=m"Np(m,k,...)).
3. Még termindlofiiggvényt kell vélasztani, ilyen esetekben kézenfekvd vélasztas:

t=(n—k),hiszenigy PAm=1¢> 0.

4. Most mér a csak kovetkezd két feltételnek kell teljesiilnie:
Q=1f(S1,Q")és PN At =tyg=1f(So, PNt <tp).

Altalanossdgban még annyit mondhatunk, hogy a mdsodik esetben kézen-
fekvd, hogy So-t szekvencia formdban keressiik. Egyszerien beldthat6, hogy
a szekvencia médsodik tagjaként alkalmazott

k=k+1

értékadas csokkenti a termindlofiiggvény értékét. Azért, hogy az invaridns tu-
lajdonsag is teljesiiljon, a szekvencia kozbiilsd tulajdonsaga

Q// — (lf(k = ]{;+17P> At :to) — (Pk<—k-+1 /\tzto)
lesz, mivel igy
Q"= (If(k:=k+1,PAt<ty)= (P An—k—1<t)

valéban teljesiil.
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A specifikacio tétele értelmében, ha S; és Ss olyan programok, hogy Vb € B-re, vagy

madsképpen fogalmazva, a paramétervaltozok értékétdl fiiggetleniil

Q= 1f(51,Q)

P/\’/T/\t:t():>lf(SQ,Q///\t:t0)

teljesiil, akkor a megoldéprogram sémdja:

Q S
@ k#n
P/\ﬂ'/\t:t()
Sa Q"
k=k+1
R PAt <ty

12.1.1. Osszegzés

Legyen adott az f : Z — Z fiiggvény. Feladatunk az, hogy egy adott [m..n] C Z
intervallumban 6sszegezziik az f fiiggvény értékeit. Specifikdljuk el6szor a feladatot.

A=7Z x7Z x Z

m n s
B=7 x Z
,n/

m/

Q:(m=m'"An=n"Am<n+1)
R:(@As= % 1)

Ebben az esetben

igy az invarians tulajdonséag:

P=[QAkem—-1n]rs=> f()]|,

k
j=m
a Q' allitds:

Q' =QNk=m—-1As=0).
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Most még keresniink kell egy olyan programot, ami Q-b6l Q’-be jut. A k, s :=
m — 1, 0 értékadds megfelel ennek a kritériumnak, hiszen

Q=I1f(k,s:=m—-10,Q)=(QAm—-1=m—-1A0=0)=Q.

Mar nincs més dolgunk, mint taldlni egy olyan programot, ami P A7 At = £y-bdl
Q" -be jut, ahol

k+1
Q"= (P Iat=t)=[QAk+1em—1.n]As= Zf(j)/\t:to

j=m

Nézziik meg, hogy mi nem teljesiil Q”'-ben: mivel k € [m — 1..n| (P) és k # n (7),
k+1 € [m—1..n] fennall. s értéke viszont nem j6, mert P szerint csak k-ig tartalmazza
f értékeinek dsszegét, Q" szerint pedig mar k+ 1-ig kell. A fenti meggondolds alapjdn
tehdt s novelése f(k + 1)-gyel j6 lesz, azaz:

PArAt=ty=1f(s:=s+ f(k+1),Q") =

= (Q/\k+1e[m—l..n}/\s—i—f(k—!—l):%ilf(i)At:to).

A fenti levezetés alapjan kimondhat6 az alabbi tétel:

Tétel: Az aldbbi, struktogram formdban megadott program megolddsa a fent speci-
fikalt feladatnak:

Q k,s:=m—1,0
/
Q k#n
P/\ﬂ'/\t:to
s:=s+ f(k+1) 0"
k=k+1
R PAt<ty

12.1.2. Szamlalas

Legyen (3 egy, az egész szamokon értelmezett logikai fiiggvény. A feladat az, hogy
szdmoljuk meg, hany helyen igaz 5 az [m..n] C Z intervallumban.

A:ZXZXNO

m n d
B=7 x Z
m n

Q:m=m'An=n"Am<n+1)
R:(@nd= 35 x(50)

A fenti specifikdciéban y : L — {0, 1}, amelyre x(igaz) = 1 és x(hamis) = 0.
A feladat megoldasa analég az 6sszegzés tételénél leirtakkal:
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@(ma n,d) =|d= Z X(B(])) ,

J=m

az invaridns tulajdonsag:

P=|QANkem—-1l.n]Ad= ZX(BU)) )

a Q' allitas:
Q=QANk=m—-1Ad=0).

A Q-bdl Q'-be juté program a k, d := m — 1,0 értékadds, mivel
Q=I1flk,di=m—-1,0,Q)=(QAm—-1=m—-1A0=0) =Q.

k+1
Q' = (Q/\k+1e[m—l..n]/\dzZx(ﬁ(i))AtZttJ)

Most is azt kell megvizsgdlni, hogy P A m At = to-bol kovetkezik-e Q. Ha
—-6(k + 1), akkor kovetkezik, mig 5(k + 1) esetén — az Gsszegzéshez hasonléan —
meg kell novelniink d értékét. Ezért a P A m At = to-bdl Q”-be juté program az
IF(Bk+1):d:=d+1,-8(k+ 1) : SKIP) eldgazés lesz, ugyanis az eldgazés
levezetési szabdlyét alkalmazva:

PATAt=toAB(k+1) = If(d:=d+1,Q"),
PATAt=toA-B(k+1) = If(SKIP,Q")

miatt PAm At =ty = Lf(IF,Q") teljesiil.

A fenti meggondoldsok alapjdn nyilvdnval6 az aldbbi tétel:

Tétel: Az alabbi, struktogram formédban megadott program megolddsa a fent speci-
fikalt feladatnak:

@ k,d:=m—1,0
Q/
k#n
PATAt =t
\ Bk +1) m 0
di=d+1 | SKIP o
ki=k+1

R PAt<ty
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12.1.3. Maximumkeresés

Legyen H egy tetszOleges rendezett halmaz és f : Z — H egy adott fiiggvény. Fel-
adatunk az, hogy egy adott [m..n] C Z intervallumban keressiik meg az f fiiggvény
maximumédt és egy olyan helyét, ahol ezt a maximumértéket felveszi.

A=7 xX7Z xZ x H
m n 7 max
B=7 x Z
m'
Q:(m=m'An=n"Am<n)
R:(QAié€[m.n]Amax = f(i) AYj € [m..n]: f(j) < f(%))
Az el6bbiekkel ellentétben ebben a specifikdcidban nem engedtiik meg az iires
intervallumot. Ennek oka rendkiviil egyszer(i: iires intervallumon nincs értelme
megkérdezni, hogy hol van a maximum. Most

o(m,n,i,maz) = (i € [m..n] Amazx = f(i) AVj € [m..n]: f(j) < f(i)).

Tehat az invaridns tulajdonsag:
P=(QAke[m.n]Aie[m.k]Amax = f(i) AVj e [m.k]: f(§) < f()),

Q' =(QANk=mAi=mAmaz = f(m)),

és Sy ai, k,max := m,m, f(m) értékadds. A
Q'=QNEk+1€e[m.n]Aie€[m.k+1]Amaz = f(i)A
Vi€ [m.k+1]: f(j) < fli) Nt =tg).
A P AT At =1p-bol Q"-be juté program itt is egy eldgazds lesz: I[F(f(k+1) >
max :i,max:=k+1, f(k+1); f(k+1) < max : SKIP), ugyanis

PATAt=toAf(k+1)>=max = If(i,maz:=k+1,f(k+1),Q"),
PAnAt=toAf(k+1) <=maz = If(SKIP,Q")
miatt PA 7w At =1ty = Lf(IF,Q") teljesiil.

Tétel: Az alabbi, struktogram formdban megadott program megolddsa a fent speci-
fikalt feladatnak:

Q/ i, k,max := m,m, f(m)
@ k#n
PATAt =t
\ f(k+1) > mazx \ f(k+1) <mazx
i,max :=k+1, f(k+1) SKIP 0"
k=k+1

R PAt<ty
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12.1.4. Feltételes maximumkeresés

Legyen H egy tetszGleges rendezett halmaz és f : Z — H egy adott fiiggvény.
Legyen [ egy, az egész szamokon értelmezett logikai fiiggvény. Hatarozzuk meg a
[8] N [m..n] halmaz felett az f fiiggvény maximumadt és a halmaz egy olyan elemét,
amelyen f a maximumértékét felveszi.

A=7Z xZ xZx H xL
m n 7 max l

B=7Z xZ

m n

Q:m=m'An=n"Am<n+1)
R:(QANl=(Fiem.n]:p3GE)ALl— (i€ [m.n]ABGE) Amax = f(i)A
Vj € [m.n]: B(j) = f(j) < (i)
Itt 4jra megengedhet az iires intervallum, és ekkor az a védlasz, hogy az interval-
lumban nincs S tulajdonsagu elem.

A levezetés az el6z6ekhez hasonldan:

P=(QAkem—1.nAl=(Fiec[m.k]:BGE) ALl (iec[m.EABGEA
max = f(i) ANVj € [m..k] : B(5) = f(j) < (7))

Q' =(Q@Nk=m—1A1l=hamis)

Q'=QANk+1em—-1.n]Al=(F e [m.k+1]:8@E)A
I — (i€ [m.k+1)AB>GE) Amax = f(i) A
Vj€m.k+1]: B() = () < f(i))

P A és Q" 6sszehasonlitdsdval lathat6, hogy hdrom f6 lehetség van:

e —((k + 1): ekkor SKIP;

e B(k + 1) A —l: ez az els6 S tulajdonsdgyd elem, tehdt [, i, max := igaz,k +
L f(k+1);

o S(k + 1) Al: ekkor a maximumkeresésnél megismert két eset lehetséges:

- f(k+1) > max: ekkor i, max := k+ 1, f(k+ 1),

- f(k+1) < maax: ekkor SKIP.
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Tétel: Az alabbi, struktogram formédban megadott program megolddsa a fent speci-
fikélt feladatnak:

k,l:=m — 1, hamis
k#n
ﬁﬁ(k-i-l)\ Bk +1) A=l \ Blk+1) Al
\f(k—|— 1) > max\f(k—F 1) < max
SKIP l,i,mazx = i, max = SKIP
igaz, k+ 1L f(k+1) | k41, f(k+1)
k=k+1

12.1.5. Linearis keresés

Legyen 3 : Z — L adott fiiggvény és [m..n| egy intervallum. Keressiik meg az els6
olyan helyet az [m..n] intervallumban, ahol § igaz értéket vesz fel, ha egyltaldn van
ilyen hely.

A=7Z x7Z x Z x L

m n 7 )
B=7 x Z
m n

Q:(m=m'"An=n"Am<n+1)
R:(QAl=(3j €m.n]:B())ANl— (i€ [m.n]ABEA
Vj € [m.i—1]:=5(j)))

A ciklus invaridns tulajdonsédga:

P=(QAie[m—1.n]Al=(3j €m.i]: L) AVj € [m.i—1]:-5())),

Q =(QANi=m—1AIl= hamis),

Q'=QANi+1em—1LnAl=3j€ [m.i+1]:5()

AYF € [m.a]: =B(5) At =to),

és igy a ciklusmag elsé fele az [ := (i + 1) értékadas lesz.
Tétel: Az alabbi, struktogram forméban megadott program megolddsa a fent speci-
fikalt feladatnak:

Q i,l:=m — 1, hamis
Q/
SlANi#n
- PATAt =ty
l:=p83GE+1) 0"
1:=1+1

R PAt <ty
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Megjegyzés: ezt a programozasi tételt linedris keresés 2.8 véltozatnak is nevezzik.

12.2. Tételek ,.feltételig” valtozata

A tovabbiakban hasznéljuk a kovetkez6 jelolést. Legyen d : Z — L és m € Z. Tegyiik
fel, hogy 3i > m : 0(4). Jeloljiik a(m, &)-val az els6 olyan egész szdmot, amely nem
kisebb, mint m, és igaz rd a J, azaz

a(m,d) si=min{x € Z |z >mésdi(z)}.

Az el6z6 rész tételeit fogalmazzuk meg most kicsit mas formaban. A ¢ teljesiilését
most nem egy [m..n] intervallumon, hanem m-tSl az els§ ¢ tulajdonsdgi helyig
koveteljiik meg.

A=7 x ...
B=7 x ...
m/

Q:(m=m'AJi>m:5@1))

R:(QAp(m,a(m,3)...))

A megoldés most is egy ciklus lesz. Az dllapotteret egy egész és egy logikai kom-
ponenssel terjesztjiik ki, legyenek a megfeleld valtozok k és v. A ciklus invaridns
tulajdonsaga pedig az, hogy k > m — 1, a ¢ m-t6l k-ig teljesiil, v annak megfeleléen
igaz vagy hamis, hogy k-ra J igaz-e, és végiil még azt is megkoveteljiik, hogy & eldtt
nincs J tulajdonsdgu hely, azaz

P=(QANk>m—1A@o(m,k,...) A

v=73i € [m.k]:00)AVY] € [m.k—1]:-0(5)).
A ciklusfeltétel: —v, mivel v A P esetén k = a(m, 0) ezért v A P = R.
Ebben az esetben Q’-nek vélaszthato:

Q' =QANk=m—1Ap(m,k,...) A-w).

A termindlofiiggvény a kovetkezd: az el6feltétel miatt 1étezik olyan N egész szam,
ami nagyobb m-nél, és igaz ra 9, ezért legyen

t=(N—k),

ami P A —v esetén biztosan pozitiv.
Most is szekvenciaként hatdrozzuk meg a ciklusmagot. A szekvencia masodik fele
legyen
kov:=k+106Fk+1)
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Q" = (If(k,v:=k+1,8(k+1),P) At =tg) = PFrFLveot) A — ¢

Mivel
Plektlocotl) — (QAE+1>m—1Ap(mk+1,...) A
0(k+1)=3Fie€[m.k+1]:600)AVjE[m.k]:—d6(5)),
ha P A7 At = tg teljesiil, akkor Q" teljesiiléséhez mar csak az kell, hogy ¢(m, k +
1,...) is igaz legyen.
Tehit, kibGvitve a paraméterteret is egy k' egész €s egy v’ logikai komponenssel,
mdr csak a kovetkez6 két programot keressiik:

Q= 1f(51,Q")

PArANk=KNv=v =1f(S2,p(mk+1,...)Nk=kK ANv="1").

Tehét a megold6program sémadja:

¢ - PATAL =t
ATAL =
S, i 0
Ql/
kovi=k+1,6(k+1)
R P/\t<t0

Megjegyzés: az invaridns tulajdonsdgban v = 3i € [m..k] : §(i) helyett azért nem
irhaté v = §(k), mert k = m — 1 is lehet, és §(k — 1)-r6l nem tudunk semmit.

12.2.1.  Osszegzés feltételig

Legyenek adottak az f : Z — Z és  : Z — L fiiggvények. Tegyiik fel, hogy 1étezik
i > m, amire ¢ igaz. Feladatunk az, hogy az adott m-t6l az els6 olyan i-ig, amelyre §
igaz, Osszegezziik az f fiiggvény értékeit. Specifikaljuk elGszor a feladatot.

A=7 x Z
m S

B =7
m/

Q:(m=m'ANTj>m:6(j)))
a(m,d)

R:(Q@ns= 3 [f(h))

j=m
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Ebben az esetben tehat
p(m,is)=s=>_ f() ],
j=m

vagyis ugyanaz mint az intervallumos 9sszegzésnél volt, ezért S;-nek vélaszthatjuk a
k,s,v:=m—1,0, hamis értékadast é€s S-nek ugyanazt, mint amit az intervallumos
Osszegzésnél: s := s+ f(k+1).

Tehét kimondhat6 a kovetkezd tétel:
Tétel: Az aldbbi, struktogram forméban megadott program megolddsa a fent speci-
fikélt feladatnak:

Q k,s,v:=m — 1,0, hamis PATA

Q' v t=t,
si=s+ f(k+1) Q"

kyvi=k+1,0(k+1) PooA

R t<tp

12.2.2. Szamlalas feltételig

Legyenek (3 és § az egész szamokon értelmezett logikai fiiggvények. Tegyiik fel, hogy
l1étezik ¢ > m, amelyre § igaz. A feladat az, hogy szamoljuk meg, hany helyen igaz 3
az m-t0l az elsd olyan i-ig, amire ¢ igaz.

A=17 X No
m d
B =7
m/
Q:(m=m'ANFi>m:0(i))
a(m,d)

Ri(@rd= Y x(86)

A feladat megolddsa analdg az Osszegzés tételénél leirtakkal.
Tétel: Az alébbi, struktogram formdban megadott program megolddsa a fent speci-
fikalt feladatnak:

g/ k,d,v:=m — 1,0, hamis PATA
- t=1g
\ B(k+1)
d:i=d+1 | SKIP Q"
kyvi=k+1,6(k+1) PooA

R t <to
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12.2.3. Maximumkeresés feltételig

Legyen H egy tetszGleges rendezett halmaz és f : Z — H egy adott fiiggvény és ¢ az
egész szamokon értelmezett logikai fiiggvény. Tegyiik fel, hogy 1étezik ¢ > m, amire
¢ igaz. Feladatunk az, hogy az m-t6l az els6 olyan i-ig, amelyre § igaz, keressiik meg
az f fiiggvény maximumat és egy olyan helyét, ahol ezt a maximumértéket felveszi.

A=7Z x7Z x H

m (3 max

B=7Z

m/

Q:(m=m'AJj>m:46(j))
R:(QNi€ m.a(m,d)] Amax = f(i) ANV € [m..a(m, )] : f(7) < f(3))

Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldédsa a fent speci-
fikalt feladatnak:

Q

i, k,mazx,v :=m,m, f(m),5(m) PATA
Q' - t =to
\ f(k+1) > max f(k+1) <mazx
i,max :=k+ 1, f(k+1) SKIP Q"
Ewi=k+1,6(k+1) PooA
R t <to

12.2.4. Feltételes maximumkeresés feltételig

Legyen H egy tetszGleges rendezett halmaz és f : Z — H egy adott fliggvény.
Legyenek /3 és 0 az egész szamokon értelmezett logikai fiiggvények. Hatarozzuk meg
a [B] N [m..a(m, d)] halmaz felett, ha az nem iires, az f fiiggvény maximumadt és a
halmaz egy olyan elemét, amelyen f a maximumértékét felveszi.

A=7Z xZx H xL
m ) max l

B =17

m/

Q:(m=m'AJj>m:6(j))
R:(QANl=(Fi€[m.a(m,d)]:BE)Al— (i€ [m.a(m,d)]AB>E)A
max = f(i) AVj € [m..a(m,0)] : B(7) = (f(5) < f(©))))
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Tétel: Az alabbi, struktogram formédban megadott program megolddsa a fent speci-
fikélt feladatnak:

k,l,v:=m — 1, hamis, hamis

-
-£(k+1) Blk+1)A=l Bk+1) Al
fE+1) > maz| f(k+1) < mazx
SKIP l,i,max := i,max = SKIP
igaz, k+ L f(k+1)| k41, f(k+1)

kwv:=k+1,0(k+1)

12.2.5. Linearis keresés

Most egy kicsit eltériink az dltaldnos sématdl, és tobb specidlis esetet vizsgdlunk meg.
Legyen B : Z — L adott tulajdonsag. Az els6 feladat az, hogy keressilk meg azt
a legkisebb [ tulajdonsdgi egész szdmot, amely nem kisebb, mint az adott m € Z
szam, feltéve, hogy van ilyen.

A=7 x Z
m )

B = Z
m/

Q:(m=m'ATj>m: L))

R:(QANi>mAB>E)AY) € [m.i—1]:=5(5))

A feladatot ciklussal oldjuk meg. Az invaridnshoz gyengitjiik az utéfeltételt, el-
hagyjuk belSle 8(i)-t:

P=(QAi>mAVYjeE[m.i—1]:-8()))

DO =(QANi=m)

2) m=-p(i)

3) Legyen N > m tetsz8legesen rogzitett olyan szdm, amelyre (V) igaz (ilyen
az elGfeltétel miatt 1étezik). Ekkor t = N — i.

5) Az := 1+ 1 értékadds csokkenti a termindlofiiggvény értékét.

4 PAm=1f(i:==i+1,P)
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Tétel: Az alabbi, struktogram formédban megadott program megolddsa a fent speci-
fikélt feladatnak:

Q -
Q’ 7:=m
_‘B(z) PAT
] ii=i+1
R P

A fenti program csak akkor megoldasa a feladatnak, ha a [ tulajdonsag
megengedett feltétel. Ha ez nem igy van, akkor mdsik megoldast kell keresniink.
Vilasszuk az alabbi invaridnst (a feladat marad ugyanaz!):

P=QAi>m—-1ANje [m.i—1]:=8())Al=3j € [m.d: L))
Ekkor:

D Q =(@QANi=m—1AI1=hamis)

2) m=-l

3) Legyen N > m tetszGlegesen rogzitett olyan szdm, amelyre 5(NV) igaz (ilyen
az elbfeltétel miatt 1étezik). Ekkor ¢t = N — 4.

5) Az := 1+ 1 értékadas csokkenti a termindlofiiggvény értékét.

4) A ciklusmag szekvencia lesz, melynek kozbiilsé feltétele:
Q'=@QANi+1>m—1A(Vj€[m.i]:-B8()Al=3j€ [m.i+1]:5()),
és igy a ciklusmag elsé fele az | := B(i + 1) értékadds lesz.

Tétel: Ekkor az aldbbi program is megoldésa a specifikalt feladatnak.

Q/ i, :=m — 1, hamis
Q -~
- PAm
l :B(Z—‘rl) Q”
1:=1+1
R P

Legyenek adottak a y,d : Z — L és az m egész szam. Jeloljik 5-val a v V 6-t,
és tegyiik fel, hogy létezik j > m, hogy 3(j). Keressiik meg a legelsG i > m : v(i)
elemet (ha van olyan), amely el6tt (m-tSl kezdve) nem voltigaz §! Ennek a véltozatnak
mdr a specifikdcidja is mds lesz, hiszen a feladat is megvaltozott.

A=7Z x7Z x L
m 7 Uu

B=7Z
m'
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Q:(m=m'ANTj>m: L))
R:(QANu=(3j>m:v(j)AVk € [m.j—1]: =2(k))A
u— (i >mAY(E) AV € [m.i—1]:=8(7)))
A feladatot megold¢ ciklus invaridnsa:
P=(QANi>m—1Au=(3j€[m.i]:v({) Av= (35 € [m..i] : §(j))A
Yy € [m..i—1]:=8()))
Ekkor:
D) Q=(@QANi=m—1Au=hamis Av = hamis)
2) m=—-uN-—w
3) Legyen N > m tetszGlegesen rogzitett olyan szdm, amelyre () igaz (ilyen
az elofeltétel miatt 1étezik). Ekkort = N — i.
5) Az i := 1+ 1 értékadds csokkenti a termindlofiiggvény értékét.
4) A ciklusmag szekvencia lesz, melynek kozbiilsé feltétele (1f (i := i + 1, P)):
Q'=@QANi+1>m—1Au= (35 €[m.i+1]:7())A
v=(3j € m.i+1]:6(4))AVjE[m.i]:=B(j) ANt =ty),
és igy a ciklusmag elss fele az u, v := (i + 1), 0(i + 1) értékadds lesz.

Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldédsa a fent speci-
fikalt feladatnak:

@ i,u,v :=m — 1, hamis, hamis | PATA
/
Q —u A v t=to
; - Q/I
u,v:=7y(+1),6(i+1)
=it 1 P
R t<tg

Megjegyzés: A linedris keresés fenti harom valtozatat rendre a linedris keresés 1.,
2., 3. véltozatanak is szoktuk nevezni.

12.2.6. Tételek masképpen

A fejezetben szerepld tételeket kimondhattuk volna kicsit mas formaban, formakban
is. Ezzel a tételek kiilonféle valtozatat kaphatjuk. Nézziink néhany példat!

Eddig a ,.feltételes” tételeinket gy fogalmaztuk meg, hogy ¢ teljesiilését m-t6l
az els6 § tulajdonsagu helyig koveteljilk meg, ezt a  tulajdonsagu helyet is beleértve.
Kimondhatnénk Sket gy is, hogy ¢ teljesiilését m-tdl csak a —d tulajdonsagu helyekre
koveteljik meg.
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Legyen m™ most m + 1 vagy m, attél fliggben, hogy van, vagy nincs értelme a
feladatnak az iires intervallumon. Tegyiik fel, hogy 3i > m* : (), és legyen

o'(m, ) ni=min{zr €Z|x>m*ésd(z+1)}.

A

I
3 N3N

B X ...

!/

Q:(m=m'AJi>m*:6(i))

R:(QANp(m,a/(m,d)...))

A megoldds nagyon hasonl6 lesz az el6z6hoz, csak az invaridns tulajdonsagban
[m..k] helyett [m..k + 1] szerepel,

Pr=Q@QANk>m*—1Ap(m,k,...)A

v=73i € [m*..k+1]:8() AVj € [m*..k] : =4(5)),
és Q’-ben pedig —wv helyett v = §(k),

Qi=QANk=m"—1ANp(m,k,...) ANv=25(k+1)).

Innen kezdve a levezetés teljesen azonos médon megy, €s a megoldéprogram
sémdja:

Q 5
!/
Q — .
ANTAL =1
S, TR
Q//
kv:=k+1,6(k+2)
R PAt<ty
ahol S specifikdciéja
Q = 1f(51,Q1),
ami azt jelenti, hogy a konkrét tételekbe ...,v := ..., hamis helyett ... v =

.., 0(m) keriil.

Egy masik lehetdség valtozatokra: az ebben és az el6z6 részben szerepld progra-
mozisi tételeket megfogalmazhattuk volna dltaldnosabban is.

A fiiggvényeket értelmezhetjiik az egészek helyett egy tetszbleges, olyan halma-
zon, amelynek minden elemének van rdkovetkezdje (succ) és megel6zGje (pred). Ez
semmi kiilonos problémdt nem okoz, csak x + 1 helyett succ(z)-et,  — 1 helyett
pred(x)-et kell irni.

Kicsit bonyolultabb a helyzet, ha csak azt tessziik fel, hogy a halmaz barmelyik
elemébdl megkaphatjuk barmelyik elemét a succ vagy a pred véges sokszori alka-
Imazdsaval, ami egyébként sokszor eléfordul6 eset a gyakorlatban. A megoldas ebben
az esetben hasonld, a P és a ()’ médositdsaval dj S programot specifikdlunk.
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12.3. Programozasi tételek halmazon

Az intervallumon értelmezett fliggvényekre vonatkozo tételeket megfogalmazhatjuk
altaldnosabban is.

Legyenek a fliggvények tetszSleges véges halmazon értelmezve, és tegyiik fel,
hogy el tudjuk donteni err6l a halmazrdl, hogy iires-e, ha nem iires, ki tudjuk valasztani
egy elemét, és végiil egy elemet, amely benne van, el tudunk hagyni beldle.

Azaz legyen az allapottérnek egy olyan H komponense, amelynek az elemei az
halmaz véges részhalmazai. Az E szintén komponense az allapottérnek. A megfeleld
valtozok legyenek h és e; a h # () megengedett feltétel és az e :€ hilletve h := h\{e}
megengedett programok. Ezekkel a programokkal kapcsolatban emlékeztetiink arra,
hogy ha R feltétel nem fiigg e-t6l, akkor [f(e :€ h,e € hAR) = h # 0 AR, és
tetszGleges R feltétel esetén [ f(h := h \ {e}, R) = RM\{eh,

A feladatok sémdja ebben az esetben:

A=H x E x ...
h e
B=Hx ...
Koo
Q: (h=H(\h#D))
R:(p(,...))
Megjegyzés: a (Ah # 0) részre akkor van sziikség, ha a feladatnak nincs értelme
iires halmaz esetén (maximumkeresés).
A feladatot most is ciklussal oldjuk meg. Az invaridns tulajdonsag
P=(hChAph\h,...)),
a ciklusfeltétel: h #£ (),
a termindl6 fiiggvény: |h|,
Q =(h=0ANp,...)).

A megold6 program séméja:

Q S
Q/
0
PATAt= to
e:€h Q"
S
Q/I/
h:=h\{e}
R PAt <ty

AQ"=(eehANPATAt=1y)e:€ hutan teljesiil, h := h \ {e} csokkenti a
terminal6 fiiggvény értékét, ezért a szokdsos médon Q' = (PPt At = tg).
Tehdt a Q, Q' parral specifikdlt S7 és a ", Q" parral specifikdlt Sy programok
meghatdrozdsa van hétra.

Nézziik a konkrét tételeket!
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1. Osszegzés

¢(g,8) = <S => f(x)>

xreg

2. Szamlalas

50
’ d:=0 ‘
(s
Ble) ~B(e)
d:=d+1 SKIP

3. Maximumkeresés

©(g,i,mazx) = (i € K Amax = f(i) A\Vz € g : f(z) < max)

(5

e:€h

i,maz := e, f(e)

(=)

f(e) > max f(e) < max

i,maz :=e, f(e) SKIP

4. Feltételes maximumkeresés
w(g,l,i,maz) = (I =3x € g: B(x)A
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= @Gegn[Bf]lAmaz = f(i) AVx € gN[B]: f(z) < max))
S1

5@ | B A Ble) Al
f(e) = max f(e) < max
SKIP l,i,max := i, maxr = SKIP
igaz,e, f(e) e, f(e)

5. ,,Linearis keresés”
Ebben az esetben
plg,le)=(1=3x € g:B(x)A
I = (e€gAple)))

és a ciklusfeltétel ismddosul. Most a b # () A =l a célszer(i vélasztas, hiszen
P A (h =0V 1)-bdl is kovetkezik R.

’ l := hamis ‘
&N
| L= B(e) |

Megjegyzés: Ez a tétel a linedris keresés 2.8 megfelel§jének tekinthetd, azzal az
eltéréssel, hogy nem beszélhetiink az els6é  tulajdonsigui elemrdl, mivel nem
tételeztiik fel a halmazrdl a rendezettséget.

12.4. Bonyolultabb feladatok

Ebben a részben néhany kevésbé egyszeri tételt vezetiink le els6sorban azért, hogy
megmutassuk, Osszetettebb feladatok esetén is haszndlhaté a levezetés, masrészt az
igy kapott tételek is elég fontosak.

12.4.1. Logaritmikus keresés

Legyen H egy olyan halmaz, amin értelmezve van egy rendezési relacid. Legyen f :
Z, — H monoton novekedd fiiggvény. A feladat az, hogy dontsiik el az f fiiggvényrdl,
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az adott [m..n] C Z intervallumon felveszi-e a h € H adott értéket, és ha igen, akkor
adjuk meg az intervallum egy olyan pontjat, ahol a fiiggvényérték h.

A=7Z XZxHxZxL
m n h i l
B=7Z x7Z xH
m' n N
Q:(m=m'An=n"Ah=WMAm<n+1AVkj€E [m.n]:
(k <j) = (f(k) < £(4)))
R:(QANl=(Fje[m.n]: f(j)=h)Al— (i € [m..n] A f(i) =h))
A monotonitast felhaszndlva az intervallumot mindkét végérdl sziikitjiik az inva-

ridnsban:
P=(QA[u.v] C[m.n]AVYj € [m.n]\ [u.v]: f(j)#hA

l— (i €u..v]Af(i)=h))
Ekkor:

D) Q' =(Q@Au=mAv=nAl=hamis)
D am=-lANu<w

3) Informélisan fogalmazva jeldlje ¢ a még megvizsgilandé elemek szamat. Ezt
egy esetszétvalasztassal adhatjuk meg:

‘= v—u+1, ha-l;
1 0, hal.

4) A ciklusmag legyen egy szekvencia, melynek kozbiilsé feltétele:

Q" = (QA[u..v] C [m.n]AVj € [m.n]\ [u..v]: f(j) #hA
=LA (i€ u..v]))

Ekkor a szekvencia els§ fele lehetne az ¢ :€ [u..v] értékkivdlasztés.
Hatékonysdgi szempontokat is figyelembe véve azonban valasszuk az interval-
lum kozépsé elemét: ¢ := [(u + v)/2]. A ciklusmag mdsodik felében harom
eset lehetséges:

— f(i) < h: ekkor az u := i + 1 értékadds az invaridnst megtartja;

— f(4) = h: ekkor megtaldltuk a keresett elemet, tehét | := igaz;

— f(i) > h:ekkorav := i — 1 értékadds az invaridnst megtartja.

5) Egyszeriien ellendrizhetd, hogy a fenti eldgazds mindhdrom dga csokkenti a
terminél6fiiggvényt.
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Tétel: Az alabbi, struktogram formédban megadott program megolddsa a fent speci-
fikélt feladatnak:

@ u,v,l :==m,n,|
Q' =lANu<w
= [t 0)/2] PATAL=to
RN CEC NG E
u:=1+1 l:=1 vi=1—1
R PAt <ty

12.4.2. Visszalépéses keresés

Legyen N € N, és N > 1. Legyenek U; (i € [1..N]) tetszSleges véges, legaldbb
kételemd halmazok (1 < o; = |U;| < 00). U = Uy X -+ x Up.

Legyen o : U — L, amely felbonthat6 ¢; : U — L (i € [0..N]) tulajdonsagok
sorozatdra az aldbbi mddon:

1. o0 = igaz;

2. Vi€ [0.N =1]:Yu € U : gi41(u) = 0;(u);

3. Vi € [1.N] : Vu,v € U : (V] € [1..4] s uj = vj) = 0i(u) = 0;(v);
4. 0= on.

A feladat annak eldontése, hogy létezik-e olyan elem U-ban, amelyre teljesiil a o
feltétel, és ha igen, adjunk meg egy ilyen elemet.

A=U x 1L
U l

B = {x}

Q: Igaz

R:(I=3weU:ow)ANl— (ueUAo(u)))

Szdamozzuk meg U elemeit a kovetkez6 médon. Minden U; halmaz elemeit sza-
mozzuk meg nulldtél o; — 1-ig. Ezutdn U minden u eleméhez van egy (i1,...,in)
rendezett N-es, amelyre u = (u;,, ..., Uiy ), ahol 0 < i; < o01,...,0 <iy < on.E
megszadmozas egy lexikografikus rendezést definial U-n.

Legyen NV = [0..01 — 1] X .-+ x [0..0n5 — 1]. Ekkor a fenti megszdmozés egy
bijekcidt 1étesit N és U kozott. Jeldlje ezt az N — U leképezést .

Vegyiik észre, hogy az A halmaz elemei felfoghatok vegyes alapi szdmrendszer-
ben felirt szamként is. Ez alapjdn egy v € N' N-es szamértéke:
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N

flv) = Z vi - 4, ahol:
i=1
N

Q = [ o5 Gelr.N).

j=i+1

A bevezetett jelolésekkel a feladatot djra specifikdljuk, és most mar megkovetel-
hetjiik azt is, hogy ha létezik keresett tulajdonsdagu elem, akkor az els§ ilyet adjuk
meg:

A=N xL
v l

B = {x}

Q: Igaz

R:(l=3peN:olo(u)A

L= (eleW) AVp e N = f(i) < F(v) = —ele(n)))

Ha nem hasznéljuk ki a g specidlis tulajdonsagait, akkor a fenti feladat megoldhat6
linedris kereséssel, a [0..]A/| — 1] intervallumon. Vizsgaljuk meg, hogyan hasznalhat-
nénk ki o specialitasdt! Nevezetesen azt, hogy a ¢ 3. tulajdonsdga miatt, ha o;(p(v))
igaz, 0;+1(¢(v)) pedig hamis, akkor minden olyan v/ € N -re, amelynek els§ ¢ + 1
komponense megegyezik v els6 i + 1 komponensével, 0; 1 (¢ (v')) is hamis lesz.

Legyeneg = (0,...,0) € N ésVi € [1..N] : g; € N olyan, hogy Vj € [1..N] \
{i} : i, = 0ése;; = 1. Nyilvanvalo, hogy f(e0) = 0, f(en) = 1ésVj € [1..N] :
flei) = Q.

Egészitsiik ki a v-t egy ,,tilcsorduldsbittel””, amelynek 1 értéke azt jelzi, hogy v
értéke mar nem novelhetd.

Terjessziik ki az f fiiggvényt az alabbi mddon:

f:{O,l}x/\/—>N0,

flw,v) = VO*Qo+ZVi-Qi, ahol:
i=1

N
QO = H gj.
j=1

Ezeket a jeloléseket haszndlva definidljuk az 8sszeadds miveletét két A -beli elem
kozott.
V/ + V” — l//// f(V/) + f(V”) _ f(V07 l////)

Most mar megfogalmazhatunk egy egyszer(, de fontos allit4st, ami alapjan kihaszndl-
hatjuk a megoldds sordn o specidlis voltat.
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12.1. allitas: Legyen v € N, valamilyen i € [1..N]-re —g;(p(v)), ésVj € [i +
1..N] : v; = 0. Ekkor Vu-re, ami nagyobb, mint v, és kisebb, mint v + ¢;,
—0i(p(p))-

A kovetkezOkben a vegyes alapi szamrendszerbeli szdmot tipusnak tekintve
definidlunk két tipusmtiveletet is, a fenti allitast is figyelembe véve.
Az els6 miivelet v megndvelése €,,-mel.

Anb'vel = N X NO X {0,1}

v m )
Bnb'vel =N x I\IO
voooom!

Qniver : W=V Am=m'Am' € [1.N]AVi € [m' +1..N]:v; =0)
Rusver - (v, V) =V + e A € [0..m/] A
Vie [ m+1.N]:v;=0Av, #0)

A megoldas egy ciklus, amelynek invaridns tulajdonsaga:

Prsver + (f(V) +v0 % Qm = f(V') + Qs Am € [0.m] A
Viem+1.Nl:vy,=0AYie€[l.m—1]:v; =)

Ciklusfeltétel: vy # 0 A m # 0, és a termindlofiiggvény: vg + m.

Ekkor a megoldéprogram:

novel(vp, v, m)

vy =1
1/07é0/\m7é0

\ VUm = 0m — 1

m, Vy :=m — 1,0 ‘l/(],l/m =0, +1

Definidljuk a mdsik miveletet is, amely amellett, hogy o(p(v))-t eldonti, azt a
legkisebb indexet is megadja, amelyre g;(¢(v)) hamis.

Akeres = N X I\IO x L

v m l
Bkeres = N X N0
v m

Qreres : (v=V" Am=m/ Am' € [L.N] A omr—1((v)))
Rieres : (v =0 ANl = o(p(v)) A
=l — (m € [m'.NTA 0m-1(p(¥)) A =om ()N
Il —-m=N))

Ennek a feladatnak a levezetése majdnem azonos a linedris keresésével.
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keres(v,m,l)

m,l:=m —1,igaz
IAm#N

L= om+1(p(v))
m:=m-+1

Megjegyezziik, hogy az utéfeltétel utolsé sora esetiinkben folosleges, de a vissza-
1épéses szamldlasndl majd épitiink ra.

Mindezek birtokdban mar egyszer( lesz a megoldéprogram levezetése. Legyen az
invaridns tulajdonsag:

P=(VpeN:0< f(0,u) < f(ro,v) = mo(p(p) ANl = o(p(v))A
=l = (=1Vme[L.N|A=0n(pV)) A om-1(p¥))A
Vi€ [m+1.N]:v; =0))

A ciklusfeltétel és a termindlofiiggvény kézenfekvé médon adédik: -l A vy = 0
N
és [ o — f(vo,v).
j=1

Az invaridns tulajdonsag teljesiilését a

Q/:(VZEO/\VQZO/\
l= Q((,O(€0)) A=l — (m € [1N] A _‘Q'rrz((p(l/)) A Qm—l((p(y))))
garantdlja.

Q’-t egy szekvencidval érjiik el, amelynek a kozbiils$ tulajdonsdga
Q'=W=egAvy=0Am=1).

A Q"-b8l kovetkezik Qperes, €zért a szekvencia masodik tagjanak a keres(v, m,1)-t
vélasztva teljesiil Ryeres, amibdl pedig kovetkezik @)'. Természetesen a szekvencia
elsé tagjanak a v, vy, m := ¢, 0, 1 értékadast valasztjuk.

A ciklusmag levezetése is egyszerd. P A m-bsl kovetkezik 01, €Z€rt a cik-
lusmag elsd felének novel(vg, v, m)-t valasztva igaz lesz Ry sper, SOt P-t és a 12.1.
allitast figyelembe véve az is igaz, hogy Vu € N : 0 < f(0,p) < f(vo,v) —
—0(e(w)). Abban az esetben, ha vy = 1 is igaz, P is teljesiil. Ha vy # 1, akkor még

=l = olp(¥)) A

Sl = (v =1Vm e [1.N]A=gm(p®)) A om-1(p¥)) A
Vie[m+1.N]:v; =0)
teljesiilésérdl kell gondoskodni, de ehhez Rj.,..s mar elég lenne, az pedig igaz lesz
keres(v, m,1) utdn, mert Qgeres igaz volt.

Mivel nével (vy, v, m) nyilvan csokkenti a termindléfiiggvény értékét, a kovetkezd

program megolddsa a feladatnak:
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v, Vg, m = gp,0,1

keres(v,m,l)

SlAYy =0

novel (v, v, m)

\ VOZO
keres(v,m,l) ‘ SKIP

12.4.3. Visszalépéses szamlalas

A visszalépéses kereséshez hasonldan tobb visszalépéses technikat alkalmazé algorit-
mus is levezethet8, példaul a visszalépéses szamlalas.

A:NXNO
v d

B = {x}

Q:1Igaz

R: (d= i EZN 9(@(#)))

A feladat megolddsa most is egy ciklus lesz, amelynek az invaridns tulajdonsaga

by
P=(d= A
( 1< (vo,v) o(p(p))

(vo=1Vm e [1L.N]A om-1(p(v)) AVi € [m+ 1..N] : v; = 0)).

Az invaridns masodik sora garantdlja a 12.1. allitas alkalmazhatésdgat. Most az
invarians teljesiilését egy szimultan értékadassal érhetjiik el: v, vy, m, d := €, 0,1, 0.

A ciklusfeltétel vy = 0 lesz. A termindl6fiiggvény ugyanaz, mint a visszalépéses
keresésnél.

Az invaridns tulajdonsdgbdl kovetkezik Qperess €zért keres(v,m,l) utdn

Rieres igaz lesz. Ha —I, akkor 1< (v, 1) o(p(p)) = u< (23/0, V) Q(@(M))),
egyébként ( b < (Eyo,z/) ole(p)+1= < (Eyo,y) o(p(n))

Végiil, a novel (v, v, m) megtartja az invaridns tulajdonsagot a 12.1. llitds miatt,
és csokkenti a termindléfiiggvény értékét. Megjegyezziik, hogy itt haszndltuk ki azt,
hogy a keresési feladatban o(¢(r))) esetén is meghatdroztuk, mi legyen m értéke.
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v, vy, m,d :=€9,0,1,0

1% =0

keres(v,m,1)
l
di=d+1 | SKIP

novel (v, v, m)

12.5. Fiiggvényérték kiszamitasa

A tovabbiakban bizonyos specidlis fiiggvények helyettesitési ért€kének kiszamitisa-
val fogunk foglalkozni. Tegyiik fel, hogy van egy f : X — Y fiiggvényiink, ahol X
és Y tetszbleges halmazok. A feladat specifikaciéja tehat:
A=XxY
Z Y
B=X

1’/

Q:(x=2a)
R:(y=f(z'))

Természetesen az y := f(x) értékadds megoldésa a feladatnak. Ha ez az értékadds
nem megengedett program, és semmi mdst nem tudunk a fiiggvényrdl, akkor a

27z

megolddprogram eldallitdsardl sem tudunk mondani semmit. Ezért az elkovetkezdk-
ben tovabbi feltételezésekkel fogunk élni.

12.5.1. Fiiggvénykompozicioval adott fiiggvény Kiszamitasa

Tegyiik fel, hogy f = hog,aholg: X — Zés h:Z — Y fiiggvények.

P

Ekkor a feladat megolddsa egy szekvencia lesz. Kibdvitjiik az dllapotteret egy
Ujabb (Z tipust) komponenssel, melynek véltozdja legyen z. A szekvencia kozbiilsé
feltétele legyen

Q' : (= = g(a')).
Tétel: A kompozicio helyettesitési értékét kiszamité program:

z = g(z)
y = h(2)
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12.5.2. Esetszétvalasztassal adott fiiggvény kiszamitasa

Legyenek 71, ma, ..., m, : X — L feltételek és g1, 92,...,9, : X — Y fliggvények,
és tegyiik fel, hogy a m; feltételek lefedik az X halmazt. Legyen f : X — Y a
kovetkezo:

g1(z), ham(z);

g2(z), hama(x);

gu(z), ham(z).

Az eldgazas elss feltétele f definiciéja miatt teljesiil. Az y := g;(x) értékaddsok
garantdljak a masodik teljesiilését is.
Tétel: Az esetszétvalasztassal adott fiiggvény értékét kiszdmold program:

1 () \ ma () N ()

y = g1() Yy = ga(7) Y = gn()

12.5.3. Rekurziv formulaval adott fiiggvény kiszamitasa

Legyen H egy tetszdleges halmaz, k > 0 egy egész szdm, tovabbd I : Z x H* — H
fuggvény, to,t_1,...,t_r+1 € H rogzitett, és definidljuk az f € Z — H parcidlis
fliggvényt az aldbbi médon:

f(m) t07
f(m_ 1) t—la
f(m—k+1) tkt1;

tovabba Vi > m:

fG+1)=F@+1,f@),.., f(i —k+1)).

Feladatunk az, hogy meghatdrozzuk az f fiiggvény n > m helyen felvett értékét.

A=7Z xZx HxH x...x H
m n oy to ... t_pp

B=7 xZ xHx...x H
m' 'ty

Q:(m=m'An=n'"An>mAtg=1ty AN Nt_p11 =t'—k+1)
R:

@Ay = f(n))
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Ez a feladat is a fejezet elején targyalt intervallumos feladatok kozé tartozik. Le-
vezetése ennek megfelelden ugyanidgy torténik. A ciklus invaridns tulajdonséga, a @)’
ésa @

P=(QAi€mn] Ay=fi)y1=FG—1) A Ayopsr = fli—k+1),

Q=QNi=mANy=toNy_1=1t_ 1N ANYy_pr1=1t_ps1),

Q'=@QAnNi+1leman]rAy=fli+1)Ay_1=f(@E)A...
ANyY—p+1 = fli —k+2)).
Az4, Y,y 1, Y_pr1 = 0,t0,t_1,..,t_ry1 szimultdn értékadéds Q-bdl Q’-be jut,
és P A m-bol kovetkezik
lf(y7 Y=1, - Y—k+1 = F(/L + 17 Yy oo y7k+1>7 Yy y7k+2)ﬂ QN)'
Varidns fiiggvénynek n — i-t vdlasztva az ¢ := ¢ + 1 értékadas csokkenti azt.
Tétel: Az alabbi struktogrammal adott program megoldasa a specifikalt feladatnak:

iayay—lw'ay—k-‘rl = m7t07t—17"at—k+1
Y Y—15-Y—k+1 = F(Z + 17 Y, "'7y—/€+1)7y7 "7y—k+2)
1:=1+1

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban & nagyon sokszor egyenld eggyel, ezért erre
az esetre kiilon is felirjuk a megoldéprogramot.

1,y = m,to
1#n
y:=F(@+1,y)
1:=1+1

12.5.4. Elemenként feldolgozhat6 fiiggvény

A tovédbbiakban legyenek H; és H tetsz6leges halmazok, X és Y pedig az aldbbi
formdban felirhaté halmazok:

X = Xy x..xX,,
Y = Y x..xY,,

ahol Vi € [1.n] : X; = {z € p(H1) : |z| < oo}, azaz F(H1) és Vi € [1.m] : Y; =
{y € p(H2) : |y| < oo}, azaz F(Hz). Amint az a fenti leirasbdl kideriil, az X az
0sszes olyan halmaz n-est tartalmazza, amelyeknek minden komponense az adott H;
halmaz véges részhalmaza. Hasonldan, az Y elemei pedig az olyan halmaz m-esek,
amelyek H-beli véges részhalmazokbdl allnak.
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12.1. DEFINICIO: TELJESEN DISZJUNKT FELBONTAS
Azt mondjuk, hogy Z,T € X teljesen diszjunkt felbontdsa x € X -nek, ha
i) Vie [1%} X, =T U%i és
i) Vi, j € [1’/7,} 1T ﬂ%j = 0.
Vegyiik észre, hogy ha X egydimenzids, akkor a teljesen diszjunkt felbontds meg-

egyezik a diszjunkt felbontdssal, de tobbdimenzids esetben a teljesen diszjunkt fel-
bontés egy joval erGsebb feltételt jelent.

12.2. DEFINICIO: ELEMENKENT FELDOLGOZHATO FUGGVENY
Legyen f : X — Y. Ha minden x € X minden 7, 7 teljesen diszjunkt felbon-
tasara
il) Vi e [1m] : fl(f) n fz(i) =0,

akkor f -et elemenként feldolgozhatonak nevezzik.

Példa: Legyen H egy tetszGleges halmaz, X1 = Xo =Y = {z € p(H) : |z| < o0},
f:XixXe =Y, f((x1,22)) = 21Uxs. Ekkor f elemenként feldolgozhatd, ugyanis
tekintsiik az (x1,x2) halmazpdr egy tetszéleges (1, x3), (x1,%2) teljesen diszjunkt
felbontdsat. Ekkor a teljesen diszjunkt felbontds definicidja alapjan:

T Uil = T, T2 U%Q = I
T1NTy = @, ToNTy = 1]
T1NTy = 0, TonNz = 0

Vizsgaljuk most meg az elemenként feldolgozhatdsag két kritériumat:

L. f((z1,22)) U f((z1,22)) = (T1 UT2) U (51 U§2) = (71 Uil) U (T2 UEQ) =
z1 Uz = f((21,22)),

2. f((lexg)) N f(((El, .’52)) = (Tl UfQ) N (%1 U%Q) = (fl ﬁ%l) U (Tl miz) @]
(T2 NTy) U (T2 NTo) = 0.
Tehét a — kétvaltozds — unié elemenként feldolgozhaté fiiggvény.
A kovetkezd tételt gyakran fogjuk haszndlni arra, hogy elemenként feldolgozhat6
fuggvényt definidljunk.
12.1. TETEL: ELEGSEGES FELTETEL ELEMENKENTI FELDOLGOZHATOSAGRA
Legyen X = X1 X ... X X,,,Y =Y X ... x Y,,, X; = F(Hy) i€ [l.n]és
Y, =F(H) i€[l.m].

Az f: X — Y fiiggvény elemenként feldolgozhaté ha
Vielml: fi(ar,. . z) = | filsi(e),.. . snle)

ecriU---Uxy
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Va,bex1U---Uxp,a#b:

Vje [l.m]: fi(s1(a),...,sn(a)) N fi(s1(D),...,sn(b)) =0,
ahol

Vi € [1.n] : si(e) = { ?e} Ezz i Z’

Bizonyitas: A tétel egyszeriien kovetkezik abbdl, hogy ha T, T teljesen diszjunkt fel-
bontdsa x-nek, akkor

(Z1U---UZp)U(mU---UTp) =21 U--- Uz,

(iU UZp)N (T U---UT,) = 0.

O

A tovédbbiakban az elemenként feldolgozhaté fiiggvények helyettesitési értékének
kiszamitasaval fogunk foglalkozni.

Mielb6tt belekezdenénk a feladat specifikdldsaba és megolddsdba, bevezetiink két
olyan, halmazokra vonatkozo parcidlis értékadast, amelyeket aztdn a megolddprogra-
mokban primitiv miiveletnek tekintiink.

e Legyen I egy tetszOleges halmaz, és definidljuk az f :€ S(H)x H— F(H)
parcidlis fliggvényt:

fr(h,e) =hU{e} hae ¢ h.
e Ugyanezt a jelolést haszndljuk akkor is, ha f € S(H)xF(H) = F(H) és

f5(h,g)=huUg, hahNg=0.

e Hasonldan, legyen H egy tetszSleges halmaz, és definidljuk az f~ € §(H) x
H — §(H) parcidlis fiiggvényt:

f(h,e) = h\{e}, hae € h.
e Ebben az esetben is, ha f~ € F(H) x F(H) — F(H) parciélis fiiggvény:
f=(h,g) = h\ g, hag Ch.

A fenti fiiggvényeket kiszdmité h := fg(h,x), illetve h := f~(h,z) parcidlis

értékaddsokat a tovébbiakban h := h U z-szel és h := h ~ z-szel fogjuk jelolni.
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Egyvaltozos egyértékii eset

El6szor vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor mind X, mind Y egykomponenst, azaz
m = 1ésn = 1. Ekkor az f fliggvény egy halmazhoz egy masik halmazt rendel.

A=X xY
x Y
B =X

.'I/J

Q:(z=2a)
R:(y=f(")
Oldjuk meg a feladatot ciklussal: az invaridnsban azt fogalmazzuk meg, hogy az

halmaz a még feldolgozand6 elemeket, az y halmaz pedig a mér feldolgozott elemek
f szerinti képeinek unidjat tartalmazza, azaz

P=Uf(z)=f@)rynflz)=0).

Vizsgaljuk meg a ciklus levezetési szabalyanak feltételeit:

1) Q-bdl az y = () fennalldsa esetén kovetkezik P, ezért a ciklus elé az y := ()
értékadas keriil.

2) Azinvaridnsbdl f(x) = () esetén kovetkezik az utéfeltétel, am ez j6 eséllyel nem
egy megengedett feltétel (hiszen éppen f-et akarjuk kiszdmitani). Vegyiik észre
azonban, hogy f elemenkénti feldolgozhatésaga miatt x = () esetén f(z) = D is
teljesiil (az iires halmaznak két iires halmaz egy teljesen diszjunkt felbontdsa).
Tehat a ciklusfeltétel: 7 = (z # 0).

3) Ha (a ciklusfeltétel szerint) = nem iires, akkor termindl6fiiggvénynek
vélaszthaté x szdmosséga, azaz t = |x|.

5) x szamossagat ugy tudjuk csokkenteni, ha elhagyunk bel6le egy — benne levé —
elemet. Ezt megtehetjiik az imént bevezetett parcidlis értékadassal: x := = ~ e.

4) Trjuk fel a fenti parcidlis értékadds P-re vonatkozé leggyengébb eléfeltételét:
Q": (U flz\{e}) = f@) Ayn flz\{e}) =0Ae€u)

Jol 14thatd, hogy ez P A m-bdl nem kovetkezik. Vegyiik azonban észre, hogy ha
e egy z-beli elem, akkor {e} és =\ {e} z-nek egy teljesen diszjunkt felbontdsa,
tehdt f elemenkénti feldolgozhatésaga miatt:

feH) U fe\{e}) = [f(z)
fenfle\fe}) = 0

lgyazy:=vy Of ({e}) értékadds mar majdnem elegendd, hiszen
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If(y:=y U f({e}),Q") = (yUf{eHU f(z\{e}) = F@) A(yU F({e}))N
flx\{e})=0Aecux).

Ezt a feltételt 6sszevetve P A m-vel ldthatd, hogy mdr csak az e € z allitast kell
teljesiteniink. Ezt viszont megtehetjiik az e :€ x értékkivalasztassal, amelynek
a fenti allitasra vonatkozé leggyengébb eldfeltétele P A .

Tétel: Ekkor a kovetkez6 program megoldésa a specifikalt feladatnak:

Q/ y:=0 PATA
@ x# 0 t=to
e.ex QH/
y:=yU f({e}) Q"
r:=r>~e P A
R t <to

Bizonyitas: A tétel a fenti levezetésbol kovetkezik.

Kétvaltozos egyértékii eset

Legyen [ : X xY — Z (X,Y,Z C F(H) elemenként feldolgozhaté fiiggvény.
A=XxY x Z

x y z
B=XxY
x/ y/

Q:(z=a"Ay=1)
R:(z= f(«,y))
Tétel: Ekkor a kovetkezd program megoldésa a specifikalt feladatnak:

z:=10
TE£DVYy#£D
e:€ (xUy)

ecxNeédy \ ecrhecy \ e¢dxNe€c€y

z=20 f({e},0) |z:=20 f({e}.{e}) | z:=20 f(0,{e})

r:=r=x>~e

|
12

8

=z e yi=yx>~e

R

e

Y=y

Bizonyitas: A tétel az egyvaltozos esettel analég médon levezethetS, ha invaridns
tulajdonsdgnak az alabbi allitast:
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P=(zUf(z,y)=f@ y )Nz flz,y) =0 A
@ \2)Ny=0A @ \y)na=0),
termindl6fiiggvénynek pedig ¢ = |« U y|-t valasztjuk. (]

Egyvaltozos kétértékii eset

Legyen f: X =Y xZ (X, Y, ZC§(H), f1: X =Y, fo: X = Z,f = (1, f2))
elemenként feldolgozhaté fiiggvény.

A=X xY x Z

T Y z
B =X

xl
Q:(r=2a)

R:(y= fil@)Az= fa(z)))
Tétel: Ekkor az aldbbi program megoldasa a specifikalt feladatnak:
y,2:=0,0
z#0

ecex

yoz:=y U fi{e}), 2 U fa({e})

r:=r=x=e

Bizonyitas: A tétel levezetése az egyértékii esettSl csak az invaridns tulajdonsag
megvélasztasaban tér el:

Py fi(z) = fr(@) Ayn file) =0 A
zU fo(z) = fo(a") A 20 fa(a) = 0)

A termindléfiiggvény marad, és a levezetés 1épései is megegyeznek. [

Altalanos valtozat

Legyenek n,m rogzitett természetes szamok, f : X3 x --- x X, = Y3 X -+ X
Y, (X;,Y; € §(H), (i € [1l.n],j € [1..m])) elemenként feldolgozhaté fiiggvény,
éslegyenek az f; : X1 x --- x X,, = Y; (j € [1..m]) figgvények az f komponens-
fiiggvényei, azaz f = (f1,..., fm).

A=X; x ... x X, xY1 x...xY,
z1 T, Y1 Ym

B=X x...x X,

! i
T T
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Q: (=24 NNy =2))
Ry =fl@h, ) A Ay = fn(@h, 0 20)
Tétel: Ekkor az alabbi program megoldésa a specifikalt feladatnak:

Yis s Ym = wa aw

n

Uazi#0

i=1

n

| Viel:e€x; AVie[l.n]\I:e&u; |

yl?"'?ym =

Y1 LNJ fl(sl(e)a e ~75n<6))7 -y Ym G fm(51(€)7 LR Sn(e))

Viel:x;:=x;,~¢

ahol I C [1..n] és I # (),

Vi € [Ln] : si(e) { é)e} b ; §

Az eldgazas ,dgainak” szdma 2" — 1.
Bizonyitas: A tétel az aldbbi invaridns tulajdonsiggal és termindléfiiggvénnyel kony-
nyen levezethetd.

P:(Vjel.m]: (y; U fi(z1,...,2n) = fi(zh, ..., 2))A

yi N fi(x, .. xn) =0AYi k€ [1n]: () \ z;) Nay =0))

t= U €T,
i=1
O

Megjegyzés: a fenti programozési tétetlekbdl kovetkezik, hogy a 12.1 tétel
feltétele nemcsak elégséges, de sziikséges feltétele is az elemenkénti feldolgo-
zhatésagnak.

12.6. Feladatok

12.1. Adott egy f : Z — Z fiiggvény. Hatarozzuk meg, hogy a fiiggvény melyik két
pontban veszi fel a maximumét és a minimumadt az [m..n| intervallumban!

12.2. Hatarozzuk meg az x és az y természetes szamok legnagyobb kozos osztéjat!

12.3. Hatdrozzuk meg az x €s az y természetes szamok legkisebb kozos tobbszorosét!
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124.

12.5.
12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

12.16.

12.17.

12.18.

Hatdrozzuk meg —a hatvdnyozas miveletének haszndlata nélkiil — az  szdm
n-edik hatvanyét!

Dontsiik el, hogy a k természetes szam osztja-e az = természetes szamot!
Dontsiik el, hogy az = természetes szdm primszdm-e!

Adottak az x és y vektorok (z.dom = y.dom ). Képezzik azx +yésazx — y
vektorok skaldris szorzatat!

Hatiarozzuk meg az = vektor elemeinek 6sszegét tigy, hogy a pdratlan indext
elemek a negaltjukkal szerepeljenek az dsszegzésben!

Adott egy egész szamokbdl 4116 vektor és két egész szam. Allapitsuk meg, hogy
a két szam el6fordul-e a vektorban, és ha igen, akkor melyik el6bb!

Adott az egész szamokat tartalmazé = vektor. Permutdljuk a vektor elemeit
(helyben!) ugy, hogy a vektor egy eleme a monoton rendezés szerinti helyére
keriiljon, azaz ne el6zze meg 6t ndla nagyobb elem, és utdna ne legyen nala
kisebb!

Adott az x négyzetes matrix. Hatdrozzuk meg az alsé haromszog elemeinek
Osszegét!

Adott az z négyzetes matrix. Tiikrozziik (transzpondljuk) a mellékatlgjara hely-
ben (azaz az eredmény z-ben keletkezzen)!

Adott az = négyzetes matrix. Tiikrozziik (transzpondljuk) a f64tl¢jara helyben
(azaz az eredmény x-ben keletkezzen)!

Adott az x vektor. Szamitsuk ki a b vektor ( b.dom < x.dom ) elemeinek értékét
ugy, hogy b i-edik eleme az elsé ¢ darab x-beli elem 6sszege legyen!

Adottak az n és k szamok. Szamitsuk ki (Z) értékét!

Az x egész szamokbol 4ll6 vektor egy decimdlis szdm szdmjegyeit tartalmazza
helyi érték szerint csokkend sorrendben. Szamitsuk ki az dbrazolt szam értékét!

Adott egy természetes szam. Az x egészértékii vektorban allitsuk el6 a szdm
szamjegyeit helyi érték szerint csokkend sorrendben, és adjuk meg azt is, hogy
a szam hany szamjegybdl all!

Az x egész szamokbol 4ll6 vektor egy decimdlis szdm szadmjegyeit tartalmazza
helyi érték szerint csokkend sorrendben. Allitsuk el6 z-ben az eredetinél eggyel
nagyobb szdm ugyanilyen 4brdzoldsit, illetve mondjuk meg, ha tilcsordulds
volt!
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12.19.

12.20.

12.21.

12.22.

12.23.

12.24.

12.25.

12.26.

12.27.

Az z egész szamokbdl 4ll6 vektor egy decimdlis szam szdmjegyeit tartalmazza
helyiérték szerint csokkend sorrendben. Allitsuk el6 z-ben az eredetinél eggyel
kisebb szdm ugyanilyen dbrdzoldsat, illetve mondjuk meg, ha alulcsordulés
volt!

Az azonos értelmezési tartomanyd x és y vektorok egy-egy x.dom jegy( deci-
malis szdm szamjegyeit tartalmazzak. A kisebb indexeken vannak 10 magasabb
hatvanyainak egyiitthat6i. Képezziik a z vektorban a szdmok 0sszegét, illetve
allapitsuk meg, hogy keletkezett-e tilcsordulas!

Adott az x vektor, melynek elemei k2-es szamrendszerbeli szamjegyek. Allitsuk
el6 az igy reprezentélt szam k-s szamrendszerbeli jegyeit az y vektorban (a szam
magasabb helyi értékeit a vektor alacsonyabb indexi helyein taldljuk)!

Adott az z vektor, melynek elemei k-s szdmrendszerbeli szamjegyek. Allitsuk
el6 az igy reprezentalt szim k2-es szamrendszerbeli jegyeit az y vektorban (a
szdm magasabb helyi értékeit a vektor alacsonyabb index{ helyein talaljuk)!

Egy vektor egy egész szdmot reprezentdl igy, hogy a vektor minden eleme a
szam egy decimdlis szdmjegyét tartalmazza. Csokkentsiik ezt a szimot egy adott
helyi értéken egy 0 — —9 kozotti értékkel!

Hatédrozzuk meg az x természetes szam decimadlis alakja szdmjegyeinek szamat!

Hatdrozzuk meg az z természetes szdm decimdlis alakja szdmjegyeinek
Osszegét!

Adott egy egész szamokbol 4ll6 vektor. Rendezziik a vektor elemeit (helyben)
csokkend sorrendbe!

Adott az = és b vektor gy, hogy b az x indexeibdl veszi fel elemeit. Az x vektor
minden b;-edik elemének helyére frjunk nullat!



13. fejezet

Transzformaciok

Ebben a fejezetben azzal fogunk foglalkozni, hogyan lehet a programozasi tételeket
konkrét feladatok esetében alkalmazni.

El6szor egy olyan feladatot néziink meg, amelynek latszélag semmi koze a prog-
ramozéshoz: oldjuk meg az 2% — 5x + 6 = 0 egyenletet. Az egyik lehetdség az, hogy
valamilyen gondolatmenettel (gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés vagy teljes
négyzetté alakitds) (x—3)(z—2) = 0 alakra hozzuk, és azutdn megoldjuk azx—3 = 0
és az x — 2 = 0 egyenleteket. Vagyis az eredeti feladat helyett két masik, de egysz-
er(ibb feladatot kell megoldani. Pontosan ez a levezetés 1ényege is. Ezt a mddszert
alkalmaztuk az el6z6 fejezetben.

7 2

A misik lehet6ség az, hogy megoldjuk a kovetkez dltaldnos feladatot: ax? 4 bx +
¢ = 0. Belatjuk azt a tételt, hogy ha a # 0, akkor a gyokoket a kozismert gyokképlettel
kapjuk meg:

—b+Vb% — dac
2a

Ezutan alkalmazzuk a tételt: a képletben a helyébe 1-et, b helyébe —5-6t és ¢ helyébe
6-ot helyettesitve megkapjuk a gyokoket. A programozdsban ezt a mddszert nevezziik
visszavezetésnek.

A masodfoku egyenlet gyokképletét gyakran alkalmazhatjuk nem mdsodfoku
egyenletek megoldasa esetén is, példdul legyen a megoldandé egyenlet: 4 —522+4 =
0. Az 22 = y helyettesitést alkalmazva y-ra kapunk egy masodfoki egyenletet, amit
megoldva mér csak az 22 = 1 és x? = 4 egyenleteket kell megoldanunk. Azt mond-
hatjuk, hogy egy transzformdcio segitségével oldottuk meg a feladatot.

A tovéabbiakban el6szor a visszavezetéssel foglalkozunk.
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13.1. Visszavezetés

A legegyszeriibb esetben a megoldandé feladat és a programozdsi tételek allapottere
azonos, legfeljebb a jelolésben kiilonbozik, és atjelolés utdn az eld- és utdfeltételek
is megegyeznek. Ekkor a megoldéprogramot is egyszer( étjeloléssel kapjuk meg. Ez
az eset azonban elég ritka, erre szoritkozva a visszavezetés haszndlhat6sdga nagyon
korlatozott lenne.

Emlékeztetiink azonban arra, hogy a megoldds 5.1. definicidja szerint a feladat és a
program allapottere kiilonboz4 is lehet; masrészt felhasznalhatjuk azt az 6sszefiiggést,
hogy egy szigortibb feladat megolddsa egyben megolddsa a gyengébb feladatnak is,
lasd a 2.1. allitast.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a tétel utéfeltétele szigoribb, mint a feladaté, vagy
ha a tétel allapotterében szerepelnek olyan komponesek, amelyek a feladatéban nem
(a kiterjesztés 4.1. definicidja szerint a tétel ebben az esetben is szigortibb), akkor a
tétel programja, esetleges atjelolés utan, megoldasa lesz a feladatnak. Ilyen esetekben
mondjuk azt, hogy szigoritdssal vezetiink vissza.

Ha a feladat allapottere tartalmaz olyan komponenseket, amelyek nincsenek benne
a tétel allapotterében, igy a 4.2. definici6 szerint a tétel megoldéprogramja nem val-
toztatja meg Oket, az ilyen véltozoknak a feladat el6- és utdfeltételében egy-egy
paramétervaltozdval rogzitettnek kell lenniiik. Az ilyen véltozdkat a visszavezetés
paramétereinek nevezziik, és rendszerint a tétel ,,adott fiiggvényeit” hatdrozzak meg.

Eléfordul, hogy a tétel feladatdnak értelmezési tartomdnya sziikebb, mint a
megoldand6 feladaté, ebben az esetben egy feltétel segitségével leszikitjik az
értelmezési tartomdnyt. Valdjaban itt levezetési 1épést alkalmazunk, a feladat
megolddsa egy eldgazds, ha a feltétel teljesiil, a megoldéprogram a tétel programja,
egyébként vagy mads tételt, vagy levezetést alkalmazunk.

13.2. Egyszerid programtranszformaciok

A kovetkez6 transzformdacidk segitségével olyan, az eredetivel ekvivalens programot
hozunk 1étre, amely valamilyen szempontbdl elényosebb szamunkra, mint az eredeti.
A szempont alapvetSen kétféle lehet. Az egyik: a transzformalt program megengedett
programkonstrukcié, mig az eredeti nem az. Gyakran fordul eld, hogy visszavezetéssel
nem megengedett programot kapunk. A masik szempont is a visszavezetéshez kapcso-
16dik: sokszor a visszavezetéssel kapott program nagyon ligyetlen, és a transzforma-
cidval ezen javitunk.

Nem megengedett feltétel kitranszformalasa elagazasbol. Legyen S C A x
A S = IF(m : S1,...,m @ Sp)y A = A; x ... x A,,. Konstrudljuk az
S C A" x A’ programot az alabbi médon:

A=A x ... x A, xL x...x L

ai am ll ln
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I, ...

;ln = 71-1(al7 ~-~7af’m)7 o 77Tn(af1a (xz) a?n)

IF(Zl : Sl, 7ln : Sn)

Ekkor az S’ program ekvivalens S-sel A-n.

Nem megengedett ciklusfeltétel kitranszformalasa.
DO(ﬂ' : So), A= A1 X ...

alabbi mddon:

A/:Al X ..

ax

Legyen S C A x A** S =

X Ap,. Konstrudljuk az S’ C A’ x A”™" programot az

x A, x L
Am l
li=m(ay, ..., am)
l
So
li=m(ay, ..., am)

Ekkor az S’ program ekvivalens S-sel A-n.

Szimultan értékadas helyettesitése egyszerii értékadasokkal. Legyen S C A X
A** akovetkezd szimultan értékadas:

A:Alx...

ai

x A,

am

5]

A1y eeey Qm 1= fl(a17 ey am)a ) fm(ala sy am) ‘

Konstrualjuk az S’ C A’ x A’*" programot az alidbbi médon:

A/:Al D

ai

X A, X Al X ...

am

X An,
by bim
]
bl = fl(a’la '°'7am)
by, == fm(ala sy am)

a) = b1




170 13. TRANSZFORMACIOK

Ekkor az S’ program ekvivalens S-sel A-n.

Szekvencia sorrendjének felcserélése. Ha S5 = (S1;52), 521 = (S2;51), és az
allapottér azon komponenseit, amelyektdl az S; fiigg, S2 nem valtoztatja meg, és vi-
szont, akkor S15 ekvivalens So;-gyel.

Si2 | Sa )
Sl 52
SQ Sl

Ciklusmagbeli szekvencia sorrendjének felcserélése. Legyen S = DO(7 : Sp),
So = (i := i + 1;So1), és tegyiik fel, hogy az i konstans Sp;-ben. Legyen tovabba
S = (S ii=i 1),

@1
T Y
i=i+1 St

So1 1:=1+1

Ekkor S ekvivalens S’-vel.

Fiiggvény helyettesitése valtozoval. Legyen S C A x A™*, A = A1 X ... X A, €8
legyen f egy, az A;, X ... x A;, altér felett definidlt fliggvény, melynek értékkészlete
H. Tegyiik fel tovabbd, hogy az a;,, ..., a;, valtozok konstansok S-ben, és készitsiik
elaz S’ C A’ x A”™" programot az aldbbi médon:

A=A x...x A, x H

ai A, z

z:= f(ai,...,a:,)

Sf(ai1 -,---1117‘,,6)4*2

Ekkor S’ ekvivalens S-sel A-n.

Rekurzivan definialt fiiggvény helyettesitése. Legyen H egy tetszGleges halmaz,
k > 0 egy egész szam, tovabbad F : Z x H* — H fiiggvény, to,t_1,...,t_xr1 € H
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rogzitett, és definidljuk az f € Z — H parcialis fiiggvényt az alabbi médon:

f(m) = to,
f(m’ - 1) = t—la
fim=k+1) = t_p4,

tovabba Vi > m:
fG+1)=F@GE+1,f#@),....fli —k+1)).

Tekintsiik az aldbbi S programot:

So
i:=1+1

ahol ¢ mind Sp-ban, mind S;-ben konstans, Sy-ban hivatkozds torténik f(i + 1)
értékére, Si-ban legfeljebb f(i)-re és m = i # n(A...). Ekkor S ekvivalens az
alabbi programmal:

’i, ZyR—1yeey Rek41 = M, to, t_1, --7t—k+1
S1
T
2,21,y 2kl = F+ 1, £(3), ... fG—k+1)),2, .y 242
Sof(i+l)<fz
1:=14+1

Mindegyik esetben egyszeriien beldthat6 a programfiiggvények azonossiga.

13.3. Tipustranszformaciok

Tipustranszformdciorol akkor beszélhetiink, ha az éllapottér bizonyos komponenseit
valami kapcsolddo tipusra cseréljiik.

A programozasi tételek — és dltalaban véve a (feladat, megoldéprogram) parok —
az aldbbiakban bemutatdsra keriilé transzformacidkon keresztiil dltalanosithatok, ha
az allapotterek kozotti transzformacié tulajdonképpen tipustranszformécio. Ekkor az
abran lathat6 valamely tipuson megoldott program egyszerli szabdlyok segitségével
atvihet6 egy kapcsol6do tipusra.
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fliggvény

N

halmaz

/

fuggVénytfpuS <—> gorozat

/

vektor

input fajl

13.1. abra. Tipusok kozotti kapcsolatok

A programozasi tételek atirasa mas tipusra.

Az aldbbi sémdk a programozasi

tételek tipusok kozotti transzformécidjakor elvégzendd helyettesitéseket definidljak.
A transzformdcié gy torténik, hogy az elsd tipus adott miiveletét a masodik tipus

megfeleld (azonos sorban levd) miiveletére cseréljiik.

Induljunk el az intervallumon értelmezett fiiggvényektdl. A fiiggvénytipusra vald
attérés lényegében nem igényel transzformdaciot, hiszen az f : func(Z, H) értéke egy
[lob(f)..hib(f)] intervallumon értelmezett Z — H fiiggvény. Ha olyan programrol
van sz6, ahol a fiiggvény rogzitett — a tételeink ilyenek —, akkor egytittal vektorra is

transzformaltunk.

o Intervallum felett definialt fiiggvényrol sorozatra

Az s : seq(H) sorozat is tekinthetd az [1..dom(s)] intervallumon értelmezett
7. — H figgvénynek, de a miiveletek k6zott nem szerepel az indexelés. Ezért
nem is minden programunk frhaté at sorozatra. Tegyiik fol, hogy egy program-
ban mindig csak az f(i + 1)-re hivatkozunk, ahol f az [m..n] intervallumon
értelmezett fliggvény. Az elsé hivatkozast megel6zben ¢ := m — 1, utdna pedig
az ¢ := 1 + 1 programok kivételével minden mds programban ¢ konstans. Ha
ezek a feltételek teljesiilnek, akkor garantdlhat6 a kdvetkez6 invaridns tulajdon-

sdg: s =< f(i+1),...
malhatjuk a programot:

, f(n) >. Azaz a kovetkez§ helyettesitéssel transzfor-

t:=m—1
Fli+1)
t:=1+1

a.dom # 0
f(a.lov)

a:lorem

Példa (szamlalas tétele):
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k,d:=m—1,0 d:=0
k#n a.dom # 0
\ B(k+1) B(a.lov)
di=d+1 | SKIP di=d+1 | SKIP
k=k+1 a :lorem

e Sorozatrél szekvencialis input fajlra (dz, x : lopop vagy sy, dy,y : read)

A két tipus kozotti megfeleltetés: ha az a sorozat nem iires, akkor megegyezik
a loext(x,dx) és loext(y, dy) sorozatokkal, mig iires sorozat esetén az x és y

sorozatokkal.
dx,x : lopop sy,dy,y : read
a.lov dx dy
a:lorem dx,x : lopop sy,dy,y : read
a.dom # 0 dx # extr sy = norm

A transzformalt program egy plusz lopop (vagy read) miivelettel kezdddik,
ezért ezt a transzformaciot eldreolvasdsi technikdnak nevezziik.

Példa (szamlalas tétele):

sy,dy,y : read
d:=0 d:=0
a.dom # 0 sy = norm
Bla.lov) B(dy)
di=d+1 | SKIP di=d+1 | SKIP
a : lorem sy,dy,y : read

e Halmazrdl sorozatra (egy input halmaz/sorozat esetén)

A két tipus kozotti megfeleltetés: az a és b sorozatok tagjai felsoroljak az x és y
halmazok elemeit.



174 13. TRANSZFORMACIOK

y:=10 b= )
z#0 a.dom # 0
ecx
€ a.lov
y U b: hiext
T a: lorem

A fenti megfeleltetést alkalmazhatjuk az elemenkénti feldolgozas esetén is,
feltéve az f fiiggvényrdl, hogy egy egyelemi halmazhoz egyelemd halmazt ren-
del hozza. Ez viszonylag ritkén teljesiil, az azonban mar nagyon gyakori, hogy
legfelebb egyelemii a kép. Ebben az esetben b : hiext helyébe egy elagazis,
IF(d=0:SKIP,d#0: (b: hiext(d))) keriil.

Megjegyezziik, hogy az e :€ = miivelet helyett az e := a.lov értékadast is {rhat-
tuk volna, ami szintén szigoritast jelent az eredeti értékkivalasztashoz képest.

Példa (egyvaltozés egyértékii elemenkénti feldolgozas):

y=0 b= )
x# 0 a.dom # 0
e€x b : hiext(f({a.lov}))
y:=yU f({e}) a : lorem
ri=x~e

7z

Az el6zbekben targyalt el6reolvasési technika segitségével megkaphatjuk a
szekvencidlis f4jlra vonatkoz6 valtozatot is.

Példa (egyvaltozods egyértékii elemenkénti feldolgozas):

sx,dx,x : read

e Sorozatrol vektorra

A transzformiciot az akaddlyozza, hogy a vektor értelmezési tartomanyat nem
véltoztathatjuk meg. Ezt a problémat konnyen kezelhetjiik input sorozat ese-

b= () b:= )
a.dom # 0 sx = norm
e = a.lov e:=dzx
b: hiext(f({e})) b: hiext(f({e}))
a: lorem sr,dr,x : read
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tén, de az output sorozat esetében a transzformacié csak akkor hajthaté vég-
re, ha foltessziik, hogy a sorozat elemeinek szdma nem haladja meg a vektor
értelmezési tartomdnydnak szdmossagat.

Feleltessiik meg az x (és y) sorozatnak az (u, i) (illetve (v, j)) part, ahol u, v
vektorok és ¢, 7 nemnegativ egészek, oly médon, hogy ¢ az z (illetve j az y)

sorozat elemeinek szdma, és az elemei az u vektor uy job, - - - , Uy job+i—1 (l-
letve a v vektor vy, jop, - - - , Vu.i0b+i—1) €lemeivel egyeznek meg.
x.dom # 0 1#0
x.lov U lob+i—1
x : lorem 1:=1—1
y : hiext(d) Vp.lobtj J = d,j +1
Y =<> j=0

Példa (egyvaltozos egyértékii elemenkénti feldolgozas):

Y i=<> j=0
x.dom # 0 1#0
y : hiext(f({x.lov})) Vo.dobtjs J = f({Uuiobri—1}),J +1
x : lorem 1:=1—1

o Halmazokroél sorozatokra

Ketté (tobb) input halmaz a targyalt tételek kozott a két(tobb)valtozds ele-
menkénti feldolgozas esetében fordul eld. A kétvaltozés elemenkénti feldolgo-
zasndl az okozhat gondot, hogy el kell tudnunk donteni, egy adott elem melyik
sorozatban van benne. Ezért feltessziik, hogy a sorozatok novekvéen ren-
dezettek, mert igy mindkét sorozat legelsd eleme a legkisebb, és ha ezek koziil
a kisebbiket valasztjuk, akkor a tartalmazas egyszertien eldonthets. Egyébként
a transzformadcid tobbi része megegyezik az egyvaltozods esetnél leirtakkal (itt is
sziikséges, hogy a fiiggvényérték legfeljebb egyelemii legyen). Természetesen
az elem kivéalasztdsa itt is elhagyhatd, hiszen a [ov miivelet a sorozatnak mindig
ugyanazt az elemét adja vissza.
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c:=()

a.dom # 0V b.dom # 0

(a.dom # 0 A b.dom # 0 A
a.lov < b.lov) Vb.dom =0

(a.dom # 0 A b.dom # 0 A
a.lov > b.lov) V a.dom =0

a.dom # 0 A b.dom # 0 A

a.lov = b.lov

c: hiext(f(0,{b.lov}))

¢ : hiext(f({a.lov},

¢ : hiext(f({a.lov},0))

a: lorem b : lorem {b.lov}))
a:lorem
b: lorem

A teljesség kedvéért bemutatjuk a szekvencidlis fajlokra vonatkozé véltozatot
is, alkalmazva az eldreolvasasi technikat:

sx,dx,x : read

sy,dy,y : read

c=0)

ST = norm\V 8y = norm

st = abnormV

sr = sy Ndx > dy

c: hiext(f(0,{dy}))
sy,dy,y : read

sTr = SyA
dr = dy

¢ : hiext(f({dz}, {dy}))

sx,dx,x : read

sy = abnormV

sr = sy Ndx < dy
¢ : hiext(f({dz},0))

sr,dxr,x : read

sy, dy,y : read

Megjegyezziik, hogy a feltételekben azért irhattunk sx = norm A sy = norm
helyett sz = sy-t, mert a ciklusfeltétel szerint nem lehet mindkettd abnorm.

13.4. Allapottér-transzformacié

Az aldbbiakban egy olyan példat mutatunk be, amelyben az allapottér-transzformacié
nem egyszer( tipustranszformacié. A feladatot gy fogjuk megoldani, hogy eredeti 4l-
lapottér helyett egy Uj (absztrakt) dllapotteret valasztunk, azon megoldjuk a feladatot,
majd a megoldasban szereplé miiveleteket megvaldsitjuk az eredeti téren.

13.4.1. Szekvencialis megfelelo

Egy feladat megoldasa sordn sokszor szembesiiliink azzal a problémaval, hogy kiilon-
boz6 tipusértékhalmazokba esé értékek kozotti kapesolatot kell lefrnunk, vagy ilyen
értékeket kell 6sszehasonlitanunk. Erre leggyakrabban akkor keriil sor, ha valamilyen
allapottér-transzformdaciot végziink, és meg kell adnunk az eredeti és az absztrakt tér
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kozotti kapesolatot. Az ilyen megfeleltetések formalis megaddsa 4ltalaban elég ne-
hézkes. A szekvencidlis megfeleld fogalméanak felhaszndldsaval azonban ezek a kap-
csolatok is egyszeriibben rhatok fel.

Legyenek Ey, Es, ..., E, elemi tipusok. Legyen
E=|JEiésF={E,E,,... E}.
i=1

Tegyiik fel, hogy a T tipus reprezentécios fiiggvényére igazak az aldbbi megszorita-
sok:

e 0CE*xT,
e o kolcsonosen egyértelmi (bijektiv),

e o megengedett tipuskonstrukcié (azaz direktszorzat, unié és iterlt konstruk-
ciokbdl épiil fel).

Legyen tovdabbd B = {By, Ba, ..., By} az dgynevezett bdzishalmaz, ahol B; (i =
1,...,m) tetszSleges tipusértékhalmaz. Ekkor a t € T elem B bdzisra vonatkoztatott
szekvencidlis megfelelGje:

(t), haT € B;
0 haT ¢ BAT € F;
seq(t|B) =1 R(t|B), haT ¢ BAT ¢ F és T rekord,

E(t|B), haT ¢ BAT ¢ F ésT egyesités;
S(t|B), haT ¢ BAT ¢ F és T sorozat,

ahol
R(t|B) = kon(seq(t.s1|B),...,seq(t.sg|B));
E(tB) = seq(py (t)|B);
S(t|B) = kon(seq(t1|B),...,seq(tiom)|B))-

A jelolés egyszeriisitése végett, ha a bazis egyelem, akkor a bazishalmaz helyett az
elem is frhat6, azaz B = {B; } esetén

seq(t|By) == seq(t|B).
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Tekintsiik a kovetkezd példat:

T = seq(R),
R = (nev:NEV,szul:SZUL),

NEV = seq(CHAR),

SZUL = (hely: HELY,ido: DATUM),

HELY = seq(CHAR),

DATUM = (ev:EV,ho: HO,nap: NAP),
EV = Ny,
HO = Ny,
NAP = N,

Legyen F' = {CHAR,Ny}, t € T. Ekkor

seq(t|NEV) a t sorozatbeli rekordok név részeinek sorozata
(e NEV™),

seq(t|CHAR) a t sorozatbeli rekordok név részének és sziiletési
hely részének egymds utdn filizésével kapott
karaktersorozat;

seq(t{HELY,EV}) a t sorozatbeli rekordok sziiletési hely és év

részének egymas utdn flizésével kapott sorozat
(€ (HELY UEV)*);
seq(seq(t|{NEV)|CHAR) a t sorozatbeli rekordok név részeibdl képzett
karaktersorozat;
seq(t|Z) iires sorozat.

13.4.2. Példa allapottér-transzformaciora

Tegyiik fel, hogy van egy karakterekbdl allé szekvencidlis fajlunk, ami egy szoveget
tartalmaz. A feladat az, hogy szdmoljuk meg, hany olyan csupa betiibdl all6 rész van
a szovegben, amelynek hossza nagyobb, mint egy megadott k érték!

fgy els6 ranézésre a feladat nem vezethetd vissza egyetlen ismert programozasi
tételre sem. A feladatot ezért ugy transzformadljuk, hogy bevezetiink egy 1j dllapot-
teret. Tegyiik fel, hogy a szovegfdjl helyett egy olyan f4jlunk van, amelyben szavak —
betiikbdl all6 sorozat — és elvalaszté részek — csupa nem beti karakterbdl 4ll6 sorozat
— vannak. Azaz az eredeti dllapottér:

A= X x N, X = file(CH),
T d
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és az uj allapottér:

A'= F x N,  F=file(SZO;ELVR),
f d
SZO = seq™ (BETU),  ELVR = seq™ (NBETU),

ahol BETU jelenti a betii, és NBETU a nem betii karakterek halmazit. Az F-re még
egy invaridns tulajdonsdgot is folirunk. Két egymast kovetd elem tipusa nem lehet
azonos, vagyis

Irp(2) = (Vi € [1..dom(z) — 1] : 2;.820 # 2;,1.5Z0).

Mi a kapcsolat a két allapottér kozott? Természetesen az, hogy x és f ugyanazok-
bdl a karakterekbdl 4ll, és a sorrendjiik is azonos. Ezt fejezi ki az, hogy

seq(x|{BETUNBETU}) = seq(f|{BETU,NBETUY}).

Most mdr meg tudnank fogalmazni, hogy a szavak hosszait akarjuk meghatdrozni,
de ehhez az elvélaszt6 részekre nincs is sziikség, ezért azokat el is hagyjuk.

A"= G x N, G = file(SZ0),
g d

és az f és g kozotti kapcsolat
seq(f1{SZ0}) = seq(g|{SZO}).

Mivel nekiink nem a szavakra, hanem csak a hosszukra van sziikségiink, tovabb
transzformaljuk az allapotteret.

A= H x N H= file(N)
hoood

és a g és h kozotti kapcsolat
dom(h) = dom(g) és Vi € [1..dom(g)] : hy = dom(g;).

Tehat a feladat specifikicidja:

A=H x N
h d
B=H
1Y
Q:(h=")
dom(h)

R:(d= > x(h;>k))
i=1
Ez a feladat visszavezethetd a szdmldlds tételének szekvencidlis féjlra felirt val-

tozatara:
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open(h)

sh,dh,h : read

d:=0

sh = norm

dh >k

d:=d+1

SKIP

sh,dh,h : read

Hatra van még az absztrakt open és read miiveletek megvaldsitasa.

Az absztrakt h fajlnak pontosan akkor van még eleme, ha az eredeti x fijlban van
még karakter. Ezért van sziikség az open miiveletre, amely arra hivatott, hogy biz-
tositsa a read miivelet elején megkivant invaridns tulajdonsagot: vagy sz = abnorm
vagy dx a kovetkezG sz6 elsd karakterét tartalmazza. Ezen invaridns tulajdonsag segit-
ségével a read miiveletben konnyen el lehet donteni, hogy lesz-e visszaadott érték,

vagy mdr az absztrakt f4jl is kiliriilt.

Az absztrakt fajlok kezelésének 4ltaldban is ez a technikdja: egy open mivelettel
biztositjuk a read elején megkivant invaridns tulajdonsigot, és gondoskodunk réla,
hogy a read miivelet ezt az invaridns tulajdonsdgot megtartsa. Az absztrakt read
mindig egy eldgazds a read definicidjanak megfelelGen.

Nézziik tehat az absztrakt miiveletek megvaldsitdsat az eredeti dllapottéren: ezek,
mint lathat6, szintén programozasi tételek egyszerti alkalmazésai:

open(h)]

sr,dx,x : read

sz = norm A dx € NBETU

sr,dr,x : read

sh,dh,h : read]

ST = norm

sh := norm

dh:=0
sz = norm A dx ¢ NBETU
dh :=dh+1

sx,dr,x : read

sz = norm A dx € NBETU

sx,dxr,r : read

sh := abnorm
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13.5. Programinverzio

13.5.1. Egyvaltozoés eset

Legyenek C, D, E és F tetszSleges tipusok. Legyen tovdbbd X = seq(F) és Y =
seq(F), valamint f; : C = X, fo : X = Y és f3: Y — D fiiggvények.
Tekintsiik az alabbi specifikdcidval adott feladatot:

A=C x D
c d
B=C
C/
Q:(c=C)

R:(d= fzo fao fi(c))

Tegyiik fel, hogy az f; fiiggvény értékét kiszamité program az aldbbi alakban
irhat6 fel:

A=Cx X
c T
B=C
c/
Q:(c=C)
R: (z = fi())
511(6)
T i =<>
512(67 6)
x : hiext(e)
513(C>

Ha az Sq1, S12 és S13 programok végrehajtidsa nem véltoztatja meg az = valtozo
értékét, akkor a fenti programot elemenként elddllito programnak nevezzik.
Hasonldan, tegyiik fel, hogy az f3 fiiggvény értékét kiszamité program pedig az

alabbi forméban irhato fel:

A=Y x D
Y d
B=Y

/

Y
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Q:(y=1v)
R:(d=f3(y))
S31(d)
y.dom # 0
Sza(d, y.lov)
y : lorem
Sz3(d)

Ha az S31, S32 és Ss3 programok végrehajtasa nem valtoztatja meg az y véltozd
értékét, akkor a fenti programot elemenként felhaszndlo programnak nevezziik.

Tegyiik fel tovdbba, hogy az fy fiiggvény elemenként feldolgozhatd, és min-
den egyelemii halmazra a fiiggvényérték egyelemd. Ekkor a fiiggvénykompozicié
helyettesitési értékének kiszdmitdsdra vonatkoz6 programozasi tétel alapjan a fela-
dat megoldhat6 a fenti elemenként el6allito, egy elemenként feldolgozé és az imént
bemutatott elemenként felhaszndl6 program szekvencidjaként.

A feladatra azonban egy hatékonyabb megolddst is adhatunk a kovetkezd
program-transzformacioval, melyet programinverzionak hivunk. A kozbiilsé két
sorozat tipust kihagyjuk, és a harom ciklust egybeirjuk az aldbbi médon:

S11(a)
S31(d)
S12(a,e)
e := fa({e})
S32(d, €)
Si3(a)
S33(d)

13.5.2. Kétvaltozos eset

Legyenek Al, A%, B, C és D tetszSleges tipusok. Legyen tovdbbda X = seq(B) és
Y = seq(C), valamint f} : A' = X, f2: A%> - X, fo : X x X — Y és
f3:Y — D fiiggvények.

Tekintsiik az alabbi specifikacidval adott feladatot:

A=A x A2 x D
al a? d
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B = Al x A2

! /
al a2

Q: (a' =a'' Aa? =a?)
R:

(d= fyo fo(fl(a"), f2(a®)))

Legyenek az f{ és f1 fiiggvényeket kiszamit6 elemenként el6allité programok az
alabbiak:

Sti(a') St (a®)
rli=<> 1?2 =<>
mt w2
Sip(at,el) Sta(a”, e?)
xl : hiext(et) 22 : hiext(e?)
Sis(a') St5(a?)

2 sorozatok rendezettek.

és tegyiik fel, hogy az elé4llitott ' és

Legyen f3, mint kordbban, elemenként felhaszndlé prgrammal kiszamitott fiigg-
vény. Tegyiik fel, hogy fo egy olyan kétvaltozés, egyértéki elemenként feldolgozhatd
fliggvény, amely minden olyan halmazpéarhoz, amelynek tagjai legfeljebb egy elemet
tartalmaznak, egy egyelemi halmazt rendel hozza.

Ekkor a fiiggvénykompozicié helyettesitési értékének kiszamitdsara vonatkozd
programozasi tétel alapjan a feladat megoldhat6 a fenti két elemenként el6allit, a
kétvaltozos, egyértéki elemenként feldolgozo és az fs-at kiszamitd elemenként fel-
haszndld program szekvencidjaként. Vajon ebben az esetben is Osszeinvertilhatéak a
fenti programok?

A vilasz természetesen: igen, de a megoldds itt nem olyan egyszer(i, mint az
egyvaltozos esetben volt. A probléma a szekvencialis fajlokndl felmeriilttel anal6g:
az elemet el64llité program (S%, illetve ST) az egyes elemeket ugyantgy szolgaltatja,
mint ha f4jlbél olvasnank Sket: csak akkor nézhetjiik meg a kovetkez6 elemet, ha le-
generdltatjuk. Ez sugallja azt a megoldast, hogy az x' és 22 sorozatokat tekintsiik
absztrakt fajloknak az elemenként feldolgozdsban. Az elemenként felhaszndl6 prog-
ram beinvertdldsa nem okoz gondot, ugyanigy torténik, mint az egyvaltozds esetben.
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open(zl), open(z?)
szl dxl, z! : read, sx?,dz?, 2 : read
S31(d)
szl = norm V sz? = norm
sz? = abnorm V (sz! = sx? szl = sx? szl = abnorm V (sz! = sx?
Adzl < dz?) Adxt = da? Adzl > dz?)
e = fa({dx'},0) e = fo({dz'}, {dz?}) e = f2(0, {dz?})
szl dxl, xt : read szl dxt, zt : read sx2, dx?, 22 : read
sx?,dx?, x? : read
ng(d7 e)
Stz(at)
S24(a?)
S33(d)
ahol az absztrakt fajl miiveleteinek megvaldsitdsai:
open(xl)j open(z?)
| S1(a") | | S5 (a?) |
[sxl, dz' ! - read] [sxz, dz?, 22 : read]
l l
7T1 7'(2
S.%'l = norm 8.’1}1 := abnorm S."L'Q = norm 8.’1}2 := abnorm
S%Q(alvdl‘l) 5122(&2,d1‘2)

13.6. Példak

13.1. példa: Keressiik meg az f : Z — 7Z fiiggvény olyan értékeinek a maximumat
az [a, b] intervallumon (és egy hely indexét), ahol az argumentum és a hozzd tartozé
érték paritdsa azonos!

Megoldas:
A= 7 x Z x Z x Z x L
a b i max l
B= 7Z x Z
a v

Q:(a=d Ab=V ANa<b+1)
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R:(QANl=(Fielab:2i+f@)ANl—(i€la.b]A2i+ f(i) AN maz =
f@) AV € ab]: 25+ F() = (f() < f(4))))

A specifikdci6 nagyon hasonld a feltételes maximumkeresés programozdsi
tételéhez. Az eltéréseket az aldbbi tablazattal foglalhatjuk Ossze:

feladat feltételes maximumkeresés
a > m
b > n
2i+ f(i) < B(i)

Az olyan feladatokat, amelyek specifikicidja csak dtnevezéseket tesz egy mar is-
mert programozdsi tétel specifikdcidjadhoz képest, természetes visszavezetéssel old-
hatjuk meg. Az emlitett dtnevezés érintheti a tétel valtozdinak neveit, az altalanos
kifejezéseket (pl. 5(4)-t) vagy az utéfeltétel allandd értéki kifejezéseit. Ismert progra-
mozasi tételeknek tekintjiik a programozasi tételek kiilonbozd atirdsait (pl. vektorra,
sorozatra, input féjlra).

Amennyiben a specifikdciokat ily médon sikeriil egy alakra hoznunk, akkor az
atnevezéseket a programozasi tétel mar ismert programjan elvégezve megkapjuk a
kitlizott feladatot az 5.3 definici6 értelmében megold6 programot.

k,l:=a—1,hamis
k#b
2 f(k+ 1+ f(k+1)) 21k +14+ f(k+1) | 2/(k+14 f(k+1))
Al Al
flk+1) |f(k+1)
Li L > max < max
SKIP . , 1, max =
igaz,k+ 1, f(k+1) [
k1, f(k+1) SEIP
k=k+1

13.2. példa: Adjunk meg egy, az n és 2n természetes szamok koz¢ esd primszamot!

Megoldas:
A= N x N
n p
= N
n/

B
Q:(n=n"A3Fje [n.2n]:prim(j))
R:(Q Ap € [n.2n] A prim(i))
A linedris keresés 1. véltozatdnak specifikdcidja hasonld. Lassuk, hogy az alabbi
atnevezések utdn milyen kiillonbségek maradnak!
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feladat linedris keresés 1.0
n — m
p > 7

prim(i) ¢ B(i)

Kiilonbség, hogy az eléfeltételiink szigortbb, hiszen a j futéindexnek nem csupédn
n folott, hanem 2n alatt kell lennie. (Megjegyezziik, hogy a specifikacio eléfeltétele
az éltaldnossdgot nem szoritja meg, ugyanis minden n természetes szdm esetén 1étezik
egy prim n és 2n kozott (Csebisev-tétel).

A linedris keresés 1. utéfeltételének behelyettesités utani alakja:

R =(Q ANp>nAprim(p) AVj € [n..p—1]: —prim(j))

Ez az utdfeltétel biztositja az R feltételt a Csebisev-tétel miatt. Hiszen, ha p-nek
olyannak kell lennie, hogy p — 1-ig ne legyen prim n-t6l, és p prim, akkor p biztosan
nem nagyobb mint 2n. Ugyanakkor az R nem koveteli meg, hogy p — 1-ig minden
szam n-tdl kezdve Osszetett legyen, ezért a két feltétel kozott egyenldség nem, csupan
kovetkezés 4dll fenn (R’ = R).

Tehét a tétel szigoribb, mint a feladatunk, ezért szigoritissal vezetiink vissza.

p:=n
~prim(p)
p=p+1

13.3. példa: Allapitsuk meg, hogy van-e az f : Z — Z fiiggvény értékei kozott paros
szdm az [m..n] intervallumban!

Megoldas:
A= 7Z x Z x L
m n l

B= 7Z x Z
m’ n'
Q:(n=n"Am=m'Am<n+1)

R:(QANIl=(3j€[m.n]:2]f()))

A linedris keresés 2.8 specifikdcidja hasonlé. Lassuk, hogy az alabbi megfeleltetés

utdn milyen kiilonbségek maradnak:
feladat linedris keresés 2.8
2[f(i) B(i)

A kiilonbség az, hogy az -t, azaz azt a komponenst, ami mutatna a megtalalt paros
elem helyét, az allapotteriink nem is tartalmazza. Ez a kiilonbség persze indukalja az
utéfeltétel Osszes olyan tagjanak kiesését is, amely i-re tett kikotést.

Ebben az esetben a feladatunk kiterjesztésénél a tétel nyilvan szigortibb, igy szi-
goritdssal vezetiink vissza. A tétel programja az 5.4 definici6 értelmében megoldésa a
feladatnak.
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Ezt a visszavezetést nevezhetjiik alteres visszavezetésnek is, hiszen a feladatunk
allapottere altere a programozasi tétel allapotterének. . Amikor a programozasi té-
tel allapotterének egy eredménykomponensét (tehat az el6feltételben nem szerepel,
de az utéfeltétel tesz ra kikotést) nem taldljuk meg a feladat allapotterében (és igy
természetesen az utéfeltételében sem), akkor az alteres visszavezetés dltaldnositott
esetérdl beszéliink.

1,1 :=m — 1, hamis

-lANiT#n
1:=2|f(i+1))
t:=14+1

13.4. példa: Hatarozzuk meg az n természetes szam osztdinak a szamat!

Megoldas:
A= N x NO
n d
B= N
n/
Q:(n=n)
R:(QNd= ;x(iln))

A specifikdci6 nagyon hasonlé a szamlalds programozasi tételéhez. Az eltéréseket
az alabbi tdblazattal foglalhatjuk Ossze:

feladat szamlalas
1 <> m

Els6 ranézésre itt is csak az a probléma, hogy b&vebb a tétel allapotere. Most
azonban nem alkalmazhatjuk a , kiterjesztés, szigoritds™ receptet, mert nem csak az al-
lapotterek €s az utéfeltételek kiilonboznek, hanem a paraméterterek és az el6feltételek
is.

A specifikdcé tétele, illetve annak megfordithatésdga alapjan, ha egy ,,jol”
specikdlt feladat paraméterterét sziikitjiik, akkor kapunk egy uj feladatot, aminek
megoldéasa lesz az eredeti feladatot megold6 program. Esetiinkben a megszamlalas
tételébol a kovetkezd feladatot kapjuk:

A= N x N x Ny
m n d
B= {1} x N
m’ n/
Q:(m=1An=n"A1<n+1)
R:

(QAd= ; X(iln))
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Ha a megoldandé feladatunkat kiterjesztjik az A = {1} x N x Ny éllapot-
m n d
térre alkalmazhatjuk a 2.2 4llitést.

A fenti tulajdonsaggal rendelkez6 visszavezetést is alteres visszavezetésnek, azon
beliill konstanssal helyettesitésnek nevezziik.

Ellenérizni sziikséges, hogy a konstans érték, amellyel m-et helyettesitettiik,
teljesiti-e a szdmlalds el6feltételének rd vonatkoz6 nem trividlis részét ((m < n+1) =
(1<n+1)(neN),.

Ezekkel a megjegyzésekkel most mar felirhatjuk a megoldéprogramot:

k,d:=0,0
k#n
k+1|n
d:=d+1 SKIP
k:=Fk+1

13.5. példa: Keressiik meg az [m..n] intervallumban azt a legkisebb k szdmot, amelyre
p és k relativ primek!

Megoldas:
A= N x N x N x L x N
m n k l p
B= N x N x N
m/ n' 4
Q:(n=n"Am=m'"Am<n+1Ap=yp)
R:(QANl=(3j € [m.n]:inko(p,j)=1) ANl — (k € [a..b] A lnko(p,k) =1 A
Vj € [m.k —1] : inko(p,j) # 1))

A specifikdcié nagyon hasonl6 a linedris keresés 2.8 programozasi tételéhez. Az
eltéréseket az alabbi tablazattal foglalhatjuk Ossze:

feladat linearis keresés 2.8
k > 7
Inko(p,i) =1 <+ B(1)

Ez a visszavezetés paraméteres visszavezetés, mert az allapottér bOvebb, és a
helyettesit6 tdbldzatban a 3(i) helyettesitésekor fel is haszndljuk ezt a plusz kom-
ponenst. Ugyanakkor a bevezetett p az eldfeltétel szerint adott értékd és a program
soran nem véltozik (az utéfeltételben is szerepel rejtve a p = p').
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k,l:=m —1,hamis
SIANE#n
l:= (Inko(p,k+1) =1)
E=k+1

13.6. példa: Allapitsuk meg, hogy van-e az f fiiggvény értékei kozott olyan szdm,
amely k-hoz relativ prim!
Megoldas:
f:[m,n] =N
A= 7Z x Z x L x N
a b l k
B=7Z x Z x Z
a b K
Q:(a=d ANb=VANa<b+1ANE=FK)
R:(QANl=(3j€la.b:inko(k,j)=1))

Ezt a linedris keresés 2.8 tételre vezethetjiik vissza, azonban a visszavezetés al-
tal4dnositott alteres, hiszen nem vagyunk kivancsiak a keresés 4ltal visszaadott fiig-
gvényargumentumra, amellyel a fiiggvényérték relativ prim k-hoz. Ugyanakkor a vis-
szavezetés paraméteres is k paraméter szerint.

A helyettesitések:

feladat linearis keresés 2.8
a < m
b > n
Inko(k,i)=1 <« B(7)
i,l:=a—1,hamis
-INi#D
l:=(Inko(k,i+1)=1)
1:=4+1

13.7. példa: Adott a kezdGpontja szerint névekvs sorrendben a szimegyenes N darab
intervalluma. Allapitsuk meg, hogy a k szam hany intervallumba esik bele.
Megoldas:
Iv=(ah:Z,fh:7Z)
Ity (i) = (icah <i.fh+ 1)
V = vekt([1..N], Iv)
A=V x Z x No
v k d
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B=V x Z
v’ K
Q:(v=vANk=k AVie[l.N —1]:vil.ah < v[i + 1].ah)
R:(QNd= fj x(v[il.ah < k < v[i].fh))
i=1

A speciﬁkéc_ié nagyon hasonl6 a szdmldlas programozasi tételéhez. Az eltéréseket
az alabbi tdbldzattal foglalhatjuk ossze:

feladat szamlalas
1 < m
N > n
v[z].ah < k <wvlz].fh < B(x)
i “ k

A visszavezetés paraméteres a k szerint, tovabbd a szamldlds programozasi
tétele nem koveteli meg a bemend vektor valamilyen rendezettségét, tehat a feladat
elsfeltétele erdsebb, mint a tételé, igy szigoritunk.

id:=0,0
i#N
v[i + 1].ah < k <wli+1].fh
d:=d+1 SKIP
1:=1+1

13.8. példa: Dontsiik el a monoton ndvekedd f fiiggvényr6l a szigord értelemben vett
monotonitast!
Megoldas:
fi[m.n]—>Z
A= 7Z x Z x Z

m n l
B= 7 x Z

m' n'
Q:m=m'An=n"Am<n+1AVic[m.n—1]: f(i) < fli+1))
R:(QNl=Miemmn—1]:fl@)< fi+1)=QA-l=(Fiem.n-1]:
F0) = £+ 1))

Ha az utéfeltétel masodik alakjat vessziik figyelembe, akkor a specifikécié hasonlit
a linedris keresés 2.8 specifikdci6jdhoz, par apré eltéréstdl eltekintve. Ilyen eltérés
(a tablazatban osszefoglalhatékon kiviil), hogy a tétel ¢ dllapottér-komponense a mi
specifikdcionkban nem szerepel, illetve az, hogy a tétel nem kovetelné meg a vizsgalt
fliggvény monotonitdsit. Tehdt egyrészrdl ¢ szerint dltalanositott alteres, masrészrdl —
az elofeltételek kiillonbozdsége miatt — szigoritdsos ez a visszavezetés.
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feladat linearis keresés 2.8
F=f6+D) = 0]
=l <~ l
n—1 > n

Az n-nek n — 1-gyel vald helyettesitése esetén az elfeltétel csak akkor teljesiil,
ha m < n, ezért a visszavezetéshez erre a kiegészitd feltételre is sziikség van.

A visszavezetés paraméteres a k szerint, tovdbbd a szdmldlds programozasi
tétele nem koveteli meg a bemend vektor valamilyen rendezettségét, tehat a feladat
elsfeltétele erdsebb, mint a tételé, igy a visszavezetés egyben szigoritott is.

1,7l :=m — 1, hamis

——lANiF#n-—1
—li=fE4+1) > fi +2)
t:=14+1

Ezzel a struktogrammal tobb probléma is van. A legnagyobb az, hogy szerepelnek
benne nem definidlt értékadasok. Hiszen az értékadds definicidjakor a jelolésben csak
azt engedtiik meg, hogy a bal oldalon véltozonevek alljanak. Itt azonban egy kifejezés,
nevezetesen a —! 4ll, ahol [ mar valtozénév. Egyszerli meggondoldsok alapjan azonban
lathatjuk, hogy az ilyen tipusu értékadasok atirhaték érvényessé, ha ,,mindkét oldalt
még egyszer tagadjuk”, majd a kialakult ——/ formulak helyére egyszertien csak [-et
irunk. Ezzel az utols6 1€péssel a struktogram masik folosleges alaku kifejezését, a
benne szereplé ——l részt is kikiiszoboltik.

Igy:

i,l :=m —1,igaz
INi#n—1
l=fl+1) < f(i+2)
1:=1+1

13.9. példa: Keressiink az [a..b] intervallumban ikerprimeket! Feltehetjiik, hogy a >
2.
Megoldas:
A= N x N x L x N
a b l P
B=7 x Z
a b
Q:(a=d Ab=VANa<b+1Aa>2)
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R:(QANl=(Fi€la.b—2]: (prim(i) A prim(i +2))) Al — (p € [a..b — 2] A
prim(p) A prim(p + 2)))

A specifikaci6 hasonlit a linearis keresés 2.8 specifikacidjahoz, par apro eltéréstdl
eltekintve. Ezeket foglalja ssze a tabldzat:

feladat linearis keresés 2.8
prim(i) A prim(z +2) <« B(1)
p > )
a > m
b—2 > n

Az utolsé helyettesités esetében az elfeltétel csak akkor igaz, haa < b — 1, ezért
ezt fel kell tenniink.

A visszavezetés szigoritott, hiszen az el6feltétel az intervallumok tekintetében szi-
goribb a feladatban, mig az utéfeltétel gyengébb a feladatban, mint a tételben (mi
nem koveteljilk meg, hogy az els6 ikerprimet taldlja meg a program).

p,l:=a—1, hamis
“IANp#b—2
;= prim(p + 1) A prim(p + 3)

pi=p+1

A megoldasban szerepld [ := prim(p + 1) A prim(p + 3) értékadést egy dj fel-
adatként is megfogalmazhatjuk: allapitsuk meg egy p szdmrdl, hogy & maga és a ndla
kettdvel nagyobb szam prim-e! Ez a feladat az eredeti dllapottér egy alterén specifikal-
hat6:

A =1L x N
l p
B'= N
p/

Q :(p=p Np>2)
R QA= (Viel2.p—1]: (=(ilp) A =(il(p+2)) = (QAN~l=(Fie
[2.p — 1] : (ilp Vi[(p + 2))))

Ez visszavezethet6 a linedris keresés 2.8-ra. A visszavezetés az alteres vissza-
vezetés mindkét esetével Osszeegyeztethetd (hiszen az intervallum kezdetét kon-
stanssal helyettesitettiik, ugyanakkor a tétel « eredménykomponensét nem hasznaltuk
a specifikdcidban). A visszavezetés altalanos is, mivel mi a 2 konstanssal mint az in-
tervallum elejével és ap—1 > 2 kifejezéssel mint az intervallum végével az iires inter-
vallum feldolgozasat kizartuk az el6feltételben, igy az szigortbb a tétel eldfeltételénél.
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feladat linedris keresés 2.8
ipVilp+2) « B(1)
=l > l
2 <> m
p—1 &~ n

@::prl’m(p) /\pr1’m(p+2))
I

1,1 :=1,igaz
INi#p—1

Li==(+1pA=(i+1)|(p+2)
1:=1+1

Tehat a megoldast igy is irhatjuk:

p,l:=a—1,hamis

-IANp#b—2

i, :=1,19az
INi#p—1

L= =+ Dl(p+ 1) A G+ Dl(p+3)
t:=1+1

p=p+1

A késbbbiekben ezt a helyettesitést nem fogjuk elvégezni, hiszen semmi j infor-
maciét nem ad, s6t sok esetben a konkrét programnyelven torténé kédolast is megne-
hezitheti.

13.10. példa: Keressitk meg az f : Z — Z fiiggvény értékei kozott a k szam p-edik
el6fordulédsat az [a..b] intervallumban!
Megoldas:

A feladat megfogalmazdsdhoz definidlunk egy g € Z — Ny parcidlis fiiggvényt,
ahol g(4) azt adja meg, hogy hdnyszor vette fel az f fiiggvény a k értéket az [a..i]
intervallumban.

gla—1)=0,Yica—1..b—-1]:

, (4), ha f(i+1) # k;
9“+1*:{§@+4ﬂ ha f(i +1) = k.
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A= 7Z x Z x Z x N x Z x L
a b k P i l
B=7Z x Z x Z x N
a y k' p/
Q:(a=d Ab=VANa<b+1AE=K ANp=)p)
R:(QANl=(Fjela.b:9()=p)ANl—=(i€fa..b] Ag(i)=pA f(i)=k))
feladat linedris keresés 2.8
a > m
b > n
gli)=p < B(i)

i, :=a—1,hamis
“lNi#Db

L= (g(i+1) #p)
ti=1+1

Felhaszndlva a rekurziv fiiggvény valtozéval valé helyettesitésének programtransz-
formécids mddszerét g-re:

z:=0

i,l:=a—1,hamis
N E
z:=F(i+1,2)
l:=(z#p)
1:=1+1

Ha ismerjiik az eldgazdssal definidlt fliiggvény kiszdmitdsdnak programozasi
tételét, akkor ebbdl megkaphatjuk a megoldéprogramot, ha azt F'-re alkalmazzuk:
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z:=0

i,l:=a—1,hamis
N E
fG+1)=k
zi=z+1 z = z(< SKIP)
l:=(z#p)
1:=1+1

13.11. példa: Keressiik meg az [m..n] intervallumban f : Z — Z fiiggvény egy olyan
értékét, amely egyenld a kozvetlen szomszédai atlagaval!

Megoldas
A= 7Z x Z x L x Z
m n l 7

B

Q=m=m'An=n"Am<n+1)
R=QAl=@Gem+ln—1]: (f(j) = LL=HUEEDYy A j 5 (i €
[m+1,n = 1] A f(5) = D))

A linedris keresés 2.8 specifikacidja hasonlé. Lassuk, hogy az aldbbi dtnevezés
utdn milyen kiilonbségek maradnak:

feladat linearis keresés 2.8
m+1 <~ m
n—1 <> n

F(i) = f(lfl);f(ﬂrl) o B(i)

Az els6 két helyettesités esetében a tétel el6feltétele csak akkor igaz, ha m < n,
ezért ezt fel kell tenniink.

A visszavezetés altalanositott, hiszen nem koveteljik meg, hogy az els6 ilyen
specidlis tulajdonsagu elemet taldljuk meg.

i, :=m, hamis
-INT#Fn—1
L= (f(i + 1) = LOHH2)
t:=14+1
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13.7. Feladatok

A feladatokban szerepld fliggvények (ha mas nincs kikotve) egész szamok egy inter-
vallumén vannak értelmezve és egész értékiiek.

13.1.

13.2.
13.3.
134.

13.5.
13.6.
13.7.

13.8.

13.9.

13.10.
13.11.
13.12.
13.13.

13.14.
13.15.
13.16.

13.17.

Hatdrozzuk meg az f fiiggvény azon pozitiv értékeinek a szamat, amelyek
kozvetleniil egy negativ érték utdn allnak!

Allapitsuk meg, hogy az n természetes szimnak van-e paratlan valédi osztéja!
Hatédrozzuk meg az n természetes szam legkisebb pératlan oszt6jét!

Adottak az x €s y vektorok, ahol y elemei az = indexei koziil valok. Keressiik
meg az x vektornak az y-ban megjeldlt elemei koziil a legnagyobbat!

Adjuk meg, hiny olyan elem van az = vektorban, amely kisebb az indexénél!
Hatédrozzuk meg az n természetes szdm legkisebb egyszeres osztdjat!

Adottak az azonos értelmezési tartomanyd f és g fuggvények. Az f értékei
egészek, g pedig csak a 0, 1 értékeket veszi fel. Hatdrozzuk meg azoknak a paros
f-értékeknek a szdmat, amelyek olyan poziciéban vannak, ahol a g fiiggvény
értéke 1!

Keressiik meg azt a helyet, ahol az f fiiggvény értékének decimalis alakjaban
az egyesek helyén a legnagyobb szdmjegy 4ll!

Az x vektor egy szdveget tartalmaz. Allapitsuk meg, hogy visszafelé olvasva a
szoveg ugyanaz-e!

Adott egy graf a csiicsmatrixdval. Allapitsuk meg a k-adik cstics fokszdmat!
Hatérozzuk meg az f fiiggvény legnagyobb k-val oszthat6 értékét!
Hatarozzuk meg az n természetes szam valddi paros osztdinak szamat!

Hatarozzuk meg az f fiiggvény lokdlis minimumai koziil a legnagyobbat! (Egy
érték akkor lokdlis minimum, ha mindkét szomszédjanal kisebb.)

Adjuk meg az f fiiggvény egy k-val oszthato értékéhez tartozé argumentumat!
Hatdrozzuk meg az f fiiggvénynek a k-nal kisebb legnagyobb értékét!

Adott a kozéppontjaval €s a sugaraval a sikon egy kor, és tovabbi N darab pont.
Keressiink egy olyan pontot, amely a korbe esik!

Hatdrozzuk meg az f figgvénynek az [a,b] intervallumba esS legnagyobb
értékét!
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13.18.

13.19.

13.20.

13.21.

13.22.

13.23.

13.24.

13.25.

13.26.

13.27.

13.28.

13.29.

13.30.

13.31.

13.32.
13.33.

Hatédrozzuk meg az f fiiggvény azon értékeinek a szdmat, amelyek vagy az [a, b]
vagy a [c, d] intervallumba esnek!

Hatarozzuk meg az f fiiggvénynek azt a legnagyobb értékét, amely k-val osztva
1-et ad maradékul!

Adjuk meg az f fiiggvénynek azt az értékét, amely mod N a legnagyobb!

Adottak az azonos értelmezési tartoményd f és g fiiggvények. Az (f(i), g(7))
szamparok egy-egy sikbeli pont koordinatai. Szamoljuk meg, hogy a pontok
koziil hdny esik az (o, yo) kozéppontd, r sugard korbe!

Keressiik meg az f fiiggvénynek az els6 n-nél kisebb vagy 0 értékét!

Adottak az x és y vektorok, valamint a k£ szdm. Az y vektor az x indexeinek egy
részhalmazat tartalmazza. Szamoljuk meg, hany olyan k-val oszthaté elem van
z-ben, amelynek indexe megtaldlhat6 y-ban!

Adott az z vektorban egy szoveg. Allapitsuk meg, hogy a szoveg tartalmaz-e
maganhangz6t!

Keressiik meg az f fiiggvény egy olyan értékét, amely beleesik az [a,b] és a
[¢, d] intervallumba is!

Az x vektor egy szoveget tartalmaz. Szamoljuk meg, hdny magdnhangzé van a
szovegben!

Allapitsuk meg, hol van a monoton ndvekeds f fiiggvényben a legnagyobb
ugrés, azaz az f(k) — f(k — 1) érték mely k-ra maximalis!

Hatarozzuk meg az f fiiggvény legnagyobb paros értékéhez tartoz6 argumentu-
mot!

Keressiink az x vektorban két olyan szomszédos elemet, amelyek szorzata
negativ!

Adottak az [m, n] intervallumon értelmezett f és g fiiggvények. Allapitsuk meg,
hany egész koordindtdju pont esik a fiiggvényértékek kozé!

Adottak az x és b vektorok. ,,Fektessiik” b-t az « vektorra folyamatosan egymas
utan, ahdnyszor csak lehet, és szamoljuk meg, hdny helyen egyeznek az egymas
feletti értékek!

Adott az n természetes szam. Hatdrozzuk meg n egy valédi osztdjat!

Adjuk meg az f fuiggvénynek azt az értékét, amelynek szomszédai atlagatol
valé eltérése a legnagyobb!
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13.34.
13.35.

13.36.

13.37.

13.38.
13.39.

13.40.

13.41.
13.42.

13.43.

13.44.

13.45.

13.46.

13.47.
13.48.
13.49.

13.50.

13.51.

Keressiink az x vektorban egy olyan elemet, amely oszthat6 az indexével!

Adott az x matrix, amelynek elemei sorfolytonosan névekvé sorozatot alkotnak.
Keressiik meg a matrixban az n értéket!

Adott egy = vektor, amely szineket tartalmaz sotétedd sorrendben ( szineken
értelmezve van egy dgynevezett sotétségi relacid, amely teljes rendezés). Ke-
ressiik meg az x vektorban a vildgoskéket!

Adott a sitkon N darab pont. Keressiik meg az origé6tdl legtdvolabb es6 pontot!
Adjuk meg az f fiiggvény utolsé pozitiv értékének argumentumat!

Adott az = vektor, amelynek elemei nulldk és egyesek. Szamoljuk meg, hanys-
zor fordul el6 a vektorban a *0101” szakasz!

Allapitsuk meg, hogy van-e az f fiiggvény értékei kozott olyan szam, amely
k-hoz relativ prim!

Hatédrozzuk meg az n természetes szam legkisebb valédi nem prim osztéjat!

Adottak az f és g monoton ndvé fiiggvények, valamint a k szam. Allapitsuk
meg, taldlhaté-e olyan ¢ és j argumentum, amelyre f (i) + g(j) = k!

Adjuk meg az  matrix egy olyan sordnak indexét, amely nem tartalmaz pozitiv
elemet!

Allapitsuk meg, hogy a b vektorban levs szoveg eléfordul-e a karakteres x vek-
torban!

Adott az injektiv f fiiggvény. Adjuk meg egy helyet, amelyet legaldbb egy olyan
megeldz, ahol a fiiggvényérték nagyobb!

Hatarozzuk meg az elsé helyet, ahol az f fiiggvény olyan értéket, vesz fel, ame-
lyet legalabb kétszer vesz fel!

Keressiik meg az  matrixnak azt a sordt, amelynek minden eleme 1!
Adjuk meg, hdny primszdm van az [a, b] intervallumban!

Hatdrozzuk meg az n-nél kisebb, n-hez relativ prim természetes szamok
szamat!

Adott két egybevagd 2n-szog. Mindkettd oldalait véletlenszertien kékre vagy
pirosra festettiik. Helyezziik egymdsra a két sokszoget ugy, hogy a lehetd
legtobb helyen legyenek azonos szinii oldalak egymason!

Szamoljuk meg az f : [m,n] X [m,n| — Z fiiggvény nulla értékeit!



13.7. FELADATOK 199

13.52.

13.53.

13.54.

13.55.

13.56.

13.57.

13.58.

13.59.

13.60.

13.61.

13.62.

13.63.

13.64.

13.65.

Szamoljuk meg, hogy az x matrixban hany olyan sor van, amely csak egyetlen
nulltdl kiilonbozd elemet tartalmaz!

Allapitsuk meg, melyik az f fiiggvény leggyakrabban felvett értéke!

Hatdrozzuk meg az f fiiggvénynek azt az értékét, amelyet a legtobb nala na-
gyobb elem el6z meg!

Keressiik meg a négyzetes x matrixnak azt az oszlopat, amelyben a fédiagonélis
feletti elemek Osszege a legnagyobb!

Hatarozzuk meg a négyzetes x matrixnak a fédiagonélis alatti legnagyobb ele-
mét!

Szamoljuk meg, hogy az x madtrixnak hdny olyan sora van, amely csak egy
nulltdl kiilonb6zd elemet tartalmaz!

Adott a sik N pontja. Allapitsuk meg, melyik a két legtdvolabbi pont!

Egy sakkbajnoksag végeredményét egy x négyzetes matrixban taroltuk, ahol az
i-edik sorban a j-edik elem az i-edik jatékos és a j-edik jatékos kozti mérkdzés
eredményét jelenti az i-edik jat€kos szempontjabdl ( x; ; ért€ke 0, ha j nyert;
2, ha ¢ nyert; 1, ha a jatékosok dontetlenben egyeztek meg). Keressitk meg a
bajnoksag (egyik) gydztesét (gydztes az, akinek a legtobb pontja van)!

Adottegy f : [a,b] — Z fiiggvény. E fiiggvény értelmezési tartomdnyénak egy
i pontjat a fiiggvény csdcsdnak nevezziik, ha Vj € [i + 1,b] : f(5) < f(4).
Adjuk meg, hany cstcsa van f-nek!

Keressiik meg az = négyzetes matrixnak azt a fédiagondlissal parhuzamos
atlojat, amelyben az elemek 6sszege a legnagyobb!

Adotta 0, 1 értékeket felvevd f fliggvény. Keressiik meg a fiiggvény értelmezési
tartomanydnak azt az elemét, amely a leghosszabb egyes-értéksorozat kezdete!

Allapitsuk meg, van-e negativ szdm az f fiiggvényértékeinek (kezdd) rész-
letosszegei kozott!

Egy fliggvény értelmezési tartomdnydnak azt a szakaszat, amelyhez tartozé
értékek negativok gy, hogy a szakaszt jobbrol és balrél nemnegativ érték vagy
az értelmezési tartomdny vége hatdrolja, a fiiggvény negativ szigetének nevez-
ziikk. Adjuk meg az f fliggvény értelmezési tartomdnyédban a negativ szigetek
szamat!

Adjunk meg egy olyan k szamot, amelyre az n természetes szam bindris alakja-
nak k-adik helyi értékén 1-es all!
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13.66.

13.67.

13.68.

13.69.

13.70.

13.71.

13.72.

13.73.

13.74.

13.75.

13.76.

13.77.

13.78.

Adjuk meg az f fiiggvény értelmezési tartomdnyanak azt a leghosszabb sza-
kaszét, amelyen beliil az értékek novekvdek!

Allapitsuk meg, hogy az x szdm bindrisan felirt alakjiban hany darab 1-es sz-
erepel!

Adott az x vektor, amelynek elemei karakterek. A vektor szavakat tartalmaz,
amiket egy-egy vesszé valaszt el egymastdl. Adjuk meg a leghosszabb szénak
a kezdGindexét!

Egy f : [a,b] — Z fiiggvény értelmezési tartomédnydnak azon szakaszat,
melynek két végpontja a fiiggvény lokdlis minimumbhelye gy, hogy a végpon-
tok kozotti elemek nem azok, a fiiggvény egy hegyének nevezziik. Adjuk meg
a legszélesebb hegy kezd&pontjat!

Egy vektornak azt a szakaszat, amely csupa negativ elemet tartalmaz gy, hogy
a szakaszt jobbrol és balrdl nemnegativ elem vagy a vektor vége hatdrolja, a
vektor negativ szigetének nevezziik. Adjuk meg az x vektor legnagyobb negativ
szigetének kezddindexét!

Egy mizeumban az i-dik 6rdban z; latogatd érkezik és y; latogaté megy el.
Melyik 6rdban volt a legtobb ldtogaté a miizeumban?

Adott az egész szamok egy vektora és két egész szdam. Allapitsuk meg, hogy a
két adott szam el6fordul-e a vektorban; és ha igen, akkor melyik el6bb!

Helyezziink el n darab vezért egy n x n méretli sakktdblan gy, hogy egyik
vezér se timadjon masikat!

Hanyféleképpen helyezhetiink el n darab vezért egy n x n méretli sakktdblan
ugy, hogy egyik vezér se timadjon masikat?

Legfeljebb hany vezért lehet egy n x n méretii térikus sakktdblan elhelyezni
ugy, hogy egyik vezér se tdmadjon masikat?

Adott n fid és ugyanennyi lany. Egy x logikai matrixban tiroljuk a fitk és lanyok
kozotti szimpdtidt (ez egy szimmetrikus reldcid) a kovetkezdképpen: x; ; igaz,
ha az ¢-edik fid és a j-edik lany szimpatizdl egymadssal, hamis, ha nem szimpa-
tizdlnak egymadssal. A feladat az, hogy ha lehet, akkor parositsuk (hdzasitsuk)
0ssze Oket tgy, hogy minden parban a felek szimpatizaljanak!

Adott egy n x m méretii sakktdbla (i,j) mezején egy huszar. Végig lehet-e
vezetni a tablan ugy, hogy minden mezdre 1€p, de csak egyszer, és minden 1épése
szabdlyos (huszarlépés)?

Hanyféleképpen lehet n forintot kifizetni m kiilonb6z6 cimletli pénzbdl?
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13.79.

13.80.

13.81.

13.82.

13.83.

13.84.

13.85.

13.86.

Hanyféleképpen lehet n forintot kifizetni m kiilonbozd cimletli pénzbdl, ha
legfeljebb dy, ds, . . ., d,, hasznélhat6 fel?

Adott a természetes szamok egy S véges részhalmaza. Kivdlaszthaté-e ebbdl n
darab elem ugy, hogy az 6sszegiik m legyen?

Az x szekvencidlis f4jl (megengedett miivelet az sz, dx, x : read) egy véllalat
dolgozéirdl a kovetkez6 adatokat tartalmazza:

e a dolgozd azonositd szdma;

o vezetd beosztisban van-e;

e legmagasabb iskolai végzettsége.
Vilasszuk ki a v sorozatba azoknak a dolgozdknak az adatait, akik vezetd

beosztiasban vannak, a z sorozatba azoknak az azonositdit, akik vezetd beosztas-
ban vannak és nem érettségiztek!

Az z szekvencidlis f4jl (megengedett mivelet az sz, dx, x : read) foldrengések
adatait tartalmazza. Egy elem a kovetkez6kbol 4ll:

e az észlelés helyének koordinatai;

e arengés erfssége;

e arengés idGtartama;

e a foldrész azonositéja;

e arengést eldre jelezték-e.

Vilasszuk ki a t sorozatba az elére nem jelzett foldrengések észlelési helyeit, a
z sorozatba pedig a 20 masodpercnél hosszabb foldrengések adatait!

Adott a keresztnevek és a virdgnevek féjlja, mindketté dbécésorrendben ren-
dezett (megengedett miivelet az sz, dx,x : read). Hatdrozzuk meg azokat a
keresztneveket, amelyek nem virdgnevek!

Adott egy egész szdmokat tartalmazé fajl. Ha a f4jl tartalmaz pozitiv elemet,
akkor keressiik meg a legnagyobbat, kiilonben a legkisebbet!

Egy fdjlban (megengedett miivelet a lopop extremdlis elemmel) adottak az
egyes kaktuszfajtakr6l a (név, 6shaza, viragszin, méret) adatok. Valogassuk ki
egy fajlba a mexikoi, egy masikba a piros virdgi kaktuszokat!

Adott egy fédjlban (megengedett mivelet az sx,dx,xz : read) egy OTP-
nyilvéantartds (név, 0sszeg) parok alakjidban. Adjuk meg annak a nevét, akinek
nincs tartozdsa, de a legkisebb a betétdllomanya (ha van ilyen)!
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13.87.

13.88.

13.89.

Az z szekvencidlis f4jl egész szamokat tartalmaz (megengedett miivelet az
sz, dx, x : read). Keressiink a fdjlban lokalis maximumot, vagyis olyan értéket,
amely mindkét kézvetlen szomszédjanal nagyobb!

Adott az x vektor és az y szekvencidlis f4jl, amelynek elemei egyardnt pozitiv
egész szamok. z-ben és y-ban egy szdm legfeljebb egyszer fordul el8, és mind-
ketté novekvoen rendezett. Az y egy olyan szekvencidlis fajl, amelyre csak a
lopop miivelet megengedett, és a f4jl végét egy negativ szam jelzi. Allitsuk el&
arendezett z sorozatot, ami x €s y elemeit tartalmazza!

Adottak az x szekvencidlis fajlban (megengedett miivelet az sx, dx, x : read)
egy évfolyam hallgatéinak adatai. Egy elem a hallgat6 nevét, csoportszamat és
tiz db osztédlyzatot (a nulla azt jeloli, hogy az osztilyzat hidnyzik) tartalmaz. A
f4jl a csoportszdmok szerint ndvekvéen rendezett. Allitsuk el$ az y sorozatot,
ami a hallgaték nevét, csoportszamat és atlagét tartalmazza!



14. fejezet

Absztrakcios stratégia

A programozisi feladatok megolddsa sordn mindig valamilyen absztrakcids eljdrast
kovetiink, ami a megoldds sordn lehet végig azonos, de 1épésenként véltozhat is. A
kiilonb6z6 programozasi modszereket az jellemzi, hogy dontéen milyen absztrakcids
stratégidra épitenek.

Az el6z6 részben mutattunk egy egyszerii példat az dllapotér-transzforméciora. Az
allapottér-transzforméciora épils stratégidkat adatabsztrakcios stratégidnak is nevez-
ziik, hiszen az dllapotér az adatok absztrakcidja.

Most ezt a feladatot djra megoldjuk, de egészen mas gondolatmenettel. Nem az
allapoteret alakitjuk at, hanem az eredeti allapottéren definidlunk olyan fiiggvényeket,
amelyek segitségével az utéfeltétel kényelmesen felirhatd, és konnyebben kezelhetd
feladathoz jutunk. Ebben az esetben fiiggvényabsztrakciorol beszéliink.

Tehat a feladat a kovetkez6:Tegyiik fel, hogy van egy karakterekbdl all6 szekven-
cidlis f4jlunk, ami egy szdveget tartalmaz. Szdmoljuk meg, hogy hdny olyan csupa
betiikbdl 4ll6 rész van a szovegben, amelynek hossza nagyobb, mint egy megadott &k
érték!

Legyen x egy karakterekbdl all6 sorozat. Definidljuk a kovetkezd parcidlis fiigg-
vényt:

f(0) =02¢és

Vi € [0..dom(x) — 1] :

‘ [ fi)+1, haz;y, € BETU;
fi+1) = { 0, ha 2.1 & BETU.

Az f fiiggvény azt adja meg, hogy az i helyen hanyadik betiije van egy megsza-
kitas nélkiili betiisorozatnak az x-ben. Ezért a feladat specifikdcidja:
A =X x N ha X = file(CH),
T d
B =

x
x/
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dom(z")
Ri(k=knrd= 3 x(/()=k)

Erre a feladatra alkalmazva a megszamlalas tételének szekvencidlis fajlra
vonatkozé véltozatat és a rekurziv fliggvény helyettesitése valtozéval transzformaciét
kapjuk a kovetkez6 megold6 programot.

sr,dr,x : read
z:=0
d:=0
sx = norm
dr € BETU
z=z+1 ‘ z=0
z=k
d=d+1 \ SKIP
sx,dx,x : read

A kovetkez6kben egy Osszetettebb feladaton mutatjuk meg e két alapvetd stratégia
Osszehasonlitdsat.

14.1. Az idoszeriisités definicidja

El6szor néhany, a sorozatok (szevencidlis fajlok) estén gyakran hasznalt jelolést, fo-
galmat vezetiinkbe. Legyen x egy sorozat. {«} jeloli a sorozat elemeinek halmazit,

azaz
dom(x)

{2} = U {a}
i=1
Gyakran hasznédlunk olyan sorozatot, amelynek kulcsa van. Ez azt jelenti, hogy
S = seq(X),ahol X = (k: K,d : D) és K egy rendezett halmaz. K a kulcsok, D az
adatrészek lehetséges értékeinek halmaza. Legyen s € S, ekkor {s.k} az s kulcsainak

halmaza, azaz
dom(s)

i=1
Azt mondjuk, hogy az s € S sorozat kulcs szerint rendezett, ha
Vi € [1d0m(5) - 1] : Si.k S Si_‘_l.k.

Ha S minden eleme kulcs szerint rendezett, akkor S kulcs szerint rendezett sorozat
tipus.
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Ha az s € S sorozat minden elemének kulcsa kiilonbozik, azaz
Vi, j € [l..dom(s)] 1 i # j = si.k # s;.k,

akkor azt mondjuk, hogy s egyértelmii kulcsii sorozat. Ha S minden eleme egyértelmi
kulest, akkor S egyértelmi kulcsu sorozat tipus.
Legyen S egyértelm kulcsu sorozat tipus. Definialjuk a kovetkezd K :€ Sx K —
X parcidlis fiiggvényt:
(s,q9) € Dk & q € {s.k}

K(s,q) € {s} és K(s,q).k =q.

Most lassuk az id6szertisités feladatdt. Induljunk ki egy olyan adatf4jlbdl, amely-
ben azonos tipusu elemek taldlhatéak. Ezt a féjlt torzsfdjinak fogjuk nevezni. Legyen
az elemek tipusa F, ekkor

T = seq(E).

Legyen adott tovabbd egy olyan f4jl, amely transzformacidk sorozatét tartalmazza. Ezt
a f4jlt fogjuk mddositdfdjinak nevezni. Legyen F' = {f | f : T — T'}, ekkor

M = seq(F).

A feladat az, hogy idGszer(sitsiik a torzsfajlt a médositéfajlban leirt transzforma-
cidkkal. Jelolje Y az idGszerdsités transzformaciot. Ekkor Y : T'x M — T és

T(t,m) = Maom(m) © -+ ©ma 0omy(t).

Ahhoz, hogy a feladatra megoldast adjunk, ez a leirds még tul altaldnos, ezért
tovabbi kikotéseket tesziink a fajlokra.

1. Az idGszerdsités kulcsos.

Legyen E = (k: K,d : D)és F = (k: K,v: V), ahol K kulcs része; D a
torzsrekord adat része; V pedig az elvégzendd transzforméciot definidld tipus.
Feltessziik még, hogy mind a t6zsf4jl, mind a médositéfajl a kulcs (k) szerint
rendezett.

2. A torzsfajl a kulcs szerint egyértelmdi.

3. A transzformdci6 csak a kovetkezd haromféle (torlés, besziras, javitas) lehet:

Vo= (tr:Wy;be : Wa; jav : W3);
W1 = {Oz}7
Wo = (d:D),

Ws = (¢g:G), aholG=seq(H),H={y|~v:D — D}.
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Hatra van még annak a lefrdsa, hogy hogyan hatnak a fenti transzforméaciok a
torzsfajlra. Mivel a torzsfajl kulcs szerint egyértelm és rendezett, elég csak azt
megadni, hogy milyen elemekbdl all.

Hérom esetet kiilonboztetiink meg attdl fiiggden, hogy a transzformacié torlés,
beszirds vagy javitas.

(a) m;.tr, azaz m; torlés:

B {e|e€tések#m;k}, ham;ke {tk};
{mi()} = { {t} kiilénben.

(b) m;.be, azaz m; besziras:

_ {t} U{(m;.k,m;v.d)}, ham.k & {t.k};
{mit} = { {t} kiailtjnben.

(¢) m;.jav, azaz m; javitas:

{e|eetések #m;k}U
(it} — {(ms.k, mi-Gaom(mi.g)© --- hami.k € {t.k}
v < omy.g1(K(t, mik).d))};
{t} kiilénben.

4. A javitis miivelet csere.

Ez azt jelenti, hogy dom(m;.g) = 1 és m;.g, konstans. Ebben az esetben a

A feladat specifikacidja tehat:

A=T x M xT
to m t
B=TxM
ty, m
Q : (to =tH Am =m' ésazl..x pontok teljesiilnek)
R:(t="T(t;,m))

Ha a fenti specifikdciéban x = 3, akkor kozonséges, ha x = 4, akkor egyszerii
1dGszerdsitésrol beszéliink.
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14.2. Idoszeriisités egyértelmii modositofajllal

A tovdbbiakban az egyszeri id6szer(sitéssel fogunk foglalkozni. Kozonséges iddsze-

)

rlisités esetére csak utalni fogunk.

A feladatot harom irdnybdl is megprobaljuk megoldani: visszavezetjitk halmazok
unidjdra, egyvaltozés egyértékd; illetve kétvaltozds egyértéki elemenkénti feldolgo-
z4sra.

14.2.1. Visszavezetés halmazok unidjara

Ez a megoldas Dijkstra konyvében [Dij 76] talalhaté. Az alapgondolat az, hogy a ¢
elemei vagy olyanok, hogy a kulcsuk ¢y-ban is kulcs vagy olyanok, hogy a kulcsuk
m-ben is kulcs. Tehdt {t} = z Uy, ahol z = {e € {t} | e.k € {to.k} ésy = {e €
{t} | e.k € {m.k}.

A=TxTxT

A transzformalt feladat tehat a kovetkezd: N y .
B=TxT
x/ y/
Q:(x=2"Ny=1y)
R:(t=zUy)

1dézziik fel az unio programjat:

=70y

t:=10
TE£DVYy#£D
e:€ (xUy)

\ ecxhedy \ edrhecy \ ecxNe€y
ti=tUe ti=tUe t:=tUe
ri=x~e yi=y~e ri=x~e

yi=y~e

Most mar csak a fenti programot kell transzformélni az eredeti allapottérre.

TEOVYy#D — tgFAOVmAD
e:€(xUy) — ek:€ ({to.k}U{m.Ek})
ecx — eke{tok}
—

e€y e.k € {m.k}
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Jeloljiik ¢g-val az e.k kulcsot, ekkor a megfeleld program:

t:=10
toZDVm#(D
q:€ ({to-k} U {m.k})
q € {to-k} Ng¢ {m.k} X € {to.k} AN g e {m.k} X & {to.k} Ng e {m.k}

S Sa S3

Vizsgaljuk meg most, hogy mit kell tenni az eldgazas egyes dgaiban:

1. Ha a g kulcs csak a ¢ eredeti térzsféjlban szerepelt, akkor a K (¢, ¢) elemre nem
vonatkozott médositds, véltoztatas nélkiil kell kiirni az uj torzsfajlba.

(5]

t:=1tUK(to,q)
to = to =~ K(to, q)

2. Ha a q kulcsérték mind az eredeti torzsfajlban, mind pedig a médositéfajlban
szerepelt, akkor a torlés és a javitds miiveletek végezhetSk el. Ebben az dgban a
q kulcst elemet mindkét £4j1bdl el kell hagyni.

(%)

K(m, q).tr \IC(m, q).be \ K(m,q).jav
SKIP HIBA

3. Ha a k kulcs csak a médositéfajlban szerepelt, akkor csak a besziirds miiveletet
lehet elvégezni, és a g kulcsu elemet ki kell tor6lni a modositofajlbol.

s
K(m, q).tr K(m,q).be K(m,q).ja
HIBA . ~ . HIBA
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Ha a programnak hibajelzést is kell adnia, akkor azt a fenti struktogramokban
HIBA-val jelzett helyeken kell megtennie. Térjiink most vissza az eredeti feladatra,
ahol halmazok helyett szekvencidlis fdjlok szerepelnek. Legyen az input fajlokon a
read miivelet értelmezve. Ekkor a program az alabbiak szerint alakul:

sto, dto, to : read; sm,dm,m : read

t=)

st = norm V sm = norm

(sto = sm A dto.k < dm.k) stg = sm A (sto = sm A dto.k > dm.k)
\ Vsm = abnorm dto.k = dm.k \ Vstg = abnorm

t : hiext(dto) S5 S3

sto, dto, to : read

ahol

S5 )
dm.t \ dm.b \ dm.j
SKIP HIBA t: hiext(dm.k,dm.d)

sto, dtg, to : read

sm,dm,m : read

S5 )
dm.t dm.b \ dm.j
HIBA t : hiext(dm.k,dm.d) HIBA

sm,dm,m : read

14.2.2. Visszavezetés egyvaltozos elemenkénti feldolgozasra

Allapottér-transzforméciét alkalmazunk. Legyen X = seq(Y)ésY = (k : K,d :
D' jv:V’'),ahol D' = DU{ tures”} és V' =V U {7iires”}.
Legyen z € X és {z.k} = {to.k} U {m.k}.

. . 4 B wu,r,es7” ha (I}lk ¢ {t()k}7
Vi€ [l.x.dom]: x;.d = { K(to,zi.k).d, haxz;.k e {to.k}.

o Viires”, ha z;.k ¢ {m.k};
v = K(m,z;.k).v, haz;.k e {m.k}.
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Legyen f : X — T.
f)=|J r{e})és

ec{z}

(e.k,e.d), haew ="ires’;

"ires”, hae.v.tr Ae.d="1res”,

(e.k,e.v.d), haew.beAed="ures”,
f{e}) =< Viires”, ha ev.jav A e.d ="lires”;

Yiires”, ha e.v.tr A e.d # 7iires”,

(e.k,e.d), haewbeAe.d#"ures”,

(e.k,ev.d), haew.javAe.d#"ires”.

A specifikéci6:

A=X xT
x t
B=X

x/

Q:(x=2a)
R:(t=f(2'))

A halmazokra felirt megoldéprogram:

0
U
ecx

e.d #"ures” N | ed#"ures” N | ed="dres” A

t:
x

N

\ e.v = "iires” \ e.v = "lires e.v = "lres”

d = (e.k,e.d) Sa Ss

ahol

e.tr e.jav
\ N

HIBA d = (e.k,en.d) HIBA
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(5
e.tr \ e.be \ e.jav

d:=10 HIBA d = (e.k,e.g(e.d))

Térjiink vissza most az eredeti allapottérre:

| 240 | = | tAO0vm#A0 |
’ e:€x ‘ ’ q:€ ({to-k} U{m.k}) ‘
| gc{tok}Aq¢{mk} |

=
=
= ’ q & {to-k} Ng e {m.k} ‘
=
=

e.d # "ires” Ne.w = "ures”

e.d ="dres’ Ne.w # "ures”

’ q € {to-k} Ng e {m.k} ‘

q € {to-k} | ge{tok} | q¢{to-k}
ANqg & {m.k} A q € {m.k} A q e {m.k}

| |
| |
’ e.d #"ures” New # "ires” ‘
’ ri=x~e ‘

to :=tg to :=tg ~ m:i=m ~

K(to,q) K(to,q) K(m,q)

K(m, q)

Haszndljuk fel azt a tényt, hogy a d := f({e}) értékadést kiszdmit6 programok-
ban és az x := x ~ e értékadds megfelelGjében szerepld eldgazasok feltételrendszere

megegyezik, tovibbd at :=¢ U d értékadast csak azokba az dgakba irjuk bele, ame-
lyekben d # (). Ekkor ugyanazt a programot kapjuk, mint az elsé megolddsban.

14.2.3. Visszavezetés kétvaltozos elemenkénti feldolgozasra

A feladat megolddsanak taldn legegyszerlibb médja az, ha kétvaltozds egyértékli —
hibakezelés esetén kétértékli — elemenkénti feldolgozasra vezetjiik vissza, gy, hogy
az elemeket a kulcsukkal azonositjuk. Tekintsiik a feladat eredeti specifikicigjat.

Ha a médosit6fajl kules szerint egyértelmt, akkor az id6szerdsités fiiggvénye (1)
a kulcsokra nézve elemenként feldolgozhaté. A kulcsértékekre felirt fiiggvény:

T({q},0) = {K(to,q)}-

@, ha K(m, q).tr;
T0.{qs}) = { {(@.K(m,q).d)}, haK(m,q).be;
0, ha KC(m, q).jav.
0, ha KC(m, q).tr;
T({d},{a}) = § {K(o, )}, ha K(m, q).be;
{(g,K(m, q).9(K(to,q).d))}, haK(m,q).jav.
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Ha ezt a fenti fiiggvényt behelyettesitjiik a kétvéaltozds elemenkénti feldolgozés
tételébe, akkor ugyanahhoz a megoldéprogramhoz jutunk — csak sokkal révidebb tton
—, mint az elsé megoldasban.

A hdrom megoldast 6sszehasonlitva, két észrevételt tehetiink. Meglepd mddon
harom latszélag teljesen kiilonb6z6 megoldasi stratégidval ugyanahhoz a program-
hoz jutottunk. Val6jdban az eredmény nem annyira meglepd, hiszen tudjuk, hogy az
unio kétvaltozoés elemenkénti feldolgozas.

A masik észrevételiink az, hogy minél erSsebb tételt alkalmazunk, anndl egysze-
riibben jutunk el a megold6programhoz.

14.3. Idoszeriisités nem egyértelmii modositofajllal

Vajon miben véltozik a feladat, ha a mddositéfdjl kulcs szerint nem egyértelm(?
Ebben az esetben a feladat nem elemenként feldolgozhatd, hiszen az elemek nem
tekinthet6k azonosnak a kulcsukkal. Erre a problémara kétféle megoldasi médot is
megvizsgalunk: az egyik jellemzden adatabsztrakcios a masik elsdlegesen fiiggvény-
absztrakcios megkozelités.

14.3.1. Megoldas adatabsztrakciéval

Mint az el6bb mar emlitettiik, ha a médosité f4jl kulcs szerint nem egyértelmd, akkor
a feladat nem elemenként feldolgozhat6. Prébéljuk meg azzd tenni. Ehhez arra van
sziikség, hogy a modositoféjlt kulcs szerint egyértelmiivé tegyiik. Ezt egy allapottér-
transzformacié segitségével konnyen elérhetjiik, ugyanis csak annyit kell tenniink,
hogy az azonos kulcsi médositérekordokat egy uij rekordba fogjuk dssze. gy az dj
mddositérekord a kovetkezoképpen fog kinézni:

(kulcs, transzformdciosorozat)

Az dllapottér transzformdéciét két 1épésben adjuk meg. Legyen Z = seg(U), ahol
U = seq(F).

A =TxZxT
t() z t
A z-re teljesiil, hogy Vi € [1..dom(2)] : Vj € [1..dom(z;)—1] : z;;. K = 2, _, . K,
z egyértelm kulcsd, és a kapcsolat m és z kozott: seq(m|F') = seq(z|F).
Legyen S = seq(V);és F' = (k: K,s:S) és X = seq(F").

A=TxXxT
ﬁo x t
x kulcs szerint egyértelmd, {z. K} = {z. K} és seq(z|V) = seq(z|V).
Ezzel a mddositéfijllal tehat eljutottunk a kétvdltozds egyértékd (hibafdjl
hasznalata esetén kétértékii) elemenkénti feldolgozashoz. Az egyetlen kiillonbség csak
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az, hogy az adott transzformacidsorozat végrehajtasat meg kell valdsitanunk az ere-
deti dllapottéren. Ehhez sziikségiink lesz az "iires” szimbélumra, amely értéket hoz-
zévessziik az adat rész tipusdhoz: D' = D U {"iires” }. Az, hogy egy torzsrekord
adatrésze " iires”, azt jelenti, hogy a rekordot nem kell kiirni az eredményféjlba.

Az elemenként feldolgozhaté fiiggvényiink:

T({q},0) = {K(to,q)}
T(®,{q}) {(q,K(z,q).5("tires”))}
T({q}.{a}) = {(¢.K(x,q).5(K(to,q).d))}

A transzformacidsorozat elvégzése csak a transzformaciok megfeleld sorrendje ese-
tén lehetséges. Ha egy transzformdcidsorozat egy tagjat nem lehet elvégezni, akkor
azt a sorozatbdl ki kell hagyni (esetleg hibat kell jelezni). Ezzel az Y fiiggvény
egyértelmiien definidlt.

[rjuk fel tehét a fenti megfontoldsok alapjan a kétvaltozés elemenkénti feldolgozas
programjat a megfeleld behelyettesitésekkel:

t:=0

sto, dto, to : read

sr,dx,x : read

sto = norm V sxr = norm

sz = abnorm V (sx = sto sx = sto A sto = abnorm V (sxz = sto
\ Adto.k < dx.k) dz.k = dito.k Adx.k < dto.k)
t : hiext(dto) ak = dx.k ak :=dx.k
sto, dto, to : read ad := dz.s(dto.d) ad := dx.s("ires”)
t: HIEXT (ad, ak) t: HIEXT (ad, ak)
sto, dto, to : read sr,dx,x : read
st,dx,x : read

Definidlnunk kell még, hogy mit jelent a fenti struktogramban a transzforméacié-
sorozat elvégzése. Ehhez bevezetjiik az f : Ng — D’ rekurzivan definialt fiiggvényt:

dx.s(p) = f(dx.v.dom),

ahol

fli+1) = drvsi(f(0)).
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A fenti definicidban szerepl6 dz.v; 41 miivelet elvégzésén az alabbi fiiggvényértékeket
értjiik. Legyen d € D’, ekkor:

"ires”, ha dx.s;11.t Ad # "iires”;
d, hadx.s;y1.t ANd ="1res”;
d, hadz.s;y1.b Nd # "iires”;

dx.siv1(d) = dr.s;+1.d, hadzr.s;;1.bNd="1ures’;

dz.siy1.d, hadx.s;4 1.5 Nd#"ures”;
d, hadz.siy1.5 ANd="tres”.

Az f fuggvényt kiszamité — a médositassorozatot elvégzd — program:

ad := dz.s(p)
ad:=p
dx.s.dom # 0
\ dx.s.lov.t dx.s.lov.b \ dx.s.lov.j
ad ="ures” / ad ="1res” / ad ="1res”
HIBA| ad :="iires” | ad := du.s.lov.d |[HIBA|HIBA| ad := dx.s.lov.d
dz.s : lorem

Mivel az aktudlis adat értéke lehet ”ires” is, a hiext miivelet helyett az alabbi
programot hasznaljuk:

t: HIEXT (ak,ad)
[

ad # "ires”

t: hiext((ak,ad)) ‘ SKIP

Térjiink most vissza az eredeti allapottérre. Ekkor a f6program:
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t:=0

sto, dto, to : read

sm,dm,m : read

sto = norm V sm = norm

sm = abnorm V (sm = sto sm = stg A sto = abnorm V (sm = sto
| Ndiok <dmk) dm.k = dto.k A dm.k < dto.k)
t : hiext(dto) ak :=dm.k ak :=dm.k
sto, dto, to : Tead ad := TR(dto.d, ak) ad := TR("ires”, ak)
t: HIEXT (ad, ak) t: HIEXT (ad, ak)
sto, dto, to : read

Az ad := T R(p, ak) a mér kordbban definidlt rekurziv fiiggvényt kiszamité prog-
ram megvaldsitdsa az eredeti dllapottéren:

ad := TR(p, ak)
ad:=p
sm = norm A ak = dm.k
dm.t dm.b \ dm.j
ad = "ures” / ad = "tres” / ad = "lres”

HIBA\ ad = "iires” | ad:= dm.d \HIBA HIBA\ ad = dm.d

sm,dm,m : read

14.3.2. Megoldas fiiggvényabsztrakciéval

Egy adott feladat megoldasat mindig elkertilhetetleniil befolyasolja a specifikcid
mddja. A fiiggvényabsztrakci6 1ényege abban rejlik, hogy a megoldast egy alkalmasan
valasztott fiiggvény helyettesitési ért€kének kiszamitasara vezetjiik vissza.

Kulcsok egyértelmiisitése. A gyakorlatban sokszor taldlkozhatunk olyan fajlokkal,
amelyek rekordjaiban van valamilyen kulcsmez8, ami szerint a fjl rendezett, de a fajl
mégsem egyértelmi kulcs szerint és igy a kulcsmezdre vonatkoztatva nem elemenként
feldolgozhatd. A kovetkezdkben egy olyan technikat fogunk bemutatni, amelyben egy
1j kulcsot definidlunk a féjlra, és ezen 1j kulcs szerint a fajl mar egyértelmd.

Tegyiik fel, hogy a fajl U = (k : K,z : Z) tipust rekordokbdl 4ll. Az dj kulcsot
ugy kapjuk, hogy az egymads utdn levd azonos kulcsokat megsorszamozzuk. Legyen
tehat V = (h: H,z : Z),ahol H = (k : K, s : N). Legyen tovabbd g : seq(U) —
seq(V):
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1. g(u).dom = u.dom

2. g(u);.s =16s Vi€ [l.u.dom — 1]

1, ha Uzk 7é Ui+1.l€;
g(u);.s+1, hawu; .k =wu;q1.k.

g(Wit1.s = {

3. Vi € [1.u.dom]:

g(u)ik = u;kés g(u);.z = u;.2.

Ekkor tetszSleges u € seq(U) esetén — feltéve, hogy u a k kulcs szerint rendezett —
g(u) a h kulcs szerint rendezett és egyértelmdi.

Természetesen a fenti megszdmozast dltaldban csak az absztrakcié lefrdsdra
hasznaljuk, és csak ritkan fordul el6, hogy a g fiiggvény altal definidlt absztrakciot
meg is valdsitjuk.

Megoldas extremalis elemmel. Induljunk ki egy olyan absztrakt fajlb6l, mint ami-
lyet az egyvaltozds elemenkénti feldolgozasra vald visszavezetésben hasznaltunk. Ter-
mészetesen, mivel most a médosit6fajl nem egyértelmi kulcs szerint, az X absztrakt
fajl definicidja kissé médosul: ha egy kulcs mindkét fajlban szerepel, akkor a torzs-
rekordot az elsé ra vonatkozé médositérekorddal vonjuk Gssze, és az esetlegesen eld-
fordulé tovabbi azonos kulcsi mdédositérekordokbdl pedig egy-egy olyan absztrakt
rekordot képeziink, amelynek adat része " tires”.

Ez az absztrakci6 az imént bemutatott egyértelm{isitd leképezésen keresztiil imp-
licit médon irhaté le: legyen ty € T, m € M és x € X. Ekkor

{g(x).h} = {g(to).n} U{g(m).h} U {(extr, 1)},

és Vi € [1..xz.dom]:

o(x):.d {Fifggg%g@)«h)-i ha g(e):h € {glio) 1)
g(@)w = {,’Fégé:g>ag<x>i-h>-vv ha g(r);h € g(m) b}

Figeljilk meg, hogy ez a megoldas egy a gyakorlatban sokszor hasznos eszkozt
haszndl, az utolsé utdni elem bevezetését (read extremalis elemmel).
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A jobb attekinthet6ség érdekében a fiiggvényt most komponensenként fogjuk
felirni. f : NO — T x K' x D/, f = (fl,fg, f3) :

F0) = (O),7ures”, ures”)
fl(i)a hafz(i) =xzi+1.kV
= (f2(3) # zit1.k A fa(i) = "tres”);
hiext(f1(i), (f2(i), f3(i))), ha f2(i) # wit1.k A f3(i) # "iires”.
, . f2(3),  ha fo(i) = zit1.k;
Ra+1) = { ek, ba fali) £ oo k.

vip1.v(fs(i)),  ha fa(i) = ipa.k;
$i+1ﬂj($i+1‘d), ha fz(l) 75 331'+1.]€.

Ezt a fiiggvényt haszndlva a feladat specifikdcidja:

A=X xT
T t

B=X

.T/

Q:(z=21)
R: (t = fi(a'.dom))

Ez a feladat visszavezethetd a fajlra felirt rekurzivan megadott fiiggvény
helyettesitési értékének kiszamitasara:

open(x)

sx,dr, : read

” N

t,ak,ad := (), ires”,” iires”

sT = norm
ak = dz .k /

ad ="1res”

ad:=dr.v(ad) | SKIP | t: hiext(ak, ad)
ak :=dz.k

ad := dz.v(dz.d)

st,dr, : read

Az x absztrakt fajl miiveleteinek megvalésitasa:
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dz.k = extr )
ST = sx 1= norm
abnorm sm = norm V stop = norm
sm = abnorm V sto = abnorm V
(sm = sto sm = sto A (sm = sto

\ A dto.k < dm.k) dto.k = dm.k A dto.k > dm.k)
da.k = dto.k da.k = dm.k da.k := dm.k do.k =
dz.d := dto.d dz.d := dto.d dz.d :="ures” extr
dx.v = "lres” dr.v = dm. dr.v:=dm.wv

sto, dto, to : read sto, dto,to : read | sm,dm,m : read

sm,dm,m : read

open(x)]

sm,dm,m : read
sto, dtg, to : read
dx.k :="1res”

A transzformacio elvégzésének megvaldsitisara az x absztrakt fajlt hasznaljuk:

ad := dx.v(p)j
dx.v ="ures”
dz.v.t dz.v.b dz.v.j
ad:=p p ="ures” / p = "res” / p = "ires”
HIBA| ad:="ures” |ad:=dxw.d|{HIBA |HIBA| ad:=dzx.v.d
ad = ad :=p|ad =
" iires” " iires”

A fenti megolddsi médokat 6sszehasonlitva lthatd, hogy minél magasabb abszt-
rakci6s szintli fogalmakat haszndlunk, anndl egyszeriibben tudjuk kezelni a feladatot.
Nagyon sok esetben az adat- és fliggvényabsztrakci6 is alkalmazhat6 egy feladat
megolddsakor, s6t mint azt az iménti példa mutatja, a kett§ kombindcidja is egy lehet-

séges lt.
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Megoldas fiiggvénykompozicioval. Olyan megoldast is adhatunk a feladatra,
amelynek a specifikicidjaban az utéfeltétel egy kompozicidval adott fiiggvény kisza-
mitasa, ahol a kompozicié egy rekurziv médon megadott fiiggvénybdl és egy eset-
szétvalasztassal definialt fiiggvénybdl all. Ebben az esetben nincs sziikség utolsé utani
elemre.

b

I
S

X
Sl

sy
I
S

Q:(z=2a)
R: (t = HIEXT(f1(z'.dom), (fo(z'.dom), fs(z'.dom)))),

ahol f : Ny —» T x K x D/,

7N

((), 7 iires”, " tires”)

(f1(2), fo(i), zir1.0(f3(7))), hawipr.k = fa(i);
FEFL =9 (hieat(f1(3), (£2(0), F5(0)),

$i+1.k,$i+1.ﬂ($i+1~d))v ha Zi+1.k 75 fg(l)7

~

—~
(==}

~—
|

és HIEXT : T x (K x D) = T,

hiext(t, (k,d)), had # "ires”;

HIEXT(t k. d) = { t, had = "ures”.

Az f fuggvény kezd6értékének definicidjaban szerepld £ X T R kulcsérték tetsz6leges
olyan kulcsérték lehet, amely egyik fajlban sem fordul el8.

Mivel az utéfeltétel fiiggvénykompozicidval adott, a megoldds egy szekvencia
lesz, amelynek elsé része az f, masodik része pedig a HIEXT fiiggvényt szamitja
ki. Az f fiiggvény egyes komponenseinek rendre a ¢, ak, ad valtozok felelnek meg.
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open(x)
sx,dr,r : read
t,ak,ad := (),”ires”,” iires”
sx = norm
\ ak = dx.k
ad := dz.v(ad) t : hiext(ak,ad)
ad := dz.v(dz.d)
ak = dx.k
sx,dx,x : read
t: HIEXT (ak,ad)
Az x absztrakt fajl miiveleteinek megvaldsitdsa:
sm = norm V stg = norm
ST = norm ST =
sm = abnorm V (sm = sto sm = sto A sto = abnorm V (sm = sto| gbnorm
A dto.k < dm.k) \ dto.k = dm.k A dto.k > dm.k)
dz.k := dto.k dx.k := dm.k dx.k := dm.k
dz.d .= dto.d dz.d = dto.d dx.d .= "ures”
dz.v :="lres” dz.v :=dm.v dz.v:=dm.v
sto, dto, to : read sto, dto, to : read sm,dm,m : read
sm,dm, m : read
open(x)]
sm,dm,m : read
sto, dtg, to : read
Az ad = dzx.v(p) transzformdcié elvégzésének megvaldsitdsa ugyanaz, mint az

elébb.
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14.4. Feladatok

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

14.6.

14.7.

Adott az egész szamokat tartalmazé z vektor. Valogassuk ki az y sorozatba a
vektor pozitiv elemeit!

Adott két vektorban egy angol-latin sz6tar: az egyik vektor ¢-edik eleme tar-
talmazza a mdsik vektor i-edik elemének a jelentését. Vilasszuk ki egy vek-
torba azokat az angol szavakat, amelyek szdalakja nem egyezik meg a latin
megfeleldjével.

Adott egy z sorozat, ami egy vallalat dolgozéinak adataibél all. Egy dolgozérdl
a kovetkez6 adatokat tudjuk:

® azonositd szam,;

e sziiletési adatok (idd, hely, anyja neve);
e lakcim;

e iskolai végzettség;

e a munkaviszony kezdete;

e beosztds;

o fizetés.

Adott még az y sorozat, amely azonositokat tartalmaz. Mindkét sorozat az
azonosit6 szam szerint rendezett. Adjuk meg a z sorozatban azoknak a dolgo-
z6knak az adatait, akiknek az azonositéja szerepel y-ban, és a munkaviszonyuk
kezdete egy adott évnél régebbi!

Az x sorozat egy szodveget tartalmaz. Tomoritsiik a szoveget gy, hogy min-
deniitt, ahol t6bb sz6koz van egymads mellett, csak egy sz6kozt hagyjunk meg!

Adott egy szoveg, ami mondatokbdl éll, és a mondatok végén pont van. M6-
dositsuk a szoveget tigy, hogy minden mondat végét jelz pontot pontosvesszdre
cseréliink! A mondatokban lehetnek idézetek, és az idézetek is tartalmazhatnak
idézeteket tetszbleges mélységben (az idézetet egy kezdd idézdjel vezeti be és
egy zar6 idézdjel jelzi a végét). Azok a pontok, amelyek egy idézet belsejében
vannak, nem jelentik a mondat végét! Feltessziik, hogy a szovegben az idéz6-
jelek kiegyensulyozottak.

Adott az x sorozat, amely egy szoveget tartalmaz. Mdasoljuk 4t z-et a z sorozatba
ugy, hogy a kerek zardjelek kozé irt szoveget elhagyjuk! (A zaréjelekkel egyiitt.)

Egy szekvencidlis fajl (megengedett mivelet az sz, dx, x : read) szoveget tar-
talmaz, melyben a szavakat sz0k6zok (esetleg tobb sz6koz) valasztjdk el. Sza-
moljuk meg, hany 5 jelnél révidebb sz6 van a szovegben!
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14.8.

14.9.

14.10.

14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

Adott egy szekvencidlis fajl (megengedett miivelet az sz, dz, = : read), ami egy
bank tranzakciéit tartalmazza: egy ligyfél adatait tartalmazé rekord utdn olyan
rekordok kovetkeznek, amelyek az ligyfél tranzakcioit irjak le.

o Ugyfél = (Azonosits, Szdmla 6sszege)

e Tranzakci6 = (Kivét-betét, Osszeg)

Allitsuk el azt a f4jlt, ami az ligyfeleknek a bankban levé pillanatnyi Gsszegeit
tartalmazza tigyfél tipusu rekordokban!

Adott egy karakterekbdl 4ll6 szekvencidlis fajl (megengedett mivelet az
sx,dx, x : read). Szadmoljuk meg, hogy a szoveg hany sz6bdl all, ha a 12 jelnél
hosszabb szavakat két szonak tekintjiik! (A szavakat tetszbleges szdmu sz6koz
vélaszthatja el.)

Adott az x szekvencidlis fajl (megengedett miivelet az sx, dz, x : read), amely
egy szoveget tartalmaz. Allapitsuk meg, hany olyan sz6 van a szovegben, amely
tartalmaz ,,R” betiit!

Adott az x szekvencidlis f4jl, melynek elemei egy vezetéknevet és egy kereszt-
nevet tartalmaznak. A f4jl a keresztnevek szerint rendezett. Gytijtsiik ki a fajlbol
a kiilonbozo keresztneveket €s azt, hogy hanyszor szerepelnek!

Az x sorozat egy szoveget tartalmaz, ahol a szavakat egy vagy tobb szokoz
vélasztja el. Szamoljuk meg, hogy a sorozatban hany k betlinél hosszabb szé
van!

Adott egy évfolyam-nyilvantartds névsor szerint a kovetkezé adatokkal: név,
csoportszam, atlag. Félévenként médositjdk a nyilvantartast, ekkor az aldbbi
valtozdsok torténhetnek:

e johetnek 1j hallgatdk az évfolyamra;

elmehetnek hallgatok (t6rolni kell a nyilvantartas-bol);
e valtozhat a hallgat6 atlaga;

e megvaltozhat a hallgat6 csoportszdma.

A valtozasok is névsor szerint rendezett fjlban vannak. Végezziik el az adatok
frissitését.

Végezziik el egy aruhaz osztlyain kint 1év6 arukészlet nyilvantartdsanak napi
frissitését. Az adatbazisban az drukrdl nyilvan van tartva, melyik osztdlyon
arusitjak, mi a neve, mennyi az dra, és hany db van bel6le a boltban. A nyilvan-
tartds osztdlyok szerint, azon beliil drunév szerint rendezett. Egy mddosit6fajl
tartalmazza ugyanigy rendezve a napi fogyast, egy masik az dj szallitmanyt, egy
harmadik pedig az arvaltozdsokat.
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14.15.

14.16.

Adott egy raktarnyilvantartds (dru, mennyiség) adatokkal, névsor szerint ren-
dezve. Minden nap érkezik hdrom f4jl:

e a gyart6tol: szallitds; melyik arubdl mennyit hozott;

e a boltbdl: igénylés; melyik drubdl mennyit rendel a bolt;

o a fonoktdl: selejtezés; csak druneveket tartalmaz, amiket torolni kell a nyil-

vantartasbol.

Végezziik el az adatok mddositdsat. Ha nincs annyi dru, amennyit a bolt igényel,
akkor ezt jelezziik, de amennyit lehet, adjunk ki a boltnak. Ha egy aru mennyi-
sége O-ra csokken, akkor toroljiik ki a nyilvantartasbol. Ha a gyart6 olyan arut
hoz, amilyen még nincs, azt fel kell venni a nyilvantartasba.

Adott a virdgokrdl egy nyilvantartds (virdgnév, szin, magassdg) adatokkal,
virdgnév szerint novekvden rendezve egy x fijlban. Adott tovdabba harom
ugyanilyen szerkezetli médosit6fajl (a, b, ¢). Végezziik el az x fajl frissitését
a kovetkezdk szerint:

e Ha egy virdg benne van a-ban, akkor szirjuk be x-be.

e Ha egy virdg benne van b-ben, akkor médositsuk x-et a b-beli rekorddal.

e Ha egy virdg benne van c-ben, akkor toroljiik z-bdl.

Ha egy rekord az a, b, c fajlok koziil tobben is benne van, akkor a médositasokat
a fenti sorrendben kell elvégezni(el6szor a, majd b és c).






15. fejezet

Megoldasok

15.1. Alapfogalmak

2 oz

1. Jelolje A az m elemi és B az n elem{i halmazt.

a) AN B lehet iires is, legaldbb nulla, legfeljebb min{n, m} eleme van.
b) A U B-nek legaldbb max{n, m}, legfeljebb n + m eleme van.
¢) A x B-nek minden esetben n - m eleme van.

d) A\ B-nek legaldbb maxz{0, m — n}, legfeljebb m eleme van.

2. a) Két részre bontjuk a bizonyitast, egy balrdl jobbra és egy jobbrdl balra
irdnyra.
= : Egyrészt minden H reldciora teljesiil, hogy (1) H C Dy x Ry.
Masrészt (z,y) € Dy xRy esetén ¢ € Dy — 3Ib € B :
(z,b) € H, valamint y € Ry = Ja € A : (a,y) € H, igy a
bizonyitand6 4llitds bal oldaldn szerepls feltétel szerint (z,y) € H.
Ezzel beléttuk, hogy (2) Dy x Ry C H.

(1)-bél és (2)-bdl kovetkezik, hogy H = Dy x Ry . Tehit K = Dy
és L = Ry valasztassal készen is vagyunk.

<=: Legyen K C A, L C B, H= K x L.Ha (a,b), (¢,d) € H, akkor
a,c € Késb,de L = (a,d) € K x L = H. Ezzel ezt az iranyt is
belattuk.

b) Ha H # (), akkor nyilvédnvald, hogy K = Dy és L = Ry.
Ha H = (), akkor K = () vagy L = (), a mdsik pedig tetszGleges.
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3. RY(B)={a€Dr|R(a) CB}=Dg

4. H=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)}

Mivel R determinisztikus, az inverzkép és az 6skép megegyezik,

RUV(H) = R7H(H) = {(1,1),(2,1)}.

5. RC(NxN)x(ZxZ)és Dr=NxN.
V(u,v) € NxN: R((u,v)) = {(u+v,v), (u—v,v)}.

{(u,v) e NXN|{(u+v,v),(u—v,0)}NH P} =
{(u,v) e NxN| (u+wv,v) € H vagy (u—v,v) € H} =
={(u,v) e NXN| (u+v,v € Nésu+ 2v < 5) vagy
(u—v,veNésu<bH)} =
{(u,v) e NxN]u+2v <5vagy (u>vésu<5bh)} =
1,21, (3:1), (3.2), (4,1), (4,2), (4,3)}

{
{(u,v) e NxN| (u+v,v) € Hés (u—v,v) € H} =
= {(u,v) e NxN| (u+v,v € Nésu+ 2v < 5) és
(u—v,v e Nésu < b)} =
{(u,v) e NXN|u+2v <b5ésu>v}=
{

6. Mivel R determinisztikus, az inverzkép és az 6skép megegyezik,
ROD(H) = R (H) = {(u,v) € NxN| f(u,v) +v < 5}.
7. R~1(B\Q) azon pontok halmaza, amelyekbdl biztosan B\ (Q-ba jutunk, vagyis

Dgr-bdl azokat a pontokat hagyjuk el, amelyekbdl eljuthatunk Q-ba:

R™YB\Q)={a€Dr|R(a) CB\Q}=
=Dr\{a € A|R(a)NQ # 0} = Dr \ R“V(Q).

Mivel D € Aés R~1(Q) € R-D(Q),

Dr\RTV(Q) S A\RTV(Q) S A\ RH(Q).
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Tehat B~ (B\ Q) C A\ R~1(Q).

A forditott iranyu tartalmazds azonban nem all fenn, ugyanis példdul Dp C A
eseténVa € A\Dr:a € A\ R71(Q),dea ¢ R~Y(B\ Q).

8. Ha létezik olyan a € Dpg, amelyre R(a) valddi részhalmaza az értékkész-
letnek, akkor R(a) &sképe a € R~!(R(a)) miatt biztosan nem iires. Tehdt
Ya € Dgr : R(a) = Rp feltétel sziikséges, és nyilvanvaldan elégséges is.
Pontosan azok a relacidk lesznek megfelelek, amelyekre ez teljesiil.

Példaul: R = {(1,1)}, R = {(1,1),(1,2)}, R = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

9. F ={(a,b) | baz a-nak valédi osztéja}, G = {(a,b) | b az a-nak fele}.

a) G o F egy természetes szamhoz az dsszes pdros valddi osztdjdnak felét
rendeli:

GoF ={(a,b) e NxN| 2bla és 2b # a}.

b) G ® F' egy olyan természetes szdmhoz, amelynek minden valodi osztdja
pdros, azok felét rendeli:

GOF={(2*2)|kleNyésl<k—2}.

¢) F(=1 o G=1) egy természetes szdmhoz a kétszeresének valédi tibbszo-
roseit rendeli. Mivel az 1.5. példa alapjan F(-V) o G-V = (G o F)(=1),
az a) pont felhasznélasaval:

FEY o GEY = (G o F)Y = {(b,a) € Nx N | 2b|a és 2b # a}.
d) FTHGHY)=F'({aeN|2aés g€ {1,2}}) =

= FU({2,4)) = {a € D | F(a) € {2,4]) =
={acDp | {beN|blaésb#1ésb#a} C{2,4}} ={4,8}.

van valodi osztoja minden valodi osztoja benne
van a {2,4} halmazban

e) Aza) pont alapjan (Go F)~!(Y) azon természetes szdmok halmaza, ame-
lyeknek van pdros valodi osztoja, és minden pdros valodi osztojuk fele
benne van az Y = {1, 2} halmazban. Tehdt olyan ketténél nagyobb pdros
szdmok halmaza, amelyeknek minden pdros valodi osztdja benne van a

{2, 4} halmazban.
(GoF)"Y(Y)={aeN|2laésa>2és
{beN|2/bésblaésb#a} C{2,4}} =
= {4,8} U{2p | p prim}.
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10.

11.

12.

13.

f) Az a) pont alapjan (G o F)(~1) egy természetes szamhoz a kétszeresének
valodi tobbszoroseit rendeli:

(GoF)=Y ={(b,a) € Nx N |2blaés 2b # a}.

Mivel f figgvény, [f] = | f] ={1,2,3,5}.
[foR]={2,4},|foR] ={1,2,3,4}.

Nem igaz, ugyanis az 1.5. példa alapjan:

QY oRY = (RoQ)"V # (ROQ)Y.
Megjegyzés: Mivel R® Q C Ro Q, ezért (RO Q)"D C Q=Y o R(-1),
A kompozicidk definici¢jabol adédik, hogy Deor € Dgor, valamint Va €

Dgor : Go F(a) = G(F(a)) ésVa € Dgor : G© F(a) = G(F(a)). Ezeket
felhasznalva:

(GoF)™M(Y) ={a € Dgor | G(F(a)) CY} 2
D{a€Dgor |G(F(a)) CY}=(GoF)LY).

Mivel az 1.6. példa alapjén (G© F)~}(Y) = F~Y(G~1(Y)), ebbdl azt kapjuk,
hogy:

(Go F)7{(Y) 2 FH(G(Y)).

A forditott irdnyu tartalmazds azonban nem dall fenn, ugyanis példaul a 15.1.
dbran (G o F)71({1,2}) = {1}, de F~1(G~1({1,2})) = F~*({1}) = 0.

Ha G vagy F fiiggvény, akkor G o F' = G © F miatt:
(GoF)'(Y)=(GoF)"'(Y)=FYG'(Y))
Egyik irdny tartalmazéds sem dll fenn. Egyrészt a 15.1. dbran G © F = () =
(GoF)Y =0,de F-D 0 Y = {(1,1),(2,1)}, tehat:
FEY oG ¢ (Go F)ED,

Tovabba a 15.2. dbran (G © F)(-1 = {(1,1),(1,2)},de F-D o GED =,
tehat:
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F G
A B C

15.1. 4bra. Ellenpélda

e

15.2. abra. Ellenpélda
(GO F)) ¢ FD oGO,

Ha G vagy F fiiggvény, akkor G o F' = G ® F, és felhasznélva, hogy az 1.5.
példa alapjan (G o F)(=D = F(=1) o G(=1):

(GoF)=Y =(Go D = pED o gD o D o gD,

A forditott irdnyu tartalmazds azonban ilyenkor sem all fenn (1d. 15.2. dbra).

14. Definici6 szerint Dgor C Dgor.

15. Ha Vb € Rr N Dy : f(b) = hamis, akkor minden a pontra f o R(a)
{hamis}, tehdt [fo R] = |fo R| = 0.

Példaul: f = Hamis, R tetszbleges.

16. Igaz, ugyanis felhasznilva, hogy az 1.5. példa alapjin (G o F)(—1
F(fl) le) G(fl):
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(R(—l))2 = RED o D) = (Ro R)(—l) = (R2)(_1).

17. Nem igaz. Tekintsiik példdul a 15.3. dbrdt, és legyen H = {1, 2}. Ekkor ugya-
nis:

RYRYH))=R({1}) =0, de (R?)"1(H) = {1}.

R R
A A A

15.3. abra. Ellenpélda

Megjegyzés: R~ (R™1(H)) C (R?)~1(H) azonban teljesiil (1d. 12. feladat).

18. Q egy pdros természetes szdmhoz a primosztéit rendeli, igy Q=1 egy prim-
szdmhoz annak pdros tobbszoroseit rendeli:

QY = {(b,a) € Nx N|2|aés blaés bprim}.

a) P egy természetes szamhoz a valddi osztoit rendeli.
— Q o P egy pdros dsszetett szdmhoz a pdros valédi osztéinak primosz-
toit rendeli:
QoP={(a,¢c) eENxN|TbeN:blaésb#1ésb+#aés
2|b és c|b és ¢ prim}.

— a € Dgep-hez kell, hogy a-nak legyen valédi osztéja, tovdbba
P(a) C Dg miatt az 6sszes valédi osztGjanak parosnak kell lennie,
ezért a-nak nem lehet paratlan primtényezdje. Igy:

Qo P={(2"2)|keNésk> 2}

b) P egy természetes szamhoz az osztdit rendeli.

- QoP={(a,c) e NxN|3beN:blaés2|bésc|béscprim} =
={(a,c) e Nx N |2]aés claés cprim} = Q.
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- a € Dgep-hez P(a) C Dg-nak teljesiilnie kell, vagyis a 6sszes osz-
tdjanak parosnak kellene lennie, de mivel az 1 minden természetes
szdmnak osztdja, ez nyilvan nem teljesiilhet. Tehat:

QoP=0.

19. a) Definicié szerint igaz.
b) Definici6 szerint igaz.
¢) Az a) pont alapjan elég beldtni, hogy Do = Dgon-
D : Dgon 2 Dgen definicid szerint teljestil.

C: a € Dgoy < 3b € B: (a,b) € Hésb € Dg. Viszont |H(a)| =
1 miatt ilyenkor H(a) = {b} C Dg = a € Dgon-.

d) Definici6 szerint igaz.

20. Mindkét kompozicié asszociativ.

a) (FoG)oH =
={(a,d) e AxD|3beB:(a,b)c Hés (b,d) € FoG} =

{(a,d) e AxD|3Fbe B:3ceC:(a,b) € Hés
(b,c) e Gés (c,d) € F} =

{(a,d)e AxD|3ceC:(a,c) e GoHés(c,d) € F} =

Fo(GoH).

G)oOH=

{(a,d) € AxD|3beB:(ab) e Hés(bd) e FoGés
H(a) € Drog} =

{(a,d) e AxD|3beB:3ceC:(ab) € Hés (bc)eGés
(cd)eFesH()CDF@GesG(b)CDF}

b) (F

H@

Tovabba4, felhaszndlva, hogy Va € Dgon : G © H(a) = G(H(a)):

Fo(GoH)=
={(a,d) e AxD|3ceC:(a,c) e GO Hs(c,d) € Fés
G®H(a) CDr} =
={(a,d) e AxD|3IbeB:3ceC:(a,b) € Hés(bc)ecGés
(c,d) € Fés H(a) C D¢ és G(H(a)) C Dp}.

Tehat csak azt kell beldtnunk, hogy a két megjelolt kifejezés ekvivalens:
H(a) - DF@G és G(b) C Dp <—
H(a) C Dg és G(H(a)) C Dp és G(b) C Dp <=
H(a) CDgés G(H(a)) C Dp.
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Ugyanis (a,b) € H = b € H(a), tehdt a G(H(a)) C Dy feltételbdl
G(b) C D kovetkezik.

21. a) Egyik irdnyud kovetkeztetés sem teljesiil:
== Legyen A = {1,2},Q ={(1, )}, R= {(1 1), (1, 2),(2,1), 2,2)},
S = {(1,1),(2,2)}. Ekkor ugyanis Q-Y = {(1,1)}, R = 0 és
§=1{(1,2),(2,1)}, tehat:
QOR=0CS,de QY oS5={21)}¢ZR
i Leven 4 = {12.Q = (LR R = {0
Ekkor ugyanis Q=Y = {(1,1)}, R = {(1,2),(2
§ = {(1.1),(1,2), (2,1),(2,2)}. tehi
QOR={(1,1)}£5, de QCVeoS=0CR

b) Nem-szigord kompozicié esetén az Aallitds igaz, mindkét irdanyd
kovetkeztetés teljesiil:

— : Tegyiik fel, hogy Q o R C S, és legyen (x,2) € Q-1 o S. Ekkor:

JyecA:(z,y) elés(y,z2) e Q) =
yed:(1)(z,y) g5 (2) (2y) €Q.
Ezek utdn tegyiik fel indirekt médon, hogy (z, ) ¢ R— (x,2) € R

és (2) (z,y) € Q miatt (z,y) € Q o R, amib3l a feltétel miatt
kovetkezik, hogy (z,y) € S, ami ellentmond az (1) éllitdsnak. Tehat:

QoRCS — QYoSCR.

< : Tegyiik fel, hogy Q- o S C R, és legyen (z,z) € Q o R. Ekkor
Jye A: (1) (z,y) € Rés (2) (y,2) € Q. Ezek utdn tegyiik fel
indirekt médon, hogy (z,2) ¢ S = (z,2) € Sés (2) (y,2) € Q
miatt (z,y) € QY = (z,y) € QY 0 5, amibdl a feltétel miatt
kovetkezik, hogy (z,y) € R, ami ellentmond az (1) allitdsnak. Tehat:

QoRCS «— Q-YoSCR.

22. a) Igaz, ugyanis:
(a,c) e ROQ <=
dbe B:(a,b) € Qés(b,c) € RésQ(a) C Dp =

dbe B:(a,b) € Qés(bc) € SésQa) CDg —
(a,c) € SO Q.
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Tehit RO Q C S © Q.

b) Nem igaz, ugyanis példdul a 15.4. és a 15.5. dbran Q ® R = {(1,1)}, de
QOS=0.

R Q
15.4. dbra. Q © R

T

S Q
15.5.4bra. Q © S

23. a) R={(a,b) e NxN|b=avagyb=2a},Dr=N.
Q={(a,b) e NxN|2[aésb=§},Dg ={a € N|2|a}.
b) RF = {(a,b) ENxN|HNeNy:b=2"-aésl <k}, Dge =N

) QoR={(a,b) c NxN|[(2 Jaésb=a)vagy 2laésbec{a,5})} =
={(a,b) e NxN|b=avagyb= g},

Dgoor = N.
d) Q©R={(a,b) e NxN|2laés (b=avagyb=2)},
Dgor = {a € N|2|a}.

24. a) Igaz, ugyanis:

Door ={ac A|3be B: (a,b) € Fésbe Dgés Fla) CDg} =
= {(l € Dr | F(a) - Dg} = F_l(Dg).
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

b) Nem igaz, ugyanis:

Dgor =f{a€ A|Fb€ B:(a,b) € Fésbe D} =
={a €Dp | F(a)NDg # 0} = F=D(Dg).

Dp ={a €Ny |a#1ésanemprim}
Mivel a nulldinak minden természetes szam oszt6ja, P a nulldhoz az Osszes
egynél nagyobb természetes szimot hozzarendeli.

a) Dy =No, P={(1,1)} U{(a,b) € Ng x Ny | ba és b prim}.
b) D= =Dz \ {0} = N, tehit:

P=P\{(0,0)]|beNo} ={(1,1)} U{(a,b) € Nx N |bla és b prim}.

Rlm={(1,1),(2,2)}u{(2*,2)) | k,l e Nés I < k},

R7|7T = R|7T = Z'dN\(ﬂ.

Legyen R C A x Aolyan, hogy Di = A, ekkor ugyanis R = R=1.és legyen
m = Hamis,igy Rlr =0 = R|r =idy = Dy =Dr=A

Megjegyzés: Ha R = ida, akkor nem csak az értelmezési tartomdnyok
egyeznek meg, hanem R|m = R is teljesiil (1d. 1.10. példa).

RCAxA D= Rfl('DR) <= Va € Dy : R(a) C Dg, tehat a Dy-beli
pontokbdl indulva biztosan nem jutunk ki D-bél. Igy:

DEZDEZA\DR, EzﬁzidA\an

Dﬁ = NO,

Rla) = {0}, haa=3kvagya=3k+1 (ke Ny);
Y7 {2}, haa=3k+2(keN).

D==No\ {3k + 1|k € No}, Ya € D=: R(a) = R(a).

a) [P;] minden eleme dsszetett szim = [P;] C Dp = R|P, = R|p,7.
Tovéabba mivel q Osszetett szam, q egy pozitiv egész kitevds hatvanydnak
legnagyobb valddi osztdja nem lehet g hatvanya, vagyis Va € Dgp, :
R|Pq(a) = R(a) ¢ DR‘pq. Tehat Dﬁpq =N.
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b) Ha ¢ primszém, akkor k > 1 esetén R(¢*) = {¢*'}, de R(q) = 0, mivel
g-nak nincs valddi osztéja. Vagyis:

k—1 k4
q , haa=¢q"ék>1,;
ar={ {7 hai

Tehat DTR; = N\ [qu

31. R=R=1{(3,3),(5,5)}.

32.
| {a-3}, ha a > 2 és pératlan;
Rm(a) = { {3k|keN}, haa=1.

{6k | ke No}, haa=1;
R|w(a) = R|n(a) =< {a—3}, ha a > 2 és pératlan;
{a}, ha a pdros.

33. a) Definici6 szerint igaz.
b) Definici6 szerint igaz.
c) Belathatd, hogy igaz, de a bizonyitds nem egyszerd.

d) Belathat6, hogy igaz, de a bizonyitds nem egyszerd.

34. Vz € [n] : Rln(z) = {x — 1}, ahol z — 1 ¢ [x]. Igy Dgr = D===No.
==~ 5= | {a}, ha a pdratlan, vagy a = 0;
R|m(a) = Rlr(a) = { {a —1}, haa > 0és pdros.
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a feladatban szerepld R C Ny x Ny kikotés
miatt R(0) # {—1}, hanem R(0) = (), vagyis 0 ¢ Dg. Fontos tehét, hogy
egy relacié megadasidhoz mindig hozzatartozik az is, hogy milyen direktszorzat
részhalmaza.

35. Jel6lje o az m hosszisagu és 5 az n hosszisagu sorozatot.

a) kon(red(a),red(s3)) legaldbb 2, legfeljebb n + m hosszisdgi. Kivéve ha
valamelyik vagy mindkét sorozat lires, ugyanis ilyenkor nyilvan lehet 1,
illetve 0 hosszusagt is.
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b) red(kon(a, 3)) legaldbb 1, legfeljebb n+m hosszisdgd. Kivéve ha mind-
két sorozat iires, ugyanis ilyenkor nyilvan 0 hosszdsagu.

36. Definici6 szerint igaz.

37. Nem igaz, ugyanis példaul egy csupa kiilonbozd elembdl allé sorozat vetiilete
allhat akdr csupa azonos elembdl is.

Legyen példdul A = Ny x Ny, ahol N; =N (i = 1,2) és

a= ((1,1),(1,2),(1,3)).

Ekkor ugyanis red(«) = «, viszont:

prn, (OL) - <17 ]-31> = Ted(pTNl (a)) = <1>

38. a) prB(a) = < (15 1)7 (1’ 1)7 (17 1)’ (47 1)7 (4’ 5)7 (47 5)’ (47 5)7
(14, 5), (14, 19)7 (14, 19), (14, 19), R >

b) red(pry(a)) = ((1,1),(4,1),(4,5),(14,5), (14,19),...)

15.2. A programozas alapfogalmai

1. a) p(S)={(2,0),(0,0),(06,9),(6,2),(,T),(T,0)}
b) S megoldja F-et, ugyanis teljesiilnek a megoldas feltételei:
- Dr = {CD7 G)} c {(I)7@?F} = Dp(S)'
- p(9)(®) = {2} C {Q, ¥} = F(®),
p(5)(0) = {6,2,@} C {6,Q,¢} = F(6).

2. Egyik éllitas sem teljesiil.

a)c)d) Nem igaz, ugyanis a megoldds definici6jdban szereplé6 Va € Dp
p(S)(a) C F(a) feltétel megengedi, hogy p(S) egy adott @ € Dy ponthoz
kevesebb pontot rendeljen, mint F'. Tehat attdl, hogy F' nem determinisz-
tikus, S és p(.S) még lehet az.

Legyen példdul A = {1,2}, és

F = {(131)7(1’2)}7
S = {1 (1)), (2,(2))}-
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b) e) Nem igaz, ugyanis a megoldas feltételei semmit sem kovetelnek meg a
programnak a Dg-en kiviili pontokban valé viselkedésérél. Azokban a
pontokban lehet S és p(.S) nemdeterminisztikus akkor is, ha F' minden
pontban determinisztikus.

Legyen példdul A = {1,2}, és

F= {11},
S = {{,(1)),(2,(2)),(2,(2,1))}.

f) Ellenpélda:
S ={(1,(1)),(1,(1,2,1)),(2,(2)),(2,(2,2,...))}

3. Igaz, ugyanis Dg = A miatt:

Dps) =f{a € Dg | S(a) C A*} = S~1(A*).

4. A megoldas két feltételének teljesiilését kell belatnunk:

q€Dr = S(q) C A < Dr CDys)s
q€Dr=p(S)(q) CF(q) <= VYqeDr:p(S)(q) C F(qg)

Tehat a feladatban megfogalmazott feltétel nem csupédn elégséges, hanem a
megoldas definicijanak egy ekvivalens atfogalmazdsa: egy a € Dy pontban
pontosan azt koveteljik meg, hogy egyrészt legyen ott értelmezve a prog-
ram programfiiggvénye: S(a) C A*, mdsrészt pedig, hogy p(S)(a) C F(a)
teljesiiljon.

5. Nem azonosak. D, = Dp,, de I, C F1, tehat F; szigortibb, mint F;. Ugyanis
F5-ben azt is megkotjiik, hogy az elsé komponens ne véltozzon.

Példaul: ((4,1),(2,2)) € Fy,de ((4,1),(2,2)) ¢ Fb.

6. Igaz, ugyanis a 2.3. példa alapjan belathatjuk a megoldas két feltételének telje-
stilését:

i. Mivel Sp és S5 is megoldja F-et, Dp C Dy(sy) €s D C Dy(s,), tehat:
Dr € Dp(s1) N Dy(sz) = Dp(siusa)-
ii. Ya € Dp : p(S1)(a) C F(a) és p(S2)(a) C F(a), tehat:
p(S1 U Ss)(a) = p(S1)(a) Up(S2)(a) € F(a).
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7. Legyen X = {1,2,3,4,5,6,7,8}, H = X x X, az dllapottér pedig A =

9.

H x H x H, ahol mindegyik H komponens egy-egy babu helyzetét hatdrozza
meg a sakktdblan.

Ezek utdn az F' reldcié megadhat6 az alabbi formaban:

F = {((ar,az,a), (br,b2,b) € Ax A | by = a1 és by = ay és
iitésben(ay, as,b)},

ahol az iitésben(ay, as, b) feltétellel azt adjuk meg, hogy a b pozicié az ay és
as pozicién 1évo bastya iitésében alljon:

iitésben(ay, az, b) = ttésben((z1,91), (v2,y2), (z,v)) =

x=x1 ésmin{y1,y2} <y < mazx{y1,y2}, haz = xo;
=< y=1y1ésmin{ry,x2} <z < max{xi, 2}, hay =yo;
(r=x16sy=1yo) vagy (r =ax26sy =7vy;) egyébként.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ha a megadott b pozicié megegyezik valame-
lyik béstya poziciéjaval (b = a; vagy b = as), illetve ha a két bastya pozicidja
megegyezik (a1 = as), akkor az titésben(ay, as, b) feltétel nem teljesiil.

. Igaz, ugyanis egy a € A pont esetén:

S(G)QA*@G¢DP(S) = a¢ Dp,
p(S)(a) € F(a) — a¢Dp.

Mivel a megoldés definicidja szerint @ € Dy esetén a € Dy(g) és p(S)(a) C
F(a) is teljesiil.

a) Nem igaz. Legyen ugyanis A = {1,2}, F = {(1,1)}, S pedig olyan
program, amelyre p(S) = {(1,1),(1,2)}. Ekkor Dpp = Dp = {1},
viszont S nyilvan nem oldja meg F'-et.

b) Igaz. Ha S megoldja F'-et, akkor Dpp = Dp, ugyanis:

: FP:FOP(S) = Dpp C Dp.

: Legyen a € Dp. Ekkor mivel S megoldja F-et, a € Dy €s
p(S)(a) C F(a), tehét (1) 3(a,b) € p(S), amelyre p(S)(a) C F(a)

miatt nyilvan (2) (a,b) € F is teljesiil. fgy (1) és (2) miatt (a,b) €
F ﬂp(S) = F'P,tehata € Dgp.

U N
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15.3. Specifikacio

1. p(S) = {(27 1)7 (2’4)7 (47 ]-)v (47 2)7 (45 4)7 (574)} == [lf(S, Rﬂ = 0.

2. [1f(S,1gaz)] = {a € Dy | p(S)(a) C [Igaz| = A} = Dpys), tehit:

1f(S,Igaz) = P(Dys))-

3. Allitds:
(1) FneN:If(S,Q,) = If(S,(IneN:Q,)),

viszont:
(2) 3neN:If(S,Qn)) < If(S,(IneN:Q,)).

Bizonyitds:
El6szor is értelmezniink kell a feladatban szerepld két logikai fiiggvényt,

amit konnyebbé tehet, ha a (3n € N : ...) kifejezéseket (\/, o - ..) alakban
irjuk fel:

= [ e N:If(S,Qn)] = [Voen (5, @n)] = Upen[1F (S, @n)1.
Tehat (In € N : [f(S, Qy)) igazsdghalmazaban olyan a pontok vannak,
amelyekre létezik olyan Q,,, hogy a € [1f(S, Q.)], azaz a-bél p(S) sze-
rint biztosan [Q,,|-ba jutunk.

= [Lf(S,(3n € N: @Qn))] = [1f(S, V,en @Qn)1-
Tehat [f(S, (3n € N : Q,,)) igazsdghalmazaban olyan a pontok vannak,
amelyekbdl p(S) szerint biztosan [/, . @n ] = U,,cn[@n ]-ba jutunk.

Ezek utan a fenti két allitast bizonyithatjuk a kovetkez6képpen:

(1): Legyen a € [In € N : If(S,Qy)]., ekkor a fentiek alapjan Im € N :
a € [1f(S,Qm)] - Mivel Q,, = \/,,cy Qn trividlisan teljesiil, az [ f mono-
tonitdsa miatt 1 f (S, Q) = 1f(S,V, cny @n), tehita € [1f(S,Qn)] =
ac Uf(s’ vneN Qnﬂ = ’—lf(S’ (Hn eN: Qn))—‘ Igy:

(GneN:If(S5,Q,) = If(S,(IneN:Q,)).
Megjegyzés: A bizonyitas soran nem haszndltukkiaVi € N: Q; = Q;41
feltételt, igy az (1) éllitas tetszSleges Q; : A — L (i € N) fiiggvé-

nyekre teljesiil. Ezért tekinthetd az [f tulajdonsdgai kdzott kimondott
(4) 1f(S,Q) VIf(S,R) = If(S,Q V R) éllitds megszdmlalhatéan sok
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fiiggvényre vonatkozé altalanositdsdnak. (Véges sok fiiggvényre az ere-
deti 4llitas alapjdn nyilvanval6an teljesiil.) Ezek alapjan kimondhatjuk,
hogy tetszGleges I véges vagy megszamldlhaté halmaz és @Q; : A — L
(i € I) fiiggvények esetén:

Vie[ lf(S, Qz) = lf(Sv \/iel Qz)

(2): Legyen A =N, [Q;] ={z eN|z <i} (i€ N),tehitVi e N: Q; =
QQi+1 nyilvan teljesiil. Legyen S olyan program amelyre p(S)(1) = N.
Ekkor 1 € [If(S,(In € N : Q,))], ugyanis 1 € D,g) és p(S)(1)
[(An eN:Q,] = UneN [@Q,] = N. Viszont #in € N : 1 E [1f(S,Qn)
hiszen minden n € N esetén [Q,,] véges (n elemii) halmaz, de p(S)(1) =
N, gy p($)(1) £ [Qn]. Tehdt:

(Fn e N:If(S5,Qn)) <« 1f(S,(IneN:Q,)).

Megjegyzés: A feladat egyfajta folytonossagi tulajdonsiagot fogalmaz meg az
lf-re, amely az analizisbdl ismert atviteli elvvel analég. Arrdl van szé ugyan-
is, hogy ha Vn € N : Q, = Qn41 teljesiil, akkor \/, _ @, tekinthet6 ezen
Q. feltételek hatarértékének, és igy a feladatban azt vizsgéljuk, hogy az egyes
Qn-ekre kapott [ f (S, Q) fliggvényértékek hatdrértéke (\/,, .y Lf (S, Qn)) meg-
egyezik-e a (Q,,-ek hatarértékében felvett fliggvényértékkel (1f(S,\/, cn @n))-
Rogzitett S esetén ugyanis az [f egy feltételekhez feltételeket rendeld fiigg-
vénynek tekinthetd.

C
]

Azonban a fentiekben bizonyitott (2) dllitds alapjdn ez a folytonosségi tulajdon-
sag nem teljesiil. Fontos megjegyezniink viszont, hogy ez azon mulott, hogy
a modelliinkben megengediink olyan programokat is, amelyek programfiigg-
vénye korlatlanul nemdeterminisztikus, azaz 1étezik legalabb egy olyan pont,
amelyhez végtelen sok kiilonb6zd pontot rendel. Ha ezt nem engednénk meg,
illetve ha csak véges sok (), esetén vizsgdlnank, akkor a feladatban szerepl
tulajdonsag teljesiilne.

. Igaz, ugyanis a 2.3. példa alapjan:

[1f(S1US2, R)| = {a € Dy(s,us,) | p(S1 U S2)
= {a € Dy(sy) N Dy(sy) | (ST
={acAlacDygs,ésp(S

a € Dy(s,) és p(S2
= [ILf(S1, )] N [1f(S2, R)] =]

Es mivel feltettiik, hogy [ f(S1, R) = 1f(S2, R),

/-\

a) C [R]} =
(a)U

—
S
\vvv
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5. Nem igaz, ugyanis a feladatban szerepl6 feltétel azzal ekvivalens, hogy:

Yy € A:p(S1)~ ({y}) = p(S2) " ({y}).

Tehat p(S1) és p(Sz) reldcidk szerint csak a pontonként vett Gsképekrdl tudjuk,
hogy megegyeznek, amibdl nem kovetkezik, hogy Dp,s,) = Dps,). Tekintsiik
példaul a 15.6. dbrét.

Megjegyzés: Ha barmely halmaz &sképe megegyezik a két programfiiggvény
szerint, akkor a programok ekvivalensek (1d. kovetkez6 feladat).

| ||
=

]

p(S1) p(S2)
A A A A

15.6. dbra. Ellenpélda

6. Igaz.

— Dy(s,) = Dp(s,). ugyanis H = Igaz vélasztdssal:

Dy(s,) = [1f(S1,1gaz)] = [1f(S2,Igaz)| = Dy(s,).

— Minden a € D5,y = Dys,) esetén p(S1)(a) = p(Sz2)(a), ugyanis
[Hi] = p(S1)(a), illetve [Ha| = p(S2)(a) vélasztdssal adédik a kol-
csonos tartalmazas:

a € [Uf(S1, H1)| = [Uf(S2, H1)| = p(S2) " (p(S1)(a)) =
p(52)(a) < p(S1)(a),

és hasonldan:

a € [1f(S2, Hz)] = [1f(S1, Ha)] = p(S1) "' (p(S2)(a)) =
p(S1)(a) C p(S2)(a).

7. [1f(S,H)] ={x € N|x =3 (mod 4) vagy = 0 (mod 4)}
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8.

10.

11.

Nem azonosak. D, = Dp,, de Fy C F1, tehat I, szigortbb, mint F;. Ugyanis
F>-ben azt is megkotjiik, hogy az elsd két komponens ne valtozzon.

Példaul: (a,b) = ((2,1, hamis), (1,3,igaz)) esetén (a,b) € Fi, de (a,b) ¢
Fs.

. Legyen a € N. Ekkor egyrészt:

Fi((a®,0)) = {(a® a), (a* —a)} € {(a*,a)} = F5((a?,])),

madsrészt pedig:
Fi((=a%b)) =0 2 {(—a® —a)} = F2((—a®,b)).

Tehat Fl ;@ F2 és F2 ¢_ Fl.

Viszont Dp, C Dp, és Ya € Dp, : Fy(a) C Fi(a), tehdt F» szigortbb,
mint F;.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a feladatban adott specifikacié a 3.2. allits
értelmében nem jo specifikdcio, ugyanis a @) elGfeltételbdl nem tudjuk leolvasni
a feladat értelmezési tartomanyét, ezért nem létezik olyan program, amely telje-
sitené a specifikacio tételének feltételeit. Ezt tigy keriilhetnénk el, ha a @) el6-
feltételben kikotnénk, hogy = > 0. (Ilyen kérdésekkel részletesebben a 11. és
18. feladatok kapcsan foglalkozunk.)

Az m és n véltozok egy intervallumot hatdroznak meg, és i € [m..n] esetén
g(1) = 1 pontosan akkor teljesiil, ha ¢ az f fiiggvény egy maximumbhelye az
[m..n] intervallumon, egyébként pedig ¢(i) = 0. Tehét a feladat az, hogy adjuk
meg az | fiiggvény [m..n] intervallumon vett maximumhelyeinek szamat.

A specifikacié tételének kimondasakor is hangsilyoztuk, hogy a tétel altaldban
nem megfordithatd, és a 3.2. éllitdsban megfogalmaztuk a jo specifikdciora
vonatkozé kritériumokat. Az aldbbiakban arra mutatunk példat, hogy ilyen
feltételekre valéban sziikség van, vagyis ha ezek nem teljesiilnek, a tétel nem
feltétleniil megfordithatd.

Legegyszeriibben olyan ellenpéldat adhatunk, ahol 1étezik olyan b € B para-
métertérbeli pont, amelyre [Qy]| # 0, de [ Ry | = 0. Ekkor ugyanis nem létezik
olyan program, amely teljesitené a specifikdcié tételének feltételeit, hiszen egy
ilyen b € B pontra tetszSleges S program esetén (az [ f (1) tulajdonségét fel-
hasznalva):
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[1f(S,Ry)| = [1f(S,Hamis)] = 0.

Tehit [Qy] # 0 miatt [Qy] € [1f(S, Ry)], vagyis Qy = 1f(S, Ry) nem
teljestil.

Tekintsiik példdul a 15.7. dbrit. Legyen A = {1,2}, B = {a,(}, Fi =
{(1,),(2,0)}, Fo = {(a, 1)}, F = {(1, 1) }. Ekkor nyilvén teljesiil, hogy:

Fl QAXB, FgngA és F:FQOF]_.
Legyen S olyan program, amelyre p(S) = F'. Ekkor S megoldja F-et, viszont:

[Qsl = {2} € 0=[If(S,Rp)], tehit Qs # If(S, Rp).

A B A

15.7. abra. Ellenpélda

Altaliban azonban az ilyen specifikdcidkat — éppen ezért — keriilni szoktuk,
olyan I} és F5 relacidkat adunk meg, amelyekre Ry, C Dp,. Viszont ekkor
sem teljesiil minden esetben a specifikicié tételének megforditdsa, ugyanis a
kiilonb6z8 b € B pontokhoz tartozé [Qp | halmazok nem feltétleniil diszjunk-
tak.

Tekintsiik példdul a 15.8. dbrat. Legyen A = {1,2,3}, B = {«, 8}, F1 =
{(1,e),(2,0),(2,8),(3,8)}, Fo» = {(a,1),(B8,2)}. Ekkor F = Fy 0o F| =
{(1,1),(2,1),(2,2),(3,2)}, és S legyen olyan program, amelyre p(S) = F,
tehdt S nyilvan megoldja F'-et, viszont:

Qo # If(S,Ry) 6 Qp # 1f(S, Rp).

Tehat a paramétertér egyetlen pontjdban sem teljesiil a specifikdcié tételének
feltétele, de az S program megoldja az F' feladatot.
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12.

13.

14.

15.8. dbra. Ellenpélda

A feladat az, hogy adjuk meg a k pozitiv egészhez legkozelebb esé (egyik) prim-
szdmot. F' egy (k, ¢) parhoz olyan (k, p) part rendel, amelyre p primszam, és
nem létezik k-hoz p-nél kozelebb esd prim (p nem minden esetben egyértelmii).
Ezek alapjan:

F((10,1)) = {(10,11)} és F((9,5)) = {(9,7), (9,11)}.

Dr, = Dp, és Iy C Fb, tehdt F szigoribb, mint F». Ugyanis F; egy (a, b, ¢)
ponthoz olyan (a, b, d) pontot rendel, amelyre d az a és b legkisebb kozos tobb-
szorose, Fy pedig olyan (a, b, e) pontokat, amelyekre e az a és b szimoknak egy
a szorzatukndl nem nagyobb koz0s tobbszorose.

Példaul: F (4,
4

,1)={(4,6,12)},
F»(4,6,1

{
, 1) ={(4,6,12),(4,6,24)}.

Nem azonosak. Dp, = Dp, és Fy C Fj, tehdt F szigordibb, mint F5. Két
fontos kiilonbség is van a feladatok kozott, ugyanis Fj-ben az f fiiggvénynek
az [m..n] intervallumon vett e/s§ maximumhelyét keressiik dgy, hogy az elsd
két vdltoz6 (az intervallum hatérai) ne valtozzon, F>-ben pedig az [m..n] inter-
vallumon vett valamelyik maximumbhelyet keressiik és az els6 két komponens is
megvaltozhat.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a feladatban adott két specifikdcié a 3.2. 4llitas
értelmében nem jo specifikdcio, ugyanis a @) eldfeltételbdl nem tudjuk leolvasni
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15.

16.

17.

a feladat értelmezési tartomanyat, ezért nem létezik olyan program, amely telje-
sitené a specifikacid tételének feltételeit. Ezt mindkét esetben tgy keriilhetnénk
el, ha a @) eldfeltételben kikotnénk, hogy m < n. (Ilyen kérdésekkel részlete-
sebben a 11. és 18. feladatok kapcsan foglalkozunk.)

A feladat szovegesen megfogalmazva az, hogy dsszegezzikk a v : N — {0, 1}
filggvényt az [1..n] intervallumon. Vegyiik észre, hogy az dllapottérnek egyetlen
komponense van, amelynek értékét6l nem fiigg a feladat, vagyis minden pont-
hoz ugyanazt rendeli. (Az n szdm ugyanis nem az dllapottér egyik komponen-
sében adott, hanem a v fiiggvényhez hasonléan rogzitett.) Tehat nincsenek olyan
komponensek, amelyek paraméterezik a feladatot, ezért most nem az allapottér
egy alterét vélasztjuk paramétertérnek, hanem egy tetszéleges egyelemi hal-
mazt, és az F relacié minden allapottérbeli ponthoz hozzarendeli ezt az elemet.

A= N
s
B = {x}
Q : Igaz
R:(s= 3 v(k))
k=1
A= N x N
n d
B = N
n/
Q:(n=n)
R (QAdln)
A= N x N
n d
B = N
n/

Q:(n=n"AJdaeN:(anAha#1Aa+#n))
R: (QAdnANd#1ANd#n)
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18. A feladat szovege alapjan kozvetleniil az alabbi specifikdcié adodik:

A= N x N
n d
B =N
,n/
Q:(n=n))
R:(QAdInAd#1Nd#n)

Azonban vegyiik észre, hogy a fenti specifikdciéban nem foglalkoztunk azzal,
hogy nem minden természetes szdmnak létezik valédi osztéja. Igy olyan Fy és
F, relacidkat kaptunk, amelyekre az ' = F, o F) feladat értelmezési tarto-
ménya nem egyezik meg F; értelmezési tartomdnydval (Dp C Dp,), tehit a
Q eldfeltételbdl nem tudjuk leolvasni a feladat értelmezési tartomanyat. Vagyis
ez a specifikdcié nem teljesiti a 3.2. dllitdsban megfolgalmazott kritériumokat,
nem jo specifikdcio. Léteznek ugyanis olyan b € B paramétertérbeli pontok (a
nem Osszetett szamok), amelyekre [Q,] # 0, de [Ry] = 0, ezért nem létezik
olyan program, amely teljesitené a specifikacié tételének feltételeit. Hiszen min-
den ilyen b € B pontra tetszdleges S program esetén (az [f (1) tulajdonsdgat
felhasznalva):

”f(Sa Rbﬂ = Hf(Sv Hamzsﬂ =0.

Tehdt [Qp] # 0 miatt Q, # [f(S, Rp). Ezért az ilyen specifikdcidkat nyilvan
keriilni fogjuk.

Erre jelen esetben is, mint ahogy 4ltaldban, két megoldas kindlkozik. Az egyik
az, hogy mar eleve kikotjiik az el6feltételben, hogy csak Osszetett természetes
szamokra van értelmezve a feladat. Ekkor pontosan ugyanazt a specifikaciot és
szovegesen megfogalmazva is ugyanazt a feladatot kapjuk, mint az el6z6 fela-
datban. Vegyiik észre, hogy ez a specifikdcié ugyanazt az F' = F; o F reldciét
hatdrozza meg, mint az els6ként felirt valtozat (habar F; nem ugyanaz), de a
specifikicid tételének alkalmazdsa szempontjdbol nagyon 1ényeges kiilonbség
van a kettd kozott.

A madsik megoldés, hogy atfogalmazzuk a feladatot dgy, hogy minden termé-
szetes szamra értelmezhetd legyen: dontsiik el egy természetes szamrol, hogy
van-e valddi oszt6ja, és ha van, akkor adjunk meg egyet. Ekkor az dllapotteret is
béviteniink kell egy logikai komponenssel, és nyilvan egy teljesen eltérd speci-
fikaciot kapunk, teljesen mds programok oldjak meg ezt a feladatot, mint az
eldzdeket.
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A= N x L x N
n l d
B = N
n/
Q:(n=n)

19.

20.

R : (QAl = (Ja € N: (alnAa # 1Aa # n))Al — (dnAd # 1Ad # n))
A= Nx H

n h
B =N

~

n

Ahol H = {X € p(N) | |X| < oo} = F(N), azaz N véges részhal-
mazainak halmaza. H bevezetése azért sziikséges, mert o(N) nem megszamlal-
haté halmaz, ezért definici6 szerint nem szerepelhet allapottér komponenseként.

Q:(n=n)
R:(QAh={deN|dnAd#1Nd#n})

Megjegyzés: Ebben a feladatban nem okoznak gondot a nem Osszetett szamok,

ugyanis azoknak is ugyandgy létezik a valddi osztéik halmaza, nevezetesen az
ires halmaz.

A= N x N
n p

B = N
n/

Q:(n=n"An#1)
R : (Q Ap|n Aprim(p) AVq € N: ((¢in A prim(q)) — q¢ < p))

A természetes szamok koziil egyediil az 1-nek nincs primosztéja, ezért azt az
elofeltételben kizartuk.

A = XNQ

N
n s

B =N
n/
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22,

23.

n—1

R:(QAs= 1222 oszto(k,n))

Ahol oszto : Nx N — {0,1},

1, hakln;
oszto(k,n) = { 0 ku16|rlben~

Megjegyzés: Ebben a feladatban sem okoznak gondot a nem Osszetett szdmok,
azok valédi osztéinak szama nulla.

Az [m..n] egész intervallumot minden esetben tgy értjiik, hogy n — m + 1
eleme van, tehdt iires intervallumot pontosan akkor kapunk, ha a végpontja
eggyel kisebb a kezdGpontjdnal, azaz n = m — 1. Ezért egy [m..n] interval-
lum megaddsdndl megkotjiik, hogy m < n + 1, illetve ha az intervallum nem
lehet iires, akkor m < n.

Mivel nem minden intervallumba esik Osszetett szam, ezért be kell vezetniink
egy logikai véltozét, és a feladatot az alabbi pontosabb megfogalmazas szerint
kell értelmezniink: adjuk meg, hogy az [m..n] intervallumban taldlhaté-e olyan
szam, amelynek van valddi osztdja, és ha igen, akkor adjuk meg az elsd ilyet.

A= N x N x L x N
m n l )
B = N x N
m’ n'

Q:(m=m'An=n"Am<n+1)
R:(QAl=3jem.n]:BG)ANL— (i €[m.n]ABEA
Vj € [m.i—1]:=p(j)))

Ahol 5:N—= L, [f] ={aeN|3FbeN:blaésb+#16ésb+#a}, vagyis B(a)
pontosan azon a € N szdmokra lesz igaz, amelyeknek van valédi osztdja.

Megjegyzés: Ez a feladat a 12. fejezetben megfogalmazott linedris keresés egy
konkrét esete.

7z

Az el6z6 feladathoz hasonléan itt is sziikségiink lesz egy logikai véltozéra is,
és pontositanunk kell a feladatot, ugyanis nem minden intervallumban van 6-tal
nem oszthat6 szam.
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24.

A= N x N x L x N
m n l )
B = N x N
m’ n’'

Q:(m=m'An=n"Am<n+1)
R:(QAl=(Fje[m.n]:6 [j)Al— (i €[m.n]A6 fin
Vj € [m.n]: (6 i — f(j) < f(i)))

Ahol az f : N — Ny fiiggvény egy természetes szdm valddi osztdinak szamat
adja meg:

n—1
fln) = Z oszto(k,n),
k=2
ahol oszto : Nx N — {0, 1},

1, hak|n;
oszto(k,n) = { 0 kﬁlij|nben.

Az el6z6 két feladattal ellentétben most nem engedjiilk meg az iires inter-
vallumot, kikotjiik, hogy m < n.

A= N x N x N
m n 1

B = N x N
m’ n'

Q:(m=m'An=n"Am<n)
R: (QANi€m.n]AYje[m.n]: f(F) < f@{))

7 _ 7z

Ahol f az el6z6 feladatban definialt fiiggvény.

15.4. Kiterjesztés

L F'={((g,a), (b)) € Ax A|r = q+1}

2. Nem igaz. Legyen példaul A = {1,2} x{a,b}, B={1,2}, S C A x A**,
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5.

Megjegyzés: Vegylk észre, hogy egy program projekcidja nem is feltétleniil
program (1d. 4. feladat).

. Legyen B altere az A dllapottérnek, S C B x B** program, S’ az S kiterjesz-

tettje A-ra. Ekkor nyilvdn S’ C A x A**, tehat azt kell beldtnunk, hogy teljesiil
a program definicidjaban szerepld harom feltétel.

i. S’ definici6jdbol adédik, hogy Va € A : S’ (a) # 0, tehat Dg = A.

ii. Legyena € Rgy = Ja € A : (a,a) € ' = (prp(a),prp(a)) € S.
Mivel S program, prg(a) = red(prp(«)), tehit o = red(a), ugyanis
Vi € Dy : prp(a;) = prp/(a) miatt az « sorozat két tagja pontosan
akkor lesz azonos, ha a prpg(«) sorozat megfelels tagjai azonosak.

iti. Legyen a € A é a € S'(a). Ekkor (prg(a),pre(a)) € S =

Ipre()| # 0és pre(a); = pre(a). Tehit |a| # 0, pre(a;) = pre(a)
és prp (1) = prp:(a), vagyis oy = a.

. Legyen S olyan program, amelyre:

2,1,1,.

( Y )y
(

S((1,1,...,1) = {((1,1,1,...,1),
2,2,2,...,2)) }.

17 17 bR )
(2,2,...,2,1),
Legyen B az A egy valddi altere. Ekkor 1étezik olyan k € [1..n], amelyre Ay
nem szerepel a B komponensei kozott, igy prp(S) az (1,1,...,1) € B pont-

hoz egy olyan véges sorozatot rendel, amelynek a k. és (k + 1). tagja azonos,
tehat nem lehet redukalt.

a) Nem igaz. Ha F' = pra(F"), akkor F”/ C F’. F' a legbGvebb ilyen
tulajdonsagu relacio, hiszen minden olyan rendezett part tartalmaz, amely-
nek vetiilete F'-beli.

b) Mivel a projekcié fiiggvény, prfq_l) (F) =pri ;' (F).
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prV(F) = pri (F) = {z € Dy, | praz) € F} =
={(a,b) € Bx B|pra((a,b)) € F} = F'

Megjegyzés: Jelolésben altaldban nem kiilonboztetjik meg a pry : B —
Aésapry: Bx B — Ax A figgvényt, de itt nyilvan az utébbirdl van
sz6, ezért Dy, , = B x B. Tovdbbd mivel pr 4 (x) egy A-beli elemet jeldl,
nem pedig egy egyelemi halmazt, az 6skép definicidjdban € jelet kell ir-
nunk a C helyett.

6. A kiterjesztés definiciéjabol adddik, hogy:

F' = {(a,a1),(b,b1)) € Bx B (a,b) € F},
Po= {((ava2)7 (b’ bQ)) eECxC ‘ (aab) € F}’
P = {((a,al,ag),(b,bl,bg)) 6D><D| (a,b) EF}

Jelolje F° az F"” kiterjesztését D-re. Ekkor F'° C D x D,

F° ={((a,a1,a2), (b,b1,b2)) | pre(((a,a1,a2), (b, b1,b2))) € F"} =
= {((a’v (11,(12), (b7 b17b2)) | ( aaa2)7 (bv bQ)) € F”} =
:{((avalaGQ)a(babth)) | ( ) GF}:FW.

Tehét belattuk, hogy F'” az F" kiterjesztése D-re.

a,

Mivel F/ és F"" A-ra vett projekcidja F, ezért F"' az F' A-ra vett projekcidjanak
kiterjesztése C-re, és hasonléan F” az F"' A-ra vett projekcidjdnak Kiterjesztése
B-re.

7. Nem igaz. Tekintsiik példdul a 15.9. dbrét. Legyen A = B x C, B = {1, 2},
C={a},Fr,={(1,2)} = F={(1,a),(2,0)} = F1 = {(o, @) }. Ekkor:

Fi ={((1,a),(1,a)), ((1,a), (2,0)), ((2,0), (1,@)), ((2, ), (2, 2)) }
p?“c(Fl/) = {(17 1),(1,2),(2,1), (272)} # {(172)} = Iy,

15.5. Programkonstrukciok

1. a) (S1;8) = { 1— 1463, 1 1451..., 1—12...,
25 2132132..., 3—361..., 4— 4636,
4 - 45134, 445121, 5 — 5636,
6 — 612132... }

p((Sl; 52)) = {(47 1)7 (454)7 (4’ 6)) (576)}
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Fy

b)

c)

F

15.9. dbra. Ellenpélda

IF(my : S1,m0:52) =
:{ 1— 14, 1—12..., 2 — 2132,
3 — 36, 4 — 463, 4 — 451 U
U{ 1-134, 11— 121, 3 36,
4 — 463, 4 —451..., 5 — 5632 I U
Uu{ 6-—6... b=
={ 1—14, 1—12..., 1— 134,
1121, 22132, 336
4 — 463, 4 — 451, 4 —451...,
5 — 5632, 6—6... }

p(IF) = {(272)7(376)7(572)}

Vezesstink be néhdny jelolést, hogy konnyebben le tudjuk irni a ciklust.
Ha egy sorozat valamely részsorozata folott egy vonds szerepel, akkor az
jelentse azt, hogy ott a megfeleld részsorozat véges sokszori ismétlésével
kapott 6sszes sorozat allhat. Tehat a — o 5y az aldbbi halmazt jeldli:

{(a,kon(a,w,v)) | 3In € N:w = kon(B*, B2,...,8") és
Vie[l.n]: B =B}

Ha pedig egy sorozat valamely részsorozata folott — jel szerepel, akkor
az jelentse a megfelels rész végtelen sokszor torténd ismétlésével kapott
sorozatot. Tehat:

aB ... = kon(a,B,8,8,...).

Ezen jeloléseket hasznélva:
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DO = { 1 14636, 1—12..., 1 — 14514636,
1 13512..., 1—1451..., 2—213...,
3 — 36, 4 — 4636, 4 — 4514636,
4 —4512.. ., 45150, U
u{ 5—5, 6—6 +,

p(DO) = {(3’ 6)) (57 5)’ (6a 6)}

Megjegyzés: Ebben a feladatban a programokban szerepl$ (a,{a,b,c,...))
parokat az egyszertiség kedvéért a — abc. .. alakban adtuk meg.

2. IF(7T1 :Sl,ﬂ'g : SQ,7T3 : 53) =

={ 1-12..., 112 2 - 23, 2 — 24,
33456, 3—3..., 4463, 443,
4 — 432, 5—-5..., 6—>63... +

Dp(IF) = {274}7 p(IF) = {(253)7 (2’4)a (472)’ (4a3)}

7z

Megjegyzés: Az el6z5 feladathoz hasonléan a programban szerepld (a, (a, b, ¢, ... ))
parokat itt is a — abc. .. alakban adtuk meg.

3. Nem igaz. Ugyanis egy a € A pont esetén Sz o 7 o S1(a) = Sa(7(S1(a))),
tehat Rs,0r05, S Rs,, viszont R(s,.s,) g_ Rs,. (Példdul minden R g, -beli
végtelen sorozat definici6 szerint benne van R g,;s,)-ben is.)

Ugy is gondolkozhatunk, hogy amikor képezziik a 7 o S; kompoziciét, akkor
az 9 éltal az dllapottér egyes pontjaihoz rendelt sorozatokbdl csak a véges so-
rozatok végpontjai maradnak meg, a végtelen sorozatokat és a véges sorozatok
tobbi tagjat elveszitjiik. Viszont a szekvencia definicidja szerint az Rg, -beli
sorozatok minden tagjdra sziikségiink van, tehat Sy o 7 0 .S; nem egyezhet meg
(S1; Sa)-vel.

Legyen példdul A = {a, b},

Sl = {(a,(a,b)),(b,(b,b, >)}’
S2 = {(a,(a)), (b, (b))}
Ekkor ugyanis:
(S1§SQ) = {(a7<a7b>)a(bv<bab7-">)}:Sl’
SporoSy = {(a, (b))}
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Tehdt Sz o 70 .57 # (S1; S2), s6t egyik irdnyd tartalmazds sem &ll fenn.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy S2 o 7 0 S7 nem is program.

4. a) Igaz, ugyanis felhaszndlva a definiciékbdl egyszerien ad6édé Dgor =
F~1(Dg) dsszefiiggést:

Dy(s) = Dp(sy)op(sy) = P(51) 7 (Dp(sy)) = [1f(S1, P(Dyisy)))]-

b) Igaz, ugyanis egyrészt:

[1f(S1,1f(S2, R))] =
={a € Dysy) | p(S1)(a) C [1f(S2, R)|} =
= {a € Dy(sy) [ p(S1)(a) C {b € Dy(s,) | p(S2)(b) € [R)]}} =
={a € Dys,) | p(S1)(a) € Dy(s,) és p(S2)(p(S1)(a)) C [R)]}.
Masrészt pedig felhasznalva, hogy Door = F~1(Dg) és Va € Dgor :
G o Fla) = G(Fla)):
[1f((S1;52), R)] =
= {a € Dp(sy)op(sy) | P(S2) © p(S1)(a) € [R]} =
= {a € p(51) " (Dy(s,)) | P(S2)(p(S1)(a)) € [R]} =
={a € Dysy) | p(S1)(a) C Dy(s,) €s p(52)(p(S1)(a)) C [R}-

5. Legyen A egy tetszSleges allapottér, és a 8. fejezet definicidival 6sszhangban
vezessiik be a SKIP és az ABORT jeloléseket két specidlis programra:

SKIP {(a,{a)) € AxA* |a € A},
ABORT = {(a,(a,a,...)) € Ax A |ac A}.

A SKIP és az ABORT program is felirhaté mindhdrom programkonstrukcié
segitségével. Legyen S tetszGleges program, 7 tetszSleges feltétel. Ekkor:

SKIP = (SKIP;SKIP)
SKIP = [IF(Igaz: SKIP) = IF(w:SKIP,—~w:SKIP)
SKIP = DO(Hamis, S)

ABORT = (ABORT;S) = (SKIP;ABORT)

ABORT = IF(Igaz: ABORT) = IF(n: ABORT,—7 : ABORT)
ABORT = IF(Hamis :S)

ABORT = DO(Igaz,SKIP)
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6. Ciklusként nem {rhat6 fel minden program, csak szekvenciaként é&s
elagazasként. Legyen S egy tetszSleges allapottéren adott program. Ekkor az

7z

el6z06 feladatban bevezetett jelolésekkel:

a) S = (SKIP;S) = (S; SKIP)
b) S=IF(Igaz:S)=1F(m:S8,—-7:85) (rtetszGleges feltétel)
c) Legyen példéul A = {a, b},

S ={(a,(a)),(a,(a,b)), (b, (b))}

S nem {irhat6 fel ciklusként. Tegyiik fel ugyanis indirekt médon, hogy
létezik olyan 7 feltétel és Sy program, amelyekre S = DO(w, Sy). Ekkor:

- a¢[r] = So(a) ={(a)},
- a€r] = VYaeSy(a)NA*:7(a) & [7] = (a) ¢ So(a).

Mivel S programra egyik sem teljesiil, S # DO(mw, Sp).

7. Nem igaz. |J ([mx] N Dps,)) azon a pontokat tartalmazza, amelyekre van
k=1
olyan dga az eldgazasnak, amelynek a feltétele igaz a-ban, és a megfelels Sy

program biztosan termindl a-bodl indulva. Ezzel szemben D)1 r)-ben csak olyan
a pontok szerepelnek, amelyekre legaldbb egy feltétel teljesiil, és minden olyan
S} program, amelyhez tartozé feltétel igaz, biztosan termindl a-bol.

Ha a € Dy(rp), akkor nyilvan 3k € [1.n] : a € [m] ésa € Dyg,), tehit
Dyirry € U ([7r] N Dys,))- A forditott irdnyi tartalmazds azonban nem 4ll

k=1
fenn. Legyen példdul A = {1,2}, [m] = {1,2}, [m2] = {1},

§,~-->)’(2,<2>),

S1 = {(17<17 }
1 (1 N}

Sy = {( v< >v(2a<2727"

2
Ekkor Dy,rry = {2}, viszont |J ([7] N Dys,)) = {1, 2}
k=1

8. Dy =10 <~ S1US3U---US, minden ponthoz rendel végtelen
sorozatot.

Dpiry=A <<= A feltételek lefedik a teljes dllapotteret, és minden
Sj program az a € [, ] pontokhoz csak véges
sorozatot rendel.

Péld4ul: m = Hamis, S; = ABORT,
7 = Igaz, Sy =SKIP (k€ [2.n]),
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ahol SKIP és ABORT aS8. fejezetben bevezetett programok.

9. Nem igaz, egyik irdnyu tartalmazds sem all fenn. Egyrészt az el6z6 feladatban
lattuk, hogy D,(rry € Dp(s). tehit p(IF) € p(S). Masrészt legyen példaul
Sk = SKIP, n, = Hamis (k € [1..n]), ahol SKIP a 8. fejezetben beve-
zetett program. Ekkor nyilvan p(IF) = (), de p(S) = p(SKIP) = id 4, tehat
p(S) & p(IP).

10. Igaz, ugyanis:

Dyary={ac Al ac [m|U[m]éac 1] = ac Dyg,és
ac |V71'2-| = ac Dp(Sg)} =
={acAl(ac[m]ésac [m]ésac Dygésac Dysg,)) vagy
(a€[m]ésad[m]ésac Dyg,) vagy
(a g [m]ésac[m]ésacDyg,)t=
= ([m] N [m2] N Dy(sy) N Dyp(sy)) U (([71] \ [2]) N Dy(s,)) U
U (([m2] \ [r1]) N Dys,))-

11. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezet definicidira.

S1o= {(1,(1,2)),(2,(2,4)),(3,(3,3,...)),(4,(4,4,..))}
S = {(17<1>)>(27<2>)=(37<3>)7(47<4>)}
ITF = {(1,(1,2)),(1,(1)),(2,(2)),(3,(3,3,...)), (4, (4,4,...))}

12. a) Mivel a szekvencia programfiiggvénye a két komponensprogram prog-
ramfiiggvényének szigori kompozicidja (p(S) = p(S2) ©p(S1)), F pedig
a két feladat kompozicidja, ezért D C D)) nem mindig teljesiil, S nem
feltétleniil oldja meg F'-et.

Tekintsiik példdul a 15.10. dbrat. Legyen A = {1, 2},

F = {(17 1)a (172)}’ = {(1’ 1)}’
S1={(1,(1)),(1,(1,2)),(2,(2,2,... )},
S ={(1,(1)),(2,(2,2,...))}.
Ekkor p(S1) = F} és p(S2) = Fb, tehdt S; megoldja F-et, S2 megoldja
F5-t, viszont:

S = (51552) = {(17<1>)7(17<172"">)7(27<27"'>>}’
F=FyokF ={(11)
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15.10. dbra. Ellenpélda

Tehdt p(S) = 0, igy S nem oldja meg F-et.

b) Mivel itt F' a két feladat szigorii kompozicidja, S megoldja F'-et.
Tudjuk, hogy S1 megoldja F}-et, So megoldja Fs-t, tehat:

(1) Dr, € Disy) (3) Dr, € Dyp(sy)
(2)Va € Dp, : p(S1)(a) C Fi(a) (4)Va € Dp, : p(S2)(a) C Fa(a)

Ezeket felhaszndlva lassuk be a megoldds két feltételének teljesiilését:

i. Dryom € Dpsy)op(s1)s
it. Ya € Dp,or, :p(SQ) @p(S’l)(a) CEho F1(a).

i. Legyen a € D, o, . Ekkor felhaszndlva a definiciokbdl egyszertien
ad6d6 Do = HH(Dg) 6sszefiiggést:
ac DF2®F1 = Fl_l(DFz) —
a € Dy, és Fy(a) C Dp, =1)0)

a € Dp(S1) és Fy(a) C Dp(gz) =2

a e Dp(Sl) és p(Sl)(a) - Dp(Sz) <=

a € p(51) 1 (Dy(sz)) = Dy(sz)0n(s1)-
Tehat belattuk, hogy Dp C Dp( 9)-

1i. Legyen a € Dp,qr rogzitett. Ekkor a fentiek alapjdn (5) a € Dp,
és (6) F1(a) C Dp,. Felhaszndlva, hogy Va € Dgon : GO H(a) =
G(H(a)):

P(5) ©9(5:)@) = pSp(5a) <O
C p(S2)(Fi(a)) €W Fy(Fi(a)) = F, © Fi(a).

Tehat beldttuk, hogy Va € Dp : p(S)(a) C F(a).
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13. Egyik sem teljesiil. Tekintsiik példdul a 15.11. &brdt. Legyen A = {1, 2, 3},

15.11. abra. Ellenpélda

Ekkor p(S2) © p(S1) = F» ® Fi = {(1,1)}, tehdt S megoldja F» ® F-et,
viszont p(S1) = p(S2) = {(1,1)}, tehdt S; nem oldja meg F}-et, és Sy nem
oldja meg F5-t.

n n
14. a) Nem, ugyanis ha Dp ¢ [\/ m;] = | [m;], akkor 1étezik olyan a € Dp
i=1

i=1
n
pont, amelyre a ¢ J [m;], tehdt a ¢ Dy;p) = Dp € Dp1p).
i=1
Legyen példdul F' = ida, m, = Hamis, Sy tetszbleges (k € [1..n]).
Ekkor Vk € [1..n] esetén F|,,1 = (), tehdt tetsz6leges .Sj, program meg-

oldja, viszont Vk € [1..n] : m;, = Hamis miatt nyilvan p(IF) = (), tehét
IF nem oldja meg F-et.

b) Ez kovetkezik a c) pontbdl, ugyanis itt [mq V ma V -+ - V m, | = A.
¢) Igen. Tudjuk, hogy Vk € [1..n] esetén Sy, megoldja az F'|[,1-t, tehat:
(1) Vk € [1.n] : Dp N [ ] € Dp(sy)-
(2) Vk € [1.n] :Va € Dp N 1] : p(Sk)(a) C Flir,(a) = F(a).
Ezeket felhaszndlva ldssuk be a megoldds két feltételének teljesiilését.
1. Legyen a € Dp. Ekkor egyrészt a feladatban szerepl6 feltétel miatt

ac [V m] = U/[m| mistészt Vk € [1..n] esetén ha a € [my],
i=1 i=1
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akkor (1) miatt a € D)g,), tehdt a € D,(; ). Ezzel belattuk, hogy
Dr C Dyrr)-

1. Legyen a € D rogzitett. Ekkor a € Dy(rr), tehat:
pIF)(a) = U p(Sk)lim(a) = U p(Sk)(a).
k=1 ke[l..n], a€lmy]

Mivel minden k € [1..n] és a € [m] esetén (2) miatt p(Sy)(a) C
F(a), ezen halmazok tnidja is része F'(a)-nak. Ezzel beldttuk, hogy
Va € Dp : p(IF)(a) C F(a).

15. Igaz. Tudjuk, hogy IF' megoldja F'-et, tehat:

(1) Dr C Dp(IF) < Va€Dg: (a S U |—7T1—| ésVk € [17’L] :
i=1
(a S ['/Tk—l — a € Dp(gk)) ),
(2) Ya € Dp : p(IF)(a) C F(a).
Legyen k € [1..n] rogzitett, és ldssuk be, hogy Sj. megoldja F|,1-t.

i. Dpy,,, =DrN [T%] € Dp(s,)» ugyanis minden a € Dr N [ ] esetén
(1) miatt a € Dp(Sk)'

ii. Legyen a € Dp N [y | rogzitett. Ekkor (1) miatt a € Dp(;p) és (2) miatt:
p(IF)@) = U p(S)lim(@) € Fla).
Mivel a € [my ], Flir,1(a) = F(a) és p(Sk)|fx,1(a) = p(Sk)(a). Tehat:
p(Sk)(a) = p(Sk)lm.1(a) € pUF)(a) C F(a) = Flr,(a).

Ezzel belattuk, hogy Va € Dpy_ , : p(Sk)(a) € Flrx,1(a).

Ekkor Sj megoldja Fi-t (k € [1..n]), viszont p(IF) = (), tehat I F' nyilvan
nem oldjameg az F' = Fy U... U F,, # () feladatot.
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17.

18.

19.

20.

Igaz, ugyanis ez a feladat specidlis esete a 15. feladatnak, amelyrdl belattuk,
hogy igaz. Itt meg van adva egy plusz feltétel, de azt nem kell kihaszndlnunk a
bizonyitdshoz.

Nem, tekintsiik példdul a 16. feladatban adott ellenpéldit. Megjegyezziik
azonban, hogy a Vk € [1..n] : Dp, = [m | szigoribb feltétel mellett beldthatd,
hogy I F' megoldja F'-et.

Egyenldek, tehat ekvivalensek is. Tekintsiik a struktogramjukat:

IF 1Fy
T T2 T T N\ T2 To
51 SQ 51 51US2 52

Az eldgazds definicidja szerint Va € A esetén:

s ml)
2(a), aa € |mo 15
IF5(a) = Si(a)U Sa(a), haa€ [m Amal; = 1Fi(a)

)
{{a,a,...)}, haa¢ [m Vma].

Nem egyenlbek és nem is ekvivalensek. Tekintsiik a struktogramjukat:

() ()

T T2 1 o N T3 To N\ Ty

3 Ty
S S S3 S4
Ss3 S4

Els6 ranézésre azonosnak tlinnek, de nem azok. Olyan a € A pontok estén
kiilonbozhetnek, amelyekre a € [m1], a € [ma],de a ¢ [n3] és a ¢ [m4].
Ekkor ugyanis IF54(a) = {(a,a,...)}, IFi(a) = Si(a) U IF34(a) =
Si(a) U{{a,a,...)}, viszont [ Fy(a) = Si(a).

Legyen példaul S; = S5 = Sy = SKIP, ahol SKIP a 8. fejezetben
bevezetett program, m;-k pedig olyan feltételek, amelyekre Ja € [m A o A
-3 A —my]. Ekkor ugyanis a ¢ Dy 1), de a € Dyrp,). Tehdt I1Fy és IF

7 2

nem egyenld és nem is ekvivalens.
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21. Igen. Tudjuk, hogy Sy megoldja F'-et, tehat:

(1) Dr € Dy(sy)s
(2) Ya € Dp : p(Sp)(a) C F(a).

Ezeket felhasznélva lassuk be a megoldas két feltételének teljesiilését:

i DF|7r = P(DO):Dp(Sg)hT’

ii. Va € Do p p(DO)(a) = p(Sp)|w(a) C Fln(a).

Mishogy fogalmazva azt kell beldtnunk, hogy egy a € A pont esetén ha
a € Dy, akkor egyrészt a € Dorer, misrészt p(So)|m(a) C Fln(a).
Bontsuk a bizonyitdst hdrom részre: (a € [7]| és a ¢ Dp) vagy (¢ € [7]
ésa € D) vagy pediga ¢ [7].

- Haa € [7] ésa ¢ Dp, akkor a € Dy, F|m(a) = {a}, tehita ¢ Dy

— Legyen a € [7] és a € Dp, és tegyiik fel, hogy a € Dy~ Ekkor nem
létezik olyan végtelen sorozat, amelynek tagjait a-bél indulva F'| reldcié
egymds utdni alkalmazdsaival kapjuk. Ebbd] pedig kovetkezik, hogy F'|mr
egymdsi utdni alkalmazdsaival nem juthatunk [7] \ Dg-be, tehdt amig
nem jutunk ki D), = [7]-bol, addig biztosan Dp-ben maradunk, ezért
(1) és (2) miatt minden igy kapott x pontra z € D,g,) és p(So)(x) C
F(z). Vagyis a-bdl indulva p(Sp)|m egymds utdni alkalmazdsaival csak
olyan sorozatokat kaphatunk, amelyeket F'|7 szerint is megkapunk. Ebbdl
pedig a € DT miatt kdvetkezik, hogy egyrészt a € DW’ masrészt
p(So)|7(a) C Fln(a)

- Haa ¢ [r], akkor nyilvdn a € Dy 7w €8 a € Do, €s F|r(a) =

p(So)|m(a) = {a}.

Ezzel minden a € A pontra beléttuk, hogy ha a € D#— e akkor a € D—=~— (5o )‘ﬂ

p(So)|7(a) C Flx(a), tehdt a DO(m, Sp) program megoldja az F|r feladatot.

22. Haszndljuk a 8. fejezetben bevezetett SKIP és ABORT programokat.

a) Nem igaz. Legyen példaul S = ABORT és m = Hamis. Ekkor ugyanis
DO(r,S) = SKIP, tehat:

p(DO) =ids ¢ 0 =p(S).

b) Nem igaz. Legyen példaul S = SKIP és m = Igaz. Ekkor ugyanis
DO(m,S) = ABORT, tehat:
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p(DO) =0 2 ids = p(9).
23. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezet definicidira.

((2,4)) =
3,7

S 0,4),(1,4),(3,4),(5,4),(7,4),(9,4),...) }
S((3, 0,

Il
—~
—
—~
w
N
;\

15.6. Levezetési szabalyok

1. Legyen DO(m, Sp) ciklus, amelyre teljesiilnek a ciklus levezetési szabélydnak
feltételei, tehat:

1) @= P,

(2) PAN—7m =R,

(3) PAm=1t>0,

(4) PAm=1f(5,P),

(5) PATAt=1ty=> lf(So,t < to).

a) Nem. Tegyiik fel ugyanis indirekt médon, hogy [P A R] = (). Ekkor (2)
miatt nyilvan [P A -7 = 0, vagyis (6) [P] C [«], és mivel [Q] # 0,
(1) miatt [ P] # 0. Legyen a € [ P], ekkor (6) miatt a € [7] és (3) miatt
t(a) > 0. Tovabbd (4) és (5) feltételekbdl adddik, hogy a € [1f(So, P)]
ésa € [If(So,t < t(a))], tehdt biztosan létezik olyan b € p(Sp)(a) pont,
amelyre b € [P] és t(b) < t(a). Viszont (6) miatt ekkor b € [7], igy (3)
miatt ¢(b) > 0. Vagyis beléttuk, hogy Va € [P] : b e [P] : 0 < ¢(b) <
t(a). Mivel azonban g € [P], a fentick alapjan 3o € [P]™ : a; = ¢
ésVi € N: 0 < t(ay1) < t(ay). Tehdt a t(o;) értékek egy természetes
szamokbdl 4ll6 szigordan monoton csokkend végtelen sorozatot alkotnak,
ami nyilvén ellentmondds. Ezzel belattuk, hogy [ P A R] nem lehet iires.

b) Nem, ugyanis (2) miatt [P A =7 A R| = [P A =], amelyrdl pedig az a)
pontban belattuk, hogy nem lehet tires.

2. Nem. Legyen ugyanis DO(, Sp) ciklus, amelyre teljesiilnek a ciklus levezetési
szabélydnak (1) — (5) feltételei. Ekkor a tétel alapjan @ = [f(DO, R), tehit:

[@A7] C[Q] C [If(DO,R)].
Tovabba:

[QAr] €W [PAx] €W [1f(So, P)].



15.6. LEVEZETESI SZABALYOK 263

fgy [Q A 7] C [If(So,P)] N [If(DO, R)], és mivel [Q A m] nem iires,
[1f(So, P)] N [lf(DO, R)] sem lehet iires.

3. Legyen DO(w, Sy) ciklus, amelyre teljesiilnek a ciklus levezetési szabdlydnak
(1) - (5) feltételei.

a) Igaz, ugyanis a ciklus levezetési szabalydnak bizonyitdsa el6tt kimondott
1. éllitasbol kovetkezik.

b) Igaz. Lassuk be k szerinti teljes indukcidval.

-~ Hak = 0,akkor b € ¢°(q)N[r]N[P] = {¢} = b=qg=
t(b) =t(¢q) — 0.

— Tegyiik fel, hogy Vb € g*(q) N [x] N [P] : t(b) < t(q) — k, és
legyen ¢ € ¢"*tl(g) N [r] N [P] = 3b € ¢¥(q) : ¢ € g(b).
Ekkor az a) pont alapjdn b € [P], tovdabbd b € [r]|, ugyanis
kiilonben g(b) = p(So)|[x1(b) iires lenne. Tehat az indukcids fel-
tevés alapjan t(b) < t(q) — k, tovdbbd az (5) feltételbsl adédik, hogy
b e [lf(So,t < t(b))], tehdt Vx € p(Sp)(b) : t(x) < ¢(b). Mivel
azonban ¢ € g(b) = p(So)(b), ezért t(c) < t(b) < t(q) — k, igy
t(c) <t(q) — (k+1).

Ezzel az 4llitast beldttuk.

c) Igaz, ugyanis:

glm = (P(So)lrx))lm = p(So)l 1) Uidiap\p,s,, = P(So)|T.

d) Igaz. Elészor is vegyiik észre, hogy ha valamilyen k € Ny-ra g¥(q) C
[-7] teljesiil, akkor (k + 1)-re is teljesiil, ugyanis D, C [x] miatt
"t (q) = g(g*(q)) = 0. Tehat ha létezik ilyen k < t(q), akkor k = t(q)
is ilyen.

Legyen tehét k = t(q), és tegyiik fel indirekt médon, hogy g*(q) ¢ [—-]
= Jz € ¢¥(¢) N [7]. Ekkor az a) pont alapjan x € [P] is teljesiil,
igy a b) pont miatt ¢(x) < ¢(¢g) — k = 0. Viszont z € [P] N [7], ezért
(3) miatt t(z) > 0, igy ellentmonddsra jutottunk. Ezzel belattuk, hogy
9" (q) C [-n].

4. Igen. Legyen példdul A = {1,2}, [Q] = {1}, [Q'] = {1,2}, [R] = {2},
S1 =52 ={(1,(1,2)),(2,(2))}. Ekkor ugyanis S = S; = s, tehit:

Q1 = {1} < {12} = [If(5,Q)]
|_Q/-| = {172} - {172} = |—lf(527R)-"
Q1 = {1} < {12} = [If(S,R)].
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Viszont [Q] 1 [R] = 0, [Q] N [Q'] = {1} # 0 és [Q'] N [R] = {2} #0.

. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezetben szerepeld definicikra és alli-

tdsokra. Az Sy a definicidja alapjan megegyezik az aldbbi struktogrammal
megadott programmal:

y=1 y=0
r:=x—1
SKIP
y=y—1

Tehat a DO program az alabbi struktogrammal adhaté meg:

e
y=1 y=0
r:=x—1
SKIP
y=y-1

A feladat szovegesen megfogalmazva az, hogy az = és az y valtozd értékét
csokkentsiik az y értékével. Az Sy program pedig minden ciklusiterdciéban az
x és az y értékét eggyel csokkenti, tehat a ciklusinvaridnsban azt kell megfogal-
maznunk, hogy az z és az y az eredeti értékéhez képest ugyanannyival csokkent,
vagyis:

P=(FzeN:(z=2"—zAy=y —2)).

Igy ciklusfeltételnek 7 = (y # 0) megfelel§ lesz, ugyanis ekkor nyilvan
teljesiil a ciklus levezetési szabélydnak (2) pontja. Tovdbbd mivel y értéke 7
teljesiilése esetén pozitiv, és minden iteracioban csokken, ¢ = y megfeleld ter-
mindlo fiiggvény.

Ezek utdn a szekvencia és az eldgazds levezetési szabalydnak felhaszndldsdval
a 12. fejezetben szerepld levezetések sordn alkalmazott médszerekkel forma-
lisan is belathatd, hogy erre a DO programra a fent megadott P, 7 és ¢ esetén
teljesiilnek a ciklus levezetési szabalyanak feltételei.

Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezetben szerepeld definicidkra és allita-
sokra. Az S = (S1; (S2; S3)) program struktogramja:
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Sl: k:5
a>b a<b
SQZ
r:=a—> rz:=b—a
Ss 1:=1+1

Vezessiink be egy Q' és egy Q" koztes feltételt:

Q =Qnk=5).
Q" =1f(S5,R) =R = (a=d Ab=b Ak-(i+1) < ).

Ekkor a 12. fejezetben szerepld levezetések sordn alkalmazott mdédszerekkel
belathat6, hogy (1) @ = 1f(51,Q’), (2) Q" = 1f(S2,Q"), tovibba Q"
definiciGjabdl adédik, hogy (3) Q" = 1f(Ss, R). Ekkor a szekvencia leve-
zetési szabdlya alapjan a (2) és (3) dllitdsokbdl kovetkezik, hogy (4) Q' =
1f((S2;S3), R), valamint az (1) és (4) llitasokbdl kovetkezik, hogy:

Q = 1f((515(52; 83)), R) = Lf (S, R).

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ebben a feladatban a levezetési szabalyokat
helyességbizonyitdsra hasznaltuk, azaz egy mar meglévé programrél bizonyi-
tottuk be, hogy megold egy adott feladatot. Azonban a 12. fejezetben bemutatott
levezetési mddszer sordn nem ezt az utat kovetjiik, hanem a feladatbdl (annak
specifikdcidjabdl) kiindulva, azt a levezetési szabdlyok mentén részfeladatokra
bontva allitunk eld egy eleve helyes megold6 programot.

15.7. Elemi programok

1. a) Definici6 szerint igen.

b) A kiterjesztés definiciéjabdl adédik, hogy S; elemi program, de M nem
feltétleniil. Legyen példaul M C C' x C** olyan program, amelyre:

M((2,a)) = {((2,(1),(27b),(2,a),(2,b),(2,a)7...>}és
M((z,y)) = Si((z,y)), ha (z,y) # (2, a).

Ekkor pra(M) = S is teljesiil, nem csak az, hogy M ekvivalens S-sel
A-n, viszont M nyilvdn nem elemi program.

2. If(z,y == F(z,y),R) =lf(z,y =y, z,x <y) = (x <y)* ¥ " =y<
xZ.
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3. Legyen I olyan feladat A-n, amelyet a SKIP program megold. Ekkor
p(SKIP) = ids miatt Dp C A, ésVa € Dp : ida(a) = {a} C F(a).
Tehat a SKIP program pontosan azokat a feladatokat oldja meg, amelyekre
idp, C F.

4. Mivel p(ABORT') = 0, ezért Dr C Dpaport) csak F = () esetén teljesiil,
tehat az ABORT program csak az F' = () feladatot oldja meg.

15.8. Tipus

1. Legyen 7, = (H, I, F), ahol

H = 10..99999],
I, = Igaz,
F = {F,F.}

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy mindegyik feladatban a 10.1. és 10.2.
példdkhoz hasonléan T elemeit az egyszerliség kedvéért (7, z) helyett -
szel jeloljiikk, és T helyett T-t irunk, igy T = [Is] C H. Jelen esetben
T = H = [0..99999)].

A =T, F, C Ap x Ay,
F, ={(a,d’) | ' = fr(a)},
ahol fr, : T — T,

_ | 41, hax #99999;
Fi(w) = { 0, ha = 99999.

Ae:T,FegAeXAe,

Fe={(a,d) [ d' = fe(a)},

ahol fo : T — T,

_J z—=1, haz#0;
fe(x)_{99999, ha z = 0.

Adjunk a tipusspecifikdcionak megfelel6 tipust. A feladat szovege alapjan
adédik, hogy reprezentdljuk a tipusértékeket a 10-es szdmrendszerbeli
alakjukkal, mint decimdlis szdmjegyek sorozatdval, amire két kézenfekvs
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megoldds kindlkozik. Az egyik az, hogy legfeljebb 6t hossziisagu sorozatokat
engediink meg, és megkotjiik, hogy nulldval csak akkor kezd6dhetnek, ha egy
hossziak, a mésik pedig az, hogy a sorozatok mindig pontosan 6t hosszuiak.
Ekkor egyes esetekben hosszabb reprezentalé sorozatokat kapunk, viszont az
I invariéns felirdsa és a miiveletek megvaldsitdsa egyszertibb, ezért ezt az utat
valasztjuk.

Legyen tehdt T = (o,1,S),ahol E=[0..9], [ : E* = L,
[I] ={a € E*||a] =5}

0 C E*xXT,VYae E*:

o(a) = {g(a)},
ahol g : E* — T,Ya € E* -
g(a) = i'lozi -10lel=7,
S = {Sk, S}, ahol By, = E* és Sy, C By, x B;* olyan program, amelyre:
p(Sk) = {(a, @) |a € [IT¢s o € [I] és g(a') = fir(g(a))};

B. = E*és S, C B, x B}* olyan program, amelyre:

p(Se) = {(,a") [a € [T] ésa’ € [I] és g(a) = fe(g(a))}-

Ekkor ez a tipus megfelel a fenti tipusspecifikiciénak, ugyanis egyrészt g defini-
cidja alapjan nyilvanval6, hogy a reprezentdcié helyes (o([I]) = T'), mdsrészt
a programfiiggvények és a reprezenticids fiiggvény megaddsibdl egyszertien
adédik, hogy a programok p-n keresztiil megoldjdk a megfeleld feladatokat.

2. Vegyiik észre, hogy az F' feladat nem mads, mint az 6sszeadds 10 szerinti
maradékkal. Legyen T = (g, I,S), ahol S = {S}. Az el6z6 feladathoz hason-
16an az elsd gondolatunk itt is az lehetne, hogy mivel £ = {0, 1,2}, reprezen-
taljuk a tipusértékeket a 3-as szamrendszerbeli alakjukkal.

Ekkor o C E* x T, Vo € E* :

o(a) = {g(a)},

aholg: E* - T,Va € E* :
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|ex| _
gla) =Y a; - 3lel=7,
i=1
Azonban igy azt az [ : E* — L tipusinvaridnst kapnank, amelyre:
[I={a€E*||a|=36éa; <1és (a1 =1 = as =a3=0)}.

Es nyilvan a miivelet megval6sitdsa is viszonylag bonyolult lenne.

Prébaljunk meg inkdbb olyan reprezentaciot adni, amely mellett konnyebben
tudjuk megfogalmazni a miveletet a reprezentalé sorozatokon, mint az elsd
esetben. Vegyiik észre, hogy semmi sem koveteli meg, hogy 3-as szamrendszer-
ben vald reprezentaciéban gondolkozzunk. Sokkal egyszer(ibb reprezentdciot
kapunk akkor, ha az E elemei koziil csak az egyiket (példdul az 1-et) haszndlva
egy T-beli elemet egyszeriien az értékével megegyezd hosszisdgu sorozattal
reprezentalunk, tehat o C E* x T, Va € E* :

o(a) = {lal};
I:E* L,
M ={acE||a] <10ésVic [l.|af : a; = 1}.

Ekkor ugyanis a miivelet megvaldsitdsa sokkal egyszertibbé valik. Legyen B =
E* X E* x E* és S C B x B** olyan program, amelyre:

p(S) ={((, 3,7), (&, 8',7)) [eve [T] és B € [I] és ' € [I] és
a=a'éf=p"éy[=h(lal 8]},

ahol h : Ng x Ng — N,

h(a, b) = a+b, haa+ b < 10;
7 a+b—10, haa+b>10.

Vegyiik észre, hogy sehol nem haszndltuk ki, hogy a sorozatok minden tagja
azonos, tehdt a tipusinvaridnsbél a Vi € [1..|a|] : a; = 1 kikotés el is hagy-
haté. Ekkor olyan reprezentaciét kapnank, amely nem kolcsonosen egyértelmd,
ugyanis 9| 1 hem determinisztikus, ez azonban nem okoz gondot.

A mitivelet megval6sitdsa még ennél is egyszer(ibbé valna akkor, ha igy médo-
sitandnk a reprezentdciot, hogy egy a € T elemet nem feltétleniil az értékével
megegyezd hosszusagu sorozattal reprezentdlunk, hanem egy tetszdleges olyan
sorozattal, amely hosszdnak tizzel valé osztdsi maradéka megegyezik a-val,
tehat o C E* x T, Va € E* :
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o(a) = {az || 10-zel val osztdsi maradéka}.

Ekkor ugyanis I a fentiek alapjan valaszthat6 akdr gaz-nak is, és a mivelet
egyszerlien két sorozat konkatendci6javal megvaldsithatd. Azonban ilyenkor
ol (1 D hem determinisztikus, s6t korlatlanul nem determinisztikus! Riada-
sul a miiveletiink is olyan, hogy tobbszor alkalmazva mindig egyre hossz-
abb sorozatokat eredményez, ezért egy ilyen reprezentacié a gyakorlatban nem
hasznélhat6.

6. A tipusértékhalmaz a természetes szimok halmaza, amelyre az alabbi két fela-
datot fogalmaztuk meg:

Fy : adjuk meg egy természetes szam 8-cal val6 osztasi maradékat;
F, . dontsiik el két természetes szamrol, hogy azonosak-e.

Egy természetes szdmot a 8-as szdmrendszerbeli alakjdval reprezentdlunk.
Mindkét esetben megkotjiik, hogy egy reprezentdlé sorozat legaldbb egy
hosszisagu és az a) esetben még azt is, hogy nulldval csak akkor kezdédhet, ha
egy hosszisagu (vagyis ha a nullat reprezentdlja). Tehat a b) esetben a reprezen-

taciénk nem kolcsondsen egyértelm, ugyanis o] =1 nem determinisztikus.

Az S; program egy e € E* elemhez olyan sorozatot rendel, amelynek tagjai e
utolsé valahdny tagjt tartalmazzdk, mégpedig minden tag eggyel kevesebbet,
mint az el6z6, igy a sorozat utolsé tagja az e utolsé tagjabodl alkotott sorozat
lesz. Példaul:

51((4,1,7,3)) = {{(4,1,7,3),(1,7,3),(7,3),(3) ) }.

Tehdt p(S1) egy e € E* elemhez az utolsé tagjabdl alkotott sorozatot rendeli,
amely nyilvan az e 4ltal reprezentdlt szdmnak a 8-cal val6 osztdsi maradékat
reprezentdlja.

Az S5 program egy (e,d,l) € E* x E* x L elemhez olyan sorozatot rendel,
amelynek (ee, dd, ) tagjaiban ee és dd mindig eggyel hosszabb kezdGszelete
e-nek, illetve d-nek, és [l pedig azt adja meg, hogy ee és dd megegyezik-e,
egészen addig, amig valamelyik sorozatnak a végére nem ériink. Példaul:

SQ((<4717773>7<471777372>7h)) :{<
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10.

Tehdt p(Ss) egy (e,d,l) € E*xE*xL elemhez olyan (¢/,d',l') €
E* x E* x L elemet rendel, amelyre €’ és d’ azonos hossziisigi kezdGszelete
e-nek, illetve d-nek, igy hogy e = ¢’ és d = d’ koziil legaldbb az egyik teljesiil,
I’ pedig azt adja meg, hogy €’ és d’ megegyezik-e.

Ezek alapjan lathat, hogy a reprezentécié az a) és a b) esetben egyarant helyes,
tovabba hogy 57 mindkét esetben megoldja Fij-et o-n keresztiil. Azonban a
fenti példabdl is latszik, hogy So nem oldja meg Fb-t o-n keresztiil, ugya-
nis egyrészt p(Ss) nem minden esetben tartja meg mindkét sorozatot (csak ha
azonos hosszisaguiak), €s olyankor is ¢gaz vélaszt ad, amikor a két sorozat nem
egyezik meg, csak az egyik kezdSszelete a masiknak. Tehat a tipus egyik eset-
ben sem felel meg a specifikdcidonak.

. A tovédbbiakban az egyes feladatok kapcsdn csak azt vizsgdljuk meg, hogy

milyen reprezenticiét érdemes vélasztani, ez alapjan mar a 10. fejezetben

szerepld példakhoz és az el6z6 feladatokhoz hasonléan megadhatd a tipusspeci-
fikacio és a tipus.

Ebben a feladatban a legtermészetesebb reprezenticio az, hogy a sikvektorokat
valamilyen bazisban vett koordinataikkal irjuk le. Ekkor a sziikséges miiveletek
konnyen megvaldsithatok. Tehat ha példaul a tipusértékeink egy rogzitett bazis-
ban vett egész koordinatdju vektorok, akkor E' lehet az egész szamok halmaza,
és 1igy minden vektort le tudunk irni egy kettd hosszisagu sorozattal.

P

. Az el6z6 feladathoz hasonléan a térvektorokat is reprezentalhatjuk egy rogzitett

bazisban vett koordinataikkal (harom hosszisagu sorozatokkal), és igy nyilvan
a miiveletek is egyszertien megval6sithatok.

. Ebben a feladatban egy komplex szdmot az algebrai alakjdnak (z = a + ib)

megfelel6en érdemes reprezentdlni, ekkor ugyanis az 6sszeadds és a képzetes
rész meghatdrozas egyszertien megval6sithat6. Ha példaul csak a Gauss-egé-
szekkel foglalkozunk (vagyis azon komplex szdmokkal, amelyeknek a val6s és
a képzetes része is egész szdm), akkor ¥ = Z vdlasztdssal minden tipusértéket
reprezentalhatunk egy ketté hosszisdgu sorozattal.

Ebben a feladatban a tipusértékeink ugyaniigy komplex szamok, mint az
el6zdben, viszont mds miveleteket kell megvaldsitanunk. A szorzds az el6z6
feladatban szerepld reprezentdcié esetén is konnyen megvaldsithatd, viszont

a természetes kitevGjli hatvdnyozds sokkal egyszerlibb abban az esetben, ha
egy komplex szdmot nem az algebrai, hanem a trigonometrikus alakjanak
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megfelelGen reprezentdlunk. Ekkor ugyanis egy z = r(cosy + i sing) komp-
lex szdm n. hatvdnya (n € N): 2" = r"(cos(np) + isin(ny)). Tehdt
feltéve, hogy van egy olyan tipusunk, amelyben egy a valds szamok halmazit
»elég stirin” lefedé szdmhalmazt a szokdsos aritmetikai mtiveletekkel meg-
valdsitottunk, akkor ezt a tipusértékhalmazt vélasztva E-nek, egy komplex
szamot reprezentdlhatunk a trigonometrikus alakjdnak megfeleléen egy kettd
hosszusagu sorozattal, amelynek az egyik tagja a komplex szam abszolutértékét
hatdrozza meg, tehdt arr6l meg kell kotniink, hogy nemnegativ.

Megjegyzés: Emlékeztetiink arra, hogy egy allapottér komponensei definicid
szerint legfeljebb megszadmlalhat6ak lehetnek, igy a komplex, illetve a valds
szdmok halmaza nem szerepelhet tipusértékhalmazként.
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15.9. Levezetés

1.

Specifikdcio:
A= 7Z X 7Z X Z X Z
m n l b
B= 7Z x Z
m’ n'

Q:(m=m'An=n"Am<n)
R:(QAbe[m.n]Ale[m.n]AVie[m.n]: f(b) > f(i)> f(l))

A specifikdciébdl kiolvashatd, hogy nem engedjilk meg az iires intervallumon
valé futtatast, illetve az eredményt az allapottér két valtozoéja (b és [, jelentése
rendre legnagyobb, legkisebb index) szolgéltatja.

Megoldds:
A feladatot az intervallumokon megadott programozasi tételeknél hasznalt mé-
don oldjuk meg, el6szor megadjuk a ¢ fiiggvényt.

e(m,n,b,l,be,le) = (b € [m.n] Al € [m.n] A f(l) =le N f(b) = be A
Vi € [m..n] : be > f(i) > le)

Ezzel a p-vel igazabdl a feladat egy szigoritasat oldjuk meg, ami azt is megadja,
hogy mik a fiiggvény értékek a széban 1év6 pontokban.

Ennek megfelelGen a szigoritott utéfeltétel, az invaridns tulajdonsdg és a @',
illetve Q" 4llitds:

R=(QAbeg[m.n]Ale[m.n]A f(l)=1leA f(b) =be AVi € [m..n] :
be > f(i) > le)
P=(QANke[mmn]Abem.klAle[m.Ek]ANf(l)=leA f(b)=beA
Vi € [m..k] : be > f(i) > le)

Q' =QANkE=mAb=mAl=mAle=be= f(m))
Q"=@QANk+1emmnAbem.k+1]ALE[m.k+1]A f()=leA
f)y=beAVie[m.k+1]:be> f(i) >le Nt =1ty)

Sy ak,b,l be,le :== m,m,m, f(m), f(m) értékadds. De vajon mi lehet So?
A megoldas természetesen egy eldgazis lesz, aminek a P A m A t = ty =
1f(S2, Q") kovetelményt kell teljesitenie.

@

flk+1)<le f(k+1)> be le < f(k+1) < be
Lle:=k+1 f(k+1)|bbe:=k+1,f(k+1) SKIP

Vizsgéljuk meg ezt az eldgazést!



15.9. LEVEZETES 273

IL.L.PATAt=1y= \n/ﬂ'i
=1
flk+1)<leV f(k+1) >beVie< f(k+1)<bes (f(k+1) <leV

flk+1)>beVvie< f(k+1)A(f(k+1) <leV f(k+1)>beV be >
f(k+1)) & igaz. Es igazra minden kovetkezik.

2.Vie[ln]: PATAt=to Ami=1f(5:;,Q")

(@ f(k+1) <le:
Q@NANkemm—1Abe [m.Ek]ANle[m.EAf()=1
be AVi € [m..k]:be> f(i) >lent=1ts A f(k+1) <le)
=
If(lle == k+1,f(k+1),Q") = (Q A k+1 € [m.n
m.k+1] ANk+1emk+1 A f(k+1) =k+1A f(b
be AVi€ [m.k+1]:be> f(i) > f(k+1) At =1))

Vig[m. kl:be>f(i)> f (k+ DA F (k1) > f (k+1)

e N f(b)

>
~ o~
m

Vv

(b) f(k+ 1) > be: Hasonléan

(©) le< f(k+1) < be:
Q@NANkemm—1Abe [m.Ek]ANle[m.E]ANf()=1len f(b) =
be AYi € [m..k] :be > f(i) >le Nt =19 Nle< f(k+1) < be)
=
If(SKIP,Q"Y=(QANk+1€[m.n]AbeE[m.k+1]AlE [m.k+
UAfA)y=len f(b)=be AVic[m.k+1]:be> f(i)>le Nt =

Vi€ [m..k]:be> f (i) >lenbe> f(k+1)>le

to)
v
k7 ba l7 b67 le = m7 mv m? f(m)7 f(m)
k#n
flk+1)<le flk+1)>be le< f(k+1) <be

Lile:=k+1,f(k+1)pbe:=k+1,f(k+1) SKIP

k:=k+1
2.
Specifikdcio:

A= N x N x N
z y a
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B= N x N
x/ y/

Q:(x=a"Ny=y
R:(Q A a=lInko(zx,y))
Megoldds:

A megoldas egy ciklus, melynek az invaridnsa:
P=(QANac[l.z] ANbe[l.y] Alnko(a,b) = Inko(x,y))

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

A szokdsos médon bevezetjiik az Gj Q' dllapotot, amire mér teljesiil ez az 4llit4s,
tovdbbd megadjuk azt az S, programot is, amivel Q = [ f(S1,Q’).

Q' =Q@Na=zAb=y)
Slz(aab::xay)

2.PAN-1=R
Ez a feltétel keziinkbe adja a ciklusfeltételt, hiszen P és R 0sszehasonlitdsabol
—m-re a = b ad6dik (hiszen az a = b = Inko(a, b) csak igy teljesiilhet). Tehat

m = (a#Db).

a,b:=ux,y
a#b

3. PATm=t>0
Jelen esetben ez: Q A a € [1.z] A b € [1..y] A Inko(a,b) = Inko(z,y) =
t > 0. Tehat ¢t := a + b egy megfelel6 terminalfiiggvény.

5.P/\7T/\t:t0:>lf(50,t<to)
Ellendrizziik, hogy a kévetkezd program biztositja ezt a tulajdonsagot:

Q@

a<b

b:=b—a a:=a—>
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5/1.P/\7r/\t:t0:><v m)
=1

Ez nyilvan teljesiil (s6t az is igaz, hogy a teljes dllapotteret leirjuk).
512.¥i € [1Tl] PATAt=tg AT = lf(SZ,t < to)

@ a<b:PArAa+b=ty=lf(bi=b—at<ty)=a+b—a=b<
to+/(hiszen a > 0)

(b) azb:P/\7T/\a—|—b:t0:?>lf(a::a—b,t<t0):a—b+b:a<
to/(hiszen b > 0)

4. P ANw=1f(So,P)

A mi esetiinkben:

Q@ Na € [l.x] ANb € [l.y] A lnko(a,b) = Inko(z,y) N a # b) =
Lf(So, P)

MLPAW#(QWJ¢

i=1
42.¥i e [1.n]: PAxw Am; = 1f(S;, P)

@a<b:PAnAa<b=1f(b:=b—a,P)
(QANac(l.x] Abe[l.y] Alnko(a,b) = Inko(z,y) N a <b)
=
Ifb:=b—a,P)=(QANa€[l.x] Ab—a € [l.y] Alnko(a,b—a) =
Inko(z, y))v/

) a>b:PATAa>b=lf(a:=a—b,P)
(QNace(l.x] Abel.y] Alnko(a,b) = Inko(z,y) A a > b)
=
Ifla:z=a—=b,P)=(QANa—-be[l.x] Abe[l.y] Alnko(a—b,b) =
Inko(z, 3))

Ezen kovetkezések felismeréséhez sziikséges az aldbbi tétel:

Inko(x,y) = q = Inko(x —y,z) =¢q, hax > y.

Bizonyitas:

C={ceN:clzAcly} =VeelC:(Fk,neN:kc=xAnc=yANk>
nA(k—n)c=x—y)=>Vcel:clx—y

Ugyanakkor D = {d e N:d|z Ad|z —y} = Ve e C:d|y

TehditC =D = {e € N: e|z A e|y A e|z — y}. De ha a kozos oszték halmaza
pontosan egyenld (és véges), akkor a maximadlis elem (az Inko) is egyezik. Ezzel
a tételt megmutattuk.
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a,b:=ux,y
a#b

a<b

b:=b—a a:=a—>

Specifikdcio:
A= N x N x N
x Y a
B= N x N
1:/ ,y/

Q:(x=2"Ny=y)
R:(Q A a=lkkt(x,y))

A specifikdciobol kiolvashatd, hogy az eredményt az allapottér a valtozdja szol-
galtatja.

Megoldds:

A specifikdciénak megfelel6 megoldé program egy szekvencidbdl fog 4llni,
aminek elsé fele a mar ismertett legkisebb k6z0s 0sztd szamitd algoritmus (2.
feladat). Ennek utéfeltételét nevezziik R’-nek:

R =(Q A a=Inko(z,y))

Nézziik most a szekvencia levezetési szabalyat:

(Q = lf(S(),R/) AR = lf(Sl, R)) = (Q = lf((S(); Sl),R))

A feltétel rész elsd felét a 2. feladat bizonyitdsa igazolja, tehdt mi csak R’ =
1f(S1, R) llitast bizonyitjuk S7 := (a := %¥) programra.

T a

If(S1,R) = (Q N % = lkkt(x,y)), ahol a = Inko(z,y) (figyelembe véve

R’-t). Tehat a matematikdbdl jol ismert tételre (Ikkt(x,y) = %) jutot-
tunk.
a,b:=ux,y
a#b
a<b
b:=b—a a:=a—">
a:="
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e |. megoldis

Specifikdcio:
A= 7Z x N x Z

x n r
B= 7Z x N

x’ n'
Q:(x=a"An=n"An#0)
R:(QAr=2za")
Megoldds:

Most keressitk meg a specifikdcionak megfelel6 megold6é programot! A
megoldast ugy sejtjiik, hogy egy ciklussal taldlhatjuk meg. Nos, mi legyen
ennek a ciklusnak az invaridnsa?

P=(QAke[l.n]Ar=2F)
Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q' =QANk=1Ar=n1x)
Q =PéQ=If(k,r=12,Q)=QAN1l=1ANz=x&Q.

22PN—-m1=R
P és R 6sszehasonlitdsabdl —mr-re k = n adédik. Tehdt m = (k # n).
k,r:=1x
k#n

3. PAT=1t>0
Jelenesetbenez: Q Ak € [l.n—1] Ar =2 =t > 0. Tehdtt :=n—k
egy megfelel6 terminalofiiggvény.

4/5. P AT At =1 ilf(SO7P/\t<t0)

A megoldast egy szekvencia adja, amely kozbiilsg dllapotdnak az [ f (k :=
k+1,P) At =t éllitast vélasztjuk.
Q"'=QANk+1e[l.n]Ar=abtt=a. 28 At =1)

Ebbe az dllapotba P A t = {y-b6l az r := z - r értékadassal juthatunk,

ugyanis P szerint 7 = x*.

Q/\kje[1..n—1]/\rza:k/\t:toz?>lf(r:=a:-r,Q”):Q/\
k+le[ln]jAhz-r=x-2F ANt =tgy/
QAk+1elmAr=art =a.- 2k An—k =ty = If(k :=
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E+1L,P)At<ty=QAk+1€[ln] Ar=aFtl =2z.2FA
’I’L—]{i—1<t0\/

k,r:=1x
k#n
rie=x-r
k=k+1
e 2. megoldas
Specifikdcio:
A= 7Z x N x Z
x n r
B= Z x N
' n
Q:(x=2"An=n" An#0)
R:(QAr=2z")
Megoldds:
Az elsé megoldastol csupan a 4./5. pontban tériink el. Az 4j ciklusmag:
2-k<n ‘
kr:=2-k,r-r kri=k+1,r- -z ‘

Az, hogy ez az elagazas csokkenti a termindl6 fiiggvény értékét trivialités.

4.P/\7T:>lf(50,P)
41. PN 7= (\/ m)
=1

1=

A fenti form4ju egyszertsitett eldgazasokndl ez mindig igaz, hiszen a ma-
sodik feltétel igazabdl az els6é pontos negiltja, igy az allapottér Osszes
pontjdban igaz kett&jiik valamelyike.

42.Vie[l.n]: PAw Am; = 1f(S;, P)

(@ k-2<n:
QAkeln—1Ar=aFAk-2<n=>QA2 ke[l.n]A
ror=ax*F =gF.gk/

®) k-2>n:
QAkeln—1Ar=a"Ak-2>n=QAk+1€[l.n]A
rox =zt =2F. 2/
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k,r:=1x
k#n
2. kE<n
kr:=2-k,r-r k.r=k+1,r -z

Figyeljiik meg, hogy ebben a masodik megolddsban ugyanahhoz a ciklus-
invarianshoz irtunk egy mashogy miikodé ciklusmagot.

e 3. megoldés

Specifikdcio:
A= 7Z x N x Z x Z
x n r b
B= Z x N
x’ n’
Q:(z=2"An=n"An=#£0)
R:(QAr=2z")
Megoldds:

P=(QAke[0.n] Az =r-bF)
Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q=QNk=nAb=zAr=1)
Q' = PésQ=1f(kbr:=nu210Q)=Q.

22PN—-7T=R

P és R osszehasonlitdsabol —m-re k = 0 adddik. Tehdt 7 = (k # 0).
(Megjegyzés: jelenleg b = 1-re is gondolhatnank, de az a feladat kés&bbi
részté tekintve nem lenne célszerd.)

k.,b,r:=n,z,1
k#0
Sa

3.PA7m=1t>0

Jelenesetbenez: Q A k € [L.n] Az =r-bF =t > 0. Tehdt ¢ := k egy
megfeleld termindlofiiggvény.

5.P/\7T/\t:t0:>lf(S0,t<to)

Mivel t = k, a megoldas csak k csokkentése lehet. Nézziik az alabbi struk-
togramot Sa-ként:
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2|k
kb:=k/2,b-b k,ri=k—1,7r-b

Annak bizonyitdsat, hogy ez az eldgazds mindig csokkenti k értékét, az
olvaséra bizom.

4. P Am=1f (S, P)
Ezen 4llitds igazoldsdhoz az eldgazds levezetési szabdlyanak feltételeit kell
ellendrizniink:
41.P A7 = (\/ 7Ti>
i=1

2

A fenti formdju egyszer(sitett eldgazdsokndl ez mindig igaz, hiszen a ma-
sodik feltétel igazabdl az elsé pontos negdltja, igy az éllapottér Gsszes
pontjaban igaz kettdjiik valamelyike.

42.Vie[l.n]: PAxw Am=1f(S;, P)

(a) 2lk:
QAke[ln]Aat =r-bFA2Jk=>QAk/2€[0.n] Aa" =
r-(b- b)’“/Q\/

(b) ~(2[k):

QAkeln]Aar =r-bFA=Q2k) = QAk—1€[0.n] A
" =r-b-bFLy/

k.,b,r :==n,x,1
k0
2k
k,b:=k/2,b-b k,ri=k—1,r-b
Specifikdcio:
V = vekt(H,Z)
A=V x V x Z
x y r
B=V x V
2 Y/
Q:(x=2Ny=y Az.dom = y.dom)
R:(QA
z.dom—1
r= Z (Isucci(:fc.lob) + Ysucei (y‘lab)) : (zsucci(z.lob) — Ysucei (y.lob)))

=0
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Megoldds:
A megoldo ciklus invaridnsa:

P=(Q Ak €[0..x.dom)]
k—1
AT = %(zsucci (z.lob) + Ysuces (y.lob)) : (Isucci’(x.lob) ~ Ysuced (y.lob)))
Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q=QANk=0A7=0)
Lathatd, hogy Q' = Pés Q = If(k,r:=0,0,Q") = Q.

22PN—-1m=R
m = (k # x.dom).

A program eddig igy néz ki:

k,r:=0,0
k # z.dom
S

33.PATm=t>0
Jelen esetben ez: (Q A k € [0.z.dom — 1] Ar=---)=1t>0,tehdta
t = x.dom — k fiiggvény egy megfelelS terminalofiiggvény.

4./5.P/\7T/\t:t0:>lf(50,P/\t<t0)

7 2z

Szekvencia legyen az S, kozbiilsé allapot:
Q'=(Uf(k:=k+1L,P)ANt=ty) =(QANk+1€[0.xz.dom] A
k

AT = z%(xsucci (z.lob) FYsuccs (y.lob)) : (xsucci(m.lob) ~Ysucci (y.lob))) ANt = tO)

lf(P ANT AL =1o,r =1+ (wsucck(z.lob) + ysucck(y.lob)) ’ (xsucc’“(z.lob) -
Ysucck (y.lob))) = QN\/

Q" = (If(k ;:k+1,P)At:t0:?>lf(k =k+1LPAt<ty) =Ilf(k:=
E+1,P)ANIf(k:=k+1,t <t))y/

x.dom—k—1<tg
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k,r:=0,0
k # xz.dom

Ti=T+ (xsucck(x.lob) + Ysueck (y‘lob)) ’ (xsucck(x.lob) ~ Ysucck (y‘lob))

k=k+1

Megjegyzés: ha nem tekintjiik megengedett miiveletnek a programban a
succ valamelyik hatvanydra valé hivatkozast, akkor a kérdéses fiiggvényeket
helyettesithetjiik valtozéval, ekkor az aldbbi programot kapjuk:

xi, yi,r, k := pred(x.lob), pred(y.lob),0,0
k # x.dom

ri=r+ (xsucc(wi) + ysucc(yi)) ! (Isucc(mi) - ysucc(yi))

k,xi,yi ==k + 1, suce(xi), suce(yi)

Tovdbbd, ha a vektort (kevésbé dltaldnos médon) wvekt(Z,Z) alakinak
képzeljiik, akkor a succi(x.lob) kifejezéshez hasonld formuldk Osszeaddsra,
azaz x.lob + i alakira egyszerlisodnek:

k,r:=0,0
k # x.dom

T =14 (Zz.10b+k + Yy.lob+k)"
'(xm.lobJrk - yy.lobJrk)

k=k+1
8.

Specifikdcio:
V = vekt(Z,Z)
A=V x Z

x r
B=V

x/
Q:(x=2a

z.hib

R:(QArr= > (-1)¢ x1>
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Megoldds:
A megoldashoz tartoz6 ciklusinvaridns:

P= (Q Ak € [z.lob— 1.x.hib) A r = Zk: (=1)- a:l>

i=x.lob
Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q' =QANk=zlob—1Ar=0)
Q = PésQ=If(k,r:=xlob—1,0,Q")=Q.

2.PAN—-1=R
m = (k # x.hib).

k,r:=xz.lob—1,0

k # x.hib
S
33.PATm=t>0 ,
Jelen esetben ez: (Q A k € [x.lob— 1.x.hib—1] Ar=---) =t > 0, tehdt
a termindl6 fuggvény: ¢ := x.hib — k. Ez a fiiggvény P A 7 esetén nyilvan

pozitiv.

4/5. PNt ANt =1y = lf(So,P/\t<t0)

A megoldast szekvenciaként keressiik, aminek mdsodik utasitasaként a k :=
k + 1 tdinik praktikusnak, igy a Q" feltételt az I f(k := k 4+ 1,P) At = tg
alakban irjuk fel:

k+1 ,
Q" = <Q ANk+1¢€[zlob—1.xhiblfAr= > (=1)'-a; ANt= to)
i=x.lob

Q"-t pedig az Sy = (r:=r+ (=1)* . 2,,,) értékaddssal érjik el a
szekvencia els6 részében.

PAmANt=ty=(QAkE€ [zlob—1.z.hib=1]Ar=" Ek:l b(—l)iwi At =
to) = 1f(S21,Q") = (Q A k+1 € [z.lob—1..z.hib] A r-l-.(—l)k“ Tyl =
5 ) m =)y

Q" =1f(k=k+1,P)ANt=1to = lf(k:=k+1,PAt<ty)=(lf(k:=
k+1,P)ALf(k:=k+1,t < o))/
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k,r:=z.lob—1,0
k # xz.hib
ri=r+ (=D )
k=k+1
Specifikdcio:
V =wvekt(Z,7)
=V x Z x Z x L x L x {1,2} x Z
v 21 22 Iy la T rsz

B=V x Z x Z

v 21 zh
Q:(v=v ANz =2 Nzog =25 N 20 # 21)
R:(QAYie[l.2]:l; =(3j € [vlob.v.hib] : z; =v;) N (lh ANl2) = (r =
1(—)9(21)<g<2’2))/\<l1/\ﬁlg)—>7“:1/\(l2/\ﬁl1)—>’l":2/\
la) = rsz = z,), ahol
Dy, = {x € Z|3 € [vlob.v.hib] : v; = z},Vz € Dy : g(x) = i, ha
i€ [vlob.v.hib) Nv;=x AVj € vlob.i—1]:v; #x
Informélisan: g(z)z els6 el6forduldsdnak indexét adja meg a vektorban. A
specifikacid tehat azt irja le, hogy a két logikai valtozé kiilon-kiilon mutatja a
program lefutdsa végén, hogy el6fordulnak-e az adott egész szdmok. Ha mind-
kettd el6fordul, akkor a korabban el6forduld szamot tartalmazza rsz €s a hozza
tartoz6 ,,indexet” r. Amennyiben csak az egyik szdm fordul eld, akkor az rsz
ezt a szamot, mig az r az ,,indexét” tartalmazza.

Megoldds:

Hasznéljuk az intervallumon megadott programozasi tételeknél megismert
mddszert azzal a megjegyzéssel, hogy most m — 1, n szerepét v.lob — 1,v.hid
fogja atvenni.

o(m,n, z1,20,l1,la,r,rsz) = (Vi € [1.2] : [; = (Fj € [m,n] : z; = v;) A
(ll AN lg) — (7" =1+ g(Zl) < 9(22)) AN (ll AN _‘ZQ) —r=1A (12 A _|ll) —
r=2A(1 Vi) —>rsz=z)

Ennek felhaszndldsaval:

R =(Q A @(v.lob,v.hib, z1, 22,11, la,7,182))

P =(Q Ak e [vlob—1.v.hib] A p(v.lobk,...)) = (Q A
L.v.hib) AVi e [1.2] : ; = (3j € [v.lob.k] : z; = vj) A (L )
1)=>r=2A01 V

~

1+ 9(21) < g(Zg)) VAN (ll AN ﬁlg) —-r=1A (lg N =
lo) = rsz=2z)

Q' =(QANk=wvlob—1A @vlobk,..)) =(QANk=vlob—1Al =
hamis A lz = hamis)
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Q'=(1f(k:=k+1,P)ANt=1t)) =(Q ANk+1€ [vlob—1.v.hib] A\Vi €
[1..2] : lZ:(EIje[v.lob..k—l—l]:zi:vj)/\(ll/\lg)—>(r:1<—>g(zl)<
gl ANl A-L) =5 r=1AIA-lL) =2r=2A 1 Vi) > rsz=
zr Nt =1p)

A kezdeti értékadas k, 11,15 := v.lob — 1, hamis, hamis.

k,li,ls :=v.lob — 1, hamis, hamis
k # v.hib
k=k+1

A ciklus mag elsé részprogramjanak (a ciklusvaltozé novelése elétt) egy olyan
Sy eldgazdsnak kell lennie, ami teljesiti P A m A t = to = [f(S2, Q") feltételt.

Technikai okokbdl a szokdsos stuktogram formatdl eltériink:

e [1 A ly, akkor SKIP,

® 21 # Upy1 A 22 # V41, akkor SKTP,

o —ly A —ly Avgy1 = 21, akkor 1y, r, sz == igaz, 1, 21,
o —ly A —ly A vy = 29, akkor la, 1, 752 1= igaz, 2, 2o,
e —l; ANl A vgy1 = 21, akkor Iy := igaz,

e —l1 ANl A\ vpy1 # 21, akkor SKIP,

e —ly Aly A vgy1 = 2o, akkor ls 1= igaz,

e —ly ANl A\ gyl # 29, akkor SKITP.

1P/\7r/\t—t0:><\/ T

A feltételek ko6z0s diszjunkcidjanak mindig igaz.
2Vie[ln] : PATANt=to Am = 1f(S;,Q")

(a) ll A lg

QANkevlob—1whib—1 AVie[l.2]:1]; = (33 € [v.lob. k] :

zi=vj) AN(liANl) = (r=14g(z1) <g(z2) AL A-le) =7 =
/\(lgAﬁll)—)T:2/\(ll\/lz)—)’I“SZ—Z,«) (11/\l2)/\t:t0

S UF(SKIP,Q") = (Q A k+ 1 € [v.dob— 1..v.hib] A Vi € [1..2] :

li=3j€wlobk+1:zi=v) AL ANl2) = (r=14 g(=n) <

9(2’2))/\(11/\“lg)—)Tzl/\(lg/\—\ll)—)7‘:2/\(l1\/l2)—>

rsz =z Nt =10)y/
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(b)

(©)

(d)

(e)

®

(€9)

21 # Vg1 A 22 F Vg1

Q Nk € [vlob—1.vhib—1] AVi € [1..2] : I; = (3] € [v.lob..k] :
zi=0) AN (LLAlL) = (r=14g(z1) < g(z2) Al A=) =7 =
1/\(lQ/\"ll)g)’r’:2/\(l1\/12)4)7’82—27«)/\ 7é’U,IH_1/\ZQ7é
V41 ANt =To

2 Uf(SKIP,Q") = (Q A k+1 € [vlob— 1.v.hib] A Vi € [1..2] :
li=3j€wlob.k+1l:z,=v) AN(li ANla) = (r=14 g(zn1) <
g AL AL) 5 r=1AIsAl)=>r=2A (11 Vi) —
rsz =z, Nt =10)y/

=l A -l ANk = 21

Q Nk € [vlob—1.vhib—1] AVi € [1..2] : |; = (3] € [v.lob..k] :
zi=0) AN (LLAlL) = (r=1g(z1) < g(z2) Al A=) =7 =
1/\(12/\_‘ll)*)T—2/\(l1\/lg)4)TSZ—Z)/\ k+1*21/\_‘ll/\
—lo At =t

S lf(ly,ryrsz :==igaz,1,21,Q") = (Q Nk +1 € [v.lob— 1..v.hib] A
igaz = (3j € [vlob.k+1]: 21 =v;) ANlo = (3j € [v.lob..k+1] : z0 =
v;) A (igaz AN la) = (1 =14 g(z1) < g(22)) A (igaz A —lg) = 1 =
1A (I A—igaz) = 1=2A (igaz Vip) = 21 =21 ANt =1)/

_|ll A _‘ZQ A V41 = 22
hasonléan

_|ll A lg AN Vk+1 = 21

QNkevlob—1.vhib—1 AVie[l.2]:1]; = (Elj € [v.lob..k] :
si= ) Al AD) = (r=16 g(a1) < g(22) A (I A —la) 7 =
IA(aAN=l) = r=2A 01 Vi) 2 rsz=2z)A2z1 =041 Ala A
-l At =1t

RN If(ly == igaz, Q") = (Q N k+1 € [vlob— 1..v.hib] A igaz =
(Fj € vlob.k+1]: 21 =v;) ANo = (3j € [vlob.k+1] : 20 = vj) A
(igaz Nlg) = (r =14 g(z1) < g(22)) A (igaz A =lg) =17 =1A
(Ia A —igaz) = r =2 A (igaz V) = rsz =z, Nt =tg)y/

Sl ANl ANvggr # 21

Q Nk € [vlob—1.v.hib—1] AVi € [1..2] : ll:(ﬂ]E[’UZOb k]
zi=v) AN (Ll AL) = (r=14g(z1) <g(z2) Al A-le) =7 =
1/\(lg/\_'ll)%’l":2/\(ll\/ZQ)HTSZ*ZT)/\ #’U}H_l/\lg/\
1 At =t

S UF(SKIP,Q") = (Q N k+1 € [v.dob— 1..v.hib] A Vi € [1..2] :
li=3jeplobk+1]:zi=v;)) AN(l1 ANl2) = (r=14 g(z) <

g(ZQ))/\(ll/\—\lg)—)Tzl/\(lg/\—'ll)—)’l“ZZ/\(h\/lg)

rsz =z Nt =10)y/

—|12 A l1 A Vk+1 = 22
hasonléan, mint (e).
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(h) =y ANly AN vgg1 # 22
hasonldan, mint (f).

10.

El6szor egy kicsit egyszertibb feladatot oldunk meg: a vektor egy konkrét el-
emét vissziik a helyére.

Megjegyzés: Ezt a feladatot és elsé megoldasat eredetileg Hoare vezette be, a
gyorsrendezés részeként. O az alabbi megoldast adta (aminek helyességét azon-
ban nem bizonyitjuk, csak egy allapottér magyardz6 tablazattal szolgdlunk):

A | arendezendd vektor

i | balrdl Iépkedd mutatd

j | jobbrdl 1épkedd mutaté (a végén mutatja a pivot elem 1j indexét)
p | avektor alsé indexe, egyben a pivot elem indexe

r | avektor felsd indexe

x,i,7 = Alpl,p+ 1,7

i<j

Al <z ANi<j

1i=1+1

Alj] >z ni<y

j=j—1

1< ]

Alil, Alj) := Alj], Ali]

SKIP

iji=i+1,5—1
Aljl, Alp] := Alpl, Alj]

Mi egy mdsik megolddst, nevezetesen Lomu megolddsit vessziik alaposan
szemiigyre. Ez annyiban is eltér Hoare megolddsatol, hogy az elsd helyett az
utolsé elemet teszi helyre.

Specifikdcio:
A=V x Z
z 1
V =wvekt(Z,Z)
B=V
x/

Q:(x=2a")
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R: (z € perm(z’) A i € [x.lob..x.hib] A z[i] = o' .hiv A VEk € [z.lob..i—1]:
xp <x; AVE € i+ 1..x.hib] : 2 > ;)

x € perm(x’) azt irja le, hogy az x vektor elemei ugyanazok, mint az xz’-é,
csupén a sorrend;jiik kiilonbozik.

Megoldds:

A megoldast konnyedén (egy megengedett szimultan értékaddssal elérhetnénk),
ha mér teljesiilne R’ dllapot:

R = (z € perm(z') A i € [x.lob— 1..x.hib — 1] A z.hiv = 2’ .hiv A Vk €
[z.lob..q] : m < z.hiv AVE € [i + 1..x.hib — 1] : ), > x.hiv)

Tizzlik ki tehat 4j utéfeltételnek R’-t és ha oda eljutunk, akkor a szekvencia
levezetési szabdlyat alkalmazzuk majd a meglév6 programra és az R-be vezetd
i, Tiv1, ¢.hiv == ¢ + 1, x.hiv, x; 41 értékadasra, hogy a teljes megoldd progra-
mot kapjuk.

Most irjuk fel az 4j utéfeltételhez elvezetd ciklus invaridnsat: P = (z €
perm(x’) A j € [x.lob..x.hib] A i € [x.lob—1..j — 1] A z.hiv = 2’ .hiv A
Vk € [x.lob..q] : x < z.hiv AVE € [i + 1.5 — 1] : m > z.hiv)

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:

.Q=P

Q' =(QANi=uwxlob—1Aj=uxlob)
Lathat6, hogy Q' = P és Q = Lf(i,j := x.lob— 1,2.l0b, Q') = Q.

2.PAN-m=R
Ebbdl a pontbdl kapjuk meg a ciklusfeltételt, hiszen P és R’ §sszehason-
litdsabol —r-re x.hib = j adédik. Tehdt m = (j # x.hib).

1,7 :=x.lob—1,x.lob
j # x.hib

i, i1, x.hiv =14+ 1, z.hiv, T; 11

3. PAT=1t>0

Jelen esetben ez: j € [z.lob..x.hib— 1] A --- =t > 0. Tehdt t := x.hib — j
egy megfeleld termindlofiiggvény.

4. P A7 =1f(So, P)

Nézziik az alabbi struktogramot Sp-ként:
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xz; < x.hiv

1, ], Ti+1, L5 =

. . =7 +1
Z+13.7+17Ijazi+1 J J+

Annak bizonyitdsat, hogy ez az eldgazds mindig noveli j értékét (és igy
csokkenti a termindl6 fiiggvényt), az olvaséra bizom.

4. P Aw=1f(So,P)
Ezen 4llitds igazoldsahoz az eldgazds levezetési szabdlyanak feltételeit kell el-
len&rizniink:

41. P A= (\/ 7rl>\/
i=1

7

42.¥i € [l.n] : PAT® Am = 1f (S;, P)

()

(b)

x; < x.hiv:

z € perm(a’) A j € [zlob.x.hib—1] A i € [x.dob— 1.5 —1] A
z.hiv = &' .hiv AVE € [z.dob..i] : xp < z.hiv AVk € [i+1..j — 1] :
x> z.hiv A x; < x.hiv

2

(i, 4, xiv1, 25 =1+ 1,5+ L,zj,241,P) = (y € perm(z’) A j+
1 € [y.lob..y.hib] A i+ 1 € [y.lob— 1..5] A y.hiv = &’ .hiv A VE €
[ylob..i + 1] : yr < y.hiv AVk € [i + 2..4] : yr, > y.hiv, ahol y.hib =
x.hib A y.lob = x.lob A Vh € [x.lob,z.hib] \ {i + 1,5} : yp = xpn A

Yit1 =T NYj = Tiv1. v/

x; > x.hiv:
z € perm(x’) A j € [zlob.xz.hib — 1] A i € [z.dob— 1.5 — 1] A
z.hiv = &’ .hiv AVE € [zlob..i] : x < z.hiv AVk € [i+1..j — 1] :

x> z.hiv A x5 > x.hiv
9

=

IfG:=74+1,P) = (x € perm(z’) N j+ 1 € [z.lob.x.hib] A i €
[x.lob — 1..4] A z.hiv = &’ .hiv AVE € [x.lob..q] : x) < z.hiv A Vk €
[i +1..9] : xp > x.hiv)y/

Ezzel megkaptuk a szakmdban helyrevisznek becézett feladat megoldasat (ez
volt a mi egyszer(sitett feladatunk).
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helyrevisz)

1,7 := x.lob—1,x.lob
j # x.hib

z; < x.hiv

1)y Lit1,Tj 1=

. . ji=7+1
1+ 1,75+ 1, 25,241 Ji=at

1, i1, x.hiv =1+ 1, z.hiv, ;41

Am nekiink az volt a feladatunk, hogy egy adott elemet vigyiink a helyére.
Egészitsiik ki a specifikaciét ennek megfelelGen:
A=V X Z x Z

x n i
V = vekt(Z, Z)
B= 7 x Z

z’ n'

Q:(x=2a" An=n' An € [z.lob..x.hib])
R:(n=n Az €perm(z’) ANi € [zlob.x.hib] AN z; =z, N Vk €
[zlob.i—1]:x, <x; AVE € [i + L..x.hid] : xp > ;)

A szekvencia levezetési szabdlyaval bizonyithatd, hogy ezt a feladatot az alabbi
program oldja meg:

Ty, x.hiv ;== x.hiv, z,

i,7 = z.lob—1,z.lob
j # x.hib

z; < x.hiv

1] Lit+1,Tj 1=

. . =7+ 1
i+ 1,7+ 1,252 J=a

i, Tip1,.hiv =1+ 1, x.hiv, x4

A most megismert algoritmus legnagyobb jelentésége, hogy a jelenleg ismert
leggyorsabb (és egyben ,leghdbortosabb”) rendezd algoritmus szerves része.
Az érdekesség kedvéért itt kozoljikk egy olyan verziéjat ennek a rendezdnek,
ami a modell kereteibe igazabdl (példdul a rekurzidé miatt) nem illik, de in-
tuitiven megérthetd. A rendezd mély tirgyaldsat az Algoritmusok és adatsz-
erkezetek cim targy keretei kozott hallgathatjuk meg.
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@elyrevisz(x, i, P, TD

I
i7j =Dp—- lap

j#T

l’jgl‘r

1] Ti41, L5 1=

. . =7+ 1
1+ 1,5+ 1,25, w541 J J+

i,l‘i.’.l,l‘r =i+ Lz, Tit+1

@yorsrendezés(x, Ds TD
I

p<r

helyrevisz(x,i,p,r)

gyorsrendezés(x,p,i — 1)

p=i+1

11.
Specifikdcio:
M = vekt(Z,vekt(Z,Z)), invaridnsa: I(z) = (Vi € [z.lob, z.hib] : x;.lob =
x.lob A x;.hib = x.hib)

A= M x Z
t r
= M
t/
Q:(t=1)

thib
R:(Q/\r: > tij)

i=t.lob j=t.lob

Megoldds:
A megoldo ciklus invaridnsa:

P = <Q Ak € [tlob—1.t.hib] AT = 4 zk: i tij)

Ellenérizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q' =(QANEk=tlob—1Ar=0)
Léthat6, hogy Q' = P ésQ = If(k,r :=t.lob—1,0,Q") = Q.



292 15. MEGOLDASOK

22PN-71=R
P és R 6sszehasonlitdsdbol —r-re k = t.hib adodik. Tehdt 7 = (k # t.hid).

k,r:=tlob—1,0

k # t.hib
3.PAT=t>0 R
Jelen esetben ez: (Q A k € [t.lob— 1..t.hib—1] Ar =---) = t > 0, tehdt
a terminald fiiggvény: t := t.hib — k. Ez a fiiggvény P A w esetén nyilvan

pozitiv.

4/5. PNt ANt =1y :lf(SQ,P/\t<t0)
Ezt a pontot a szokdsos alaku ciklusmaggal biztositjuk, ami egy szekvencia. A
szekvencia masodik utasitdsa a ciklusvaltozét noveli.

Q"= (f(k=k+1,P)Nt=1y) =
k+1 7
QANk+1e[tlob—1.t.hib)Ar= > > tij) ANt =1
i=t.lob j=t.lob

A szekvencia elsGrészea P A m At = tg = 1f(So1,Q") feltételt kell tel-
jesitse! Nézziik kozelebbrdl ezt a feltételt (501 et egyelore SKIP-nek tekintve):

(Q/\ke [t.lob— 1..t.hib— 1] A r = Z Z ti; At =ty =

i=t.lob j=t.lob

k+1 i
QAk+1€etlob—LthibAr= 5 S ti|At=tye
i=t.lob j=t.lob
k 7 k+1
S| QAk+1¢eltlob—1.t.hib) Ar=( ot Y trgr, | A
i=t.lob j=t.lob j=t.lob

t=1tp

Sp1 nem lehet egyetlen értékadds, mert akkor a nem megengedett szummat kel-
lene haszndlni a jobb oldaldn. A P A m A t =t és a Q" dllapot 6sszekotésére
egy ciklus alkalmas. Az invaridnsat dgy kapjuk, hogy a @”-ben a masodik
szumma hatdskorét csokkentjiik:

= (Q A k+1 € [tlob—1.thib] A g € [tlob— 1.k +1] A7 =
( Z Z tij) + Z te1; At =to)
i=t.lob j=t.lob j=t.lob

A belsd ciklus levezetéséhez sziikséges tovabbi dllapotok:
Q" =(QANk+1€[tlob—1.t.hib] A g=tlob—1A
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16.

i

r=(Y Y tp)At=to)

i=t.lob j=t.lob

Q= (QAk+1¢€[tlob—1.t.hib) A g+1 € [tlob— 1,k +1] A

k i g+1
(> tig)+ D0 titj)-
t.lob=1 j=t.lob j=t.lob
Q k,r:=tlob—1,0
Q k # t.hib
g:=tlob—1 PAm
g#k+1 Q"
ri=T gy P AT
g=g+1 Q"
k=k+1 Q"
R

V = 'Uek;t(Z7 {O7 1,--- 79})

A feladat megoldasa sordn hasznélni fogjuk a kovetkezd két fiiggvényt:

z.dom—1 )
f@) = X Zanip—i- 10° (Vz eV)
i=0
-1
g(z,1) == Taiohsi—i—1 - 10° (Vz € V : VI € [0, 2.dom])
i=0

r =

Az f fiiggvény egy vektorban dbrazolt szdm értékét szamitja ki, mig g ugyanezt
teszi, de csak az els6 [ szdmjegyet veszi figyelembe. Vegyiik észre, hogy

g(x,x.dom) = f(x).

Specifikdcio:
A=V x Ny

T d
B=V

x/
Q:(x=2a)
R:(QAd= f(z))
Megoldds:

P=(QANEkel0,z.dom| Nd=g(z,k))
Q' =QANkE=0Ad=0)

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P



294

15. MEGOLDASOK

20.

Q=1f(k,d:=0,0,Q")=Q.

22PAN—7m=R
P és R 6sszehasonlitdsabdl —r-re k = x.dom adddik. Tehdt 7 = (k # z.dom).

k,d:=0,0
k # x.dom

3.PAT=t>0
t := x.dom — k vélasztassal ez az allitas trividlisan teljesiil.

4/5. PNANm ANt =1y :>lf(S0,P/\t<t0)

Egy szekvenciaval, aminek kozbiilsé feltétele:

Q' =(Uf(k =k+1,P)ANt=1t) =(QANk+1€][0,z.dom] A d=
glxz, k+1) ANt =tp)

Ez azért jo valasztds, mert ebbdl az éllapotbdl a k := k + 1 utasitdssal
eljuthatunk P A t < tp-ba.

A szekvencia levezetési szabdlya szerint szilkséges P A m At = g =
1f(S1,Q") dllitast pedig az S1 = (d := d - 10 4+ X4 job+r) programmal tel-
jesithetjiik, hiszen:
(PATAt=1t) =(QANEke[0,xz.dom—1] Ad=g(z, k) ANt =ty)
2 1£(S1,Q") = (Q A k+1€[0,z.dom] A d-10+ 24 topsr = gz, k+1) A
t=to)V.

k—1

Ugyanis, g(z, k) - 10 + 241004k = (D Tatobtk—i—1 * 10°) - 10 + 4 jop4r =
i=0
k . k .
(3 Zatobth—i10771) 10424 10b15-10° = (Y Zp1ob+k—i-107) = g(x, k+1).
=1

% =0

k,d:=0,0
k # xz.dom
d:=d-10 + Ty 10b+k
k=Fk+1
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V =wvekt(Z,{0,1,---,9})

A feladat megoldasa sordn hasznélni fogjuk a kovetkezd két fiiggvényt:

z.dom—1
f@)e= X apnip-i-10° (Vz eV)
i=0
-1
g(z,1) =3 xgpip—i - 10° (Vx € V : VI € [0,z.dom)])
i=0

Az f fiiggvény egy vektorban abrazolt szam értékét szamitja ki, mig g ugyanezt
teszi, de csak az utolsé [ szamjegyet veszi figyelembe.

Ha z és y azonos értelmezési tartoméanyu vektorok, akkor = & y vektoron egy
olyan az emlitettekkel azonos értelmezési tartomdnyud vektort fogunk érteni,
amelynek minden eleme a két vektor megfeleld elemének Osszege. Formalisan:
Vi € [x.lob, x.hib] : (x B y); =i + Y-
Specifikdcio:
A=V x V. x V x Z x L

T Y z k c
B=V x V

.'LJ y/
Q:(x=2" ANy=y Az.dom=y.dom = z.dom A x.hib = y.hib = z.hib)
R:(QA flz@y) =10"%"x(c) + f(2))

Megoldds:
Vegyiik észre, hogy f(w) = g(w,w.dom) minden w vektorra. Ezt kihaszdlva a
ciklusinvaridns:

P=(QAkec[0.x.dom] A glx®y, k) =108 x(c) + g(2,k))

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q' = (Q No=hamis AN k=0)
Ldthatd, hogy Q' = P és Q = lf (o, k := hamis,0,Q") = Q.

22PN-m=R
Ez a feltétel keziinkbe adja a ciklusfeltételt, hiszen P és R Osszehasonlitdsdbol
—mr-re k = x.dom adédik. Tehdt © = (k # x.dom).

¢, k := hamis, 0
k # xz.dom
S
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3.PAT=t>0
t := x.dom — k vélasztassal ez az allits trividlisan teljestil.

4/5. PNt At =1y jlf(So,P/\t<t0)

A ciklusmagot egy olyan szekvenciaként irjuk fel ismét, amiben a masodik
utasitds csupdn a ciklusvdltoz6 ndvelésérdl gondoskodik, és igy a Q" kozbiilsé
allitas a kovetkezd:

Q' =1lf(k =k+1,P) ANt =ty = (Q@ AN k+1 € [0.xz.dom] A
g @y, k+1)=10""1 . x(c) +g(z,k+1) At =tg)

Ebbdl az allapotbdl a k := k + 1 utasitds eljut P A t < tp-ba.

A nehezebb kérdés az, hogy a ciklusmag elején fenndlld P A m A t = ¢
allapotb6l milyen programmal jutunk el Q”-be. Ennek megolddsdhoz nézziik

meg, hogy hogyan irhaté fel g(w, j + 1) valamilyen értelmes j esetén:
jH1-1 -1 . '
g(w,j+1)= > Zppiv—i- 10" = Y Tepiv—i - 10° + 2z pip—j - 107
i=0 i=0

= g(’LU7]) + ‘/L.:L’.hibfj . 10]

Ezt hasznéljuk fel Q" egy djabb alakjanak felirdsdhoz:
Q"= (Q A k+1¢€[0.xz.dom] A glx ®y,k) + 2D Ysaynib—k - 10F =
10F - x(c) + (2, k) + 22 nip—r - 10¥ At =tg)

Igy mar felismehets, hogy az aldbbi programmal kell elérni P A 7-bdl Q”'-t:

¢
Cy 2. hib—k ‘= Cy Zz.hib—k =

1+ 2o hib—k + Yy.niv—1 > 10, Ta.hib—k + Yy.hib—k = 10,

1+ @z niv—k + Yy.niv—k mod 10 Za.hib—k + Yy.hib—k mod 10

P=(QAkel0.x.dom] A g(z @y, k) =10% - x(c) + g(2,k))

Hiszen:
n

I.PANT= (\/ m—)Nyilvén teljesiil.

i=1

2.Vie[ln]: PATAt=1tg Am = 1f(S:;,Q")

@ c:PATAt=tyAc=> (Q@QANEk+1€0.xz.dom) A glx Dy, k)+ad
Yanib—k - 108 = 10571 - (1 + 24 piv—k + Yahiv—k > 10) + g(z,k) +
(1 + Ty piv—k + Yaniv—k mod 10) - 108 A ¢ = tg)y/
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26.

(b) =¢:P AT A —c Y (Q N k+1 € [0..xz.dom] A g(xDy, k) +xDYs hib—k-

10% = 105" - x(@phiv—k + Yohiv—k > 10) + g(2,k) + (Toniv—k +
Y. hiv—t mod 10) - 107 At = tg)y/

Q ¢,k := hamis, 0
Q' k # x.dom
C
Cy Zg.hib—k ‘= C, Zx.hib—k =
1+ 2o niv—k + Yyniv—x = 10, | Ty piv—k + Yy.niv—x > 10,
1+ Ty hib—k + Yy.hib—k Mmod 10| Ty pip—k + Yy.nib—k mod 10
ki=k+1
R
Specifikdcio:
V =vekt(Z,Z)
A=V
x
B=V
x/

Q: (x =2 ANdom(z) #0)
R : (z € perm(z’) A x csokkenen rendezett)

Definidljuk a csokkenden rendezett fogalmat: x vektor adott k indexéig
csokkenden rendezett, ha (Vi € [x.lob.k — 1] @ x; > x41) A (Vi €
[k4+1..2.hib] : 2 > x;). Tovdbbé x vektor csokkenden rendezett, ha x x.hib-ig
csokkenden rendezett. A definicidokbdl kovetkezik, hogy x vektor csokkenden
rendezett akkor is, ha  z.hib — 1-ig csokkenden rendezett. EzErt mostantdl ezt
értjiik ezalatt. Minden z vektor legyen definicid szerint z.lob — 1-ig csokkenden
rendezett.

Megoldds:

P

= (¢ € perm(x’) AN k € [rlob — l.z.hib — 1] A

x k-ig csokkenen rendezett)

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q =

(QANEkE=uxlob—1)

Q' = P (hiszen z x.lob — 1-ig mindig csokkenSen rendezett)

ésQ = If(k:=xlob—1,Q") = Q.

PAw

Q//
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2.PN—-1=R
Ez a feltétel adja a ciklusfeltételt, —m-re k = x.hib — 1 adédik. Tehdt 7 = (k #
x.hib — 1).

k:=x.lob—1
k # x.hib — 1

3.PAT=t>0

Jelen esetben ez: (Q A k € [x.lob — 1.x.hib —2] A --+) S ¢ > 0, tehdt
a terminal6 fiiggvény: ¢ := x.hib — k. Ez a fiiggvény P A 7 esetén nyilvan
pozitiv.

4/5. PNt ANt =1y :lf(SQ,P/\t<t0)

A ciklusmagban szereplé szekvencia kozbiilsé Q" dllapota legyen a kovetkezd:
Q' =1lflk=k+1,P) Nt =1ty = (x € perm(z’) N k+1 € [x.lob—
l.x.hib— 1] A x k + 1-ig csokkenGen rendezett A t = tg)

Milyen programmal juthatunk el a Q" dllapotba P A m A t = t, éllapot-
bo1? Egy olyan szekvencidval, aminek elsé fele megkeresi a vektor hatra 1évo
részEébdl a maximalis értéki elemet, a masodik fele pedig felcseréli ezt a k + 1-
edik elemmel.

Tehdat Q" = (z € perm(z’) N k+ 1 € [x.lob — l.x.hib — 1] A
x  k-ig csokkenGen rendezett A ¢ = to A i € [k + l.x.hib] A V) €
[k + 1.x.hib] : z; < m;)). Vegyiik észre, hogy Q"'-ben szerepld i azontiil,
hogy a legnagyobb elem indexe a vektor k£ + 1 mogotti részében, egy olyan
elem indexe is, ami a csokkenden rendezettség definicidja szerint sziikségesz-
erien kisebb, mint barmelyik elem a vektor k el6tti részében. Ezért igaz az az

allitds, hogy Q" = If (xp41, i = x4, Tiy1, Q).

Mar csak azt az Sgp19 programot kell megtaldlnunk, amivel P A 7 A t = tg =
Q. Ez a maximumkereséshez nagyon hasonlé (de vektorrészleten miikods)
program, aminek levezetése a maximumkeresés programozdsi tételének lev-
ezetése ismeretében trividlis, ezért itt csak a stuktogramot kozoljiik a kész prog-
ram részeként:
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k:=uxz.lob—1

k # x.hib — 1

i, j,mar:=k+1,k+1, 2541

j # x.hib

Tjy1 > Maxr

t,maxr =7+ 1,241 SKIP

ji=j+1

$k+1a Tj = Tq, x}c+1

k=k+1

PAT

Q///
Q//
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15.10. Visszavezetés

1.
A=7 x Z x Ny
m n d
B=7 xZ
m' n
Q: (m=m'An=n"Am<n+1)
R (le 5 1X(0<f(j)Af(j1)<0)>
j=m+

1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: m <n ‘ Paraméter: -
Megfeleltetés: -
m o mal i,d :=m,0
n o< n i#n
— i 0< fE+ 1A f(i)<0
— d d:=d+1 | SKIP
— 0<fUNFG-1)<0 i=i+1

Szigoritas: -

¥
)

B(

<

Z3 2
X

L
l

~

O & =P
I
3

—~

:(n= n’)

R (QAlzﬂje [2,n—1]: (2)[j/\jn)/\)
T\U=(@Ee2,n—1]A (211N n))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: ha van, keressiik meg, melyik az

Megfeleltetés: - .
m o« 92 1,1 := 1, hamis
n < n-—1 INiF#Fn—1
I« 1 l:'=21i+1Ai+1]|n)
o i=i+1

BG) « @2tiAjln)

3.

A=NxNxL
n i 1

B=N
n/

Q: (n=n"A2<n)

R QAl=3Fje2,n—=1]:215iAF|In)A

T\ (fe2n—1AQtiN | n)AVYjE[2,i—1]:(2]|jVitn))

1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
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Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
Megfeleltetés:
m < 2
n <+ n-—1
I« 1
1 1
B() « (tinjln)
4.
V =wvekt(Z,7)

A=V XV x Z XZ
r Yy mar 1
B=V xV
g y/
Q.(m:c’/\y:y’/\

i, := 1, hamis

-INi#Fn—1
l:'=2ti+1Ai+1|n)

1:=1+1

Vj € [y.lob, y.hib] : y; € [z.lob,x.hib] A0 < z.dom A0 < y.dom>
R : (Q N € [y.lob,y.hib] A max = x,, AVj € [y.lob,y.hib] : x,, < max)

1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: -

Megfeleltetés:
m <+ y.lob
n < y.hib
mar <4 mazx
T 4= 1
E +— k
a<b < a<b
fG) oy,
S.
V =wekt(Z,7)
A=V x NO
x d
B=V
x/
Q : (9: = x’)
v.hib
R : (Q/\d— > x(zj <j)>
j=v.lob

1. Visszavezetés: szdmlalds
Feltétel: - | Paraméter: z | Szigoritds: -

Paraméter: z, y ‘ Szigoritas: -

maz,i, k= xy, ,.,,y.lob,y.lob

k # y.hib
maxéxykﬂ

mazx,t = xyHl,k:—i—ll SKIP
k:=k+1
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Megfeleltetés:
m <+ wv.lob
<~ wv.hib
T — 1
d « d
BG) « x;<j
6.
V = vekt(Z,Z)
A=NxN
n )
B=N
nl
Q (n =n'A2< n)
R

Feltétel: - | Paraméter: -

Megfeleltetés:

TTTT

: (m:m’/\n:n’/\mgnJrD

R (Q/\dz 5 X(2|f(j)Ag(J)=1)>

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds:
Megfteleltetés:
m < m
n o+~ n
T — 1
d < d
BG) < 2[fG)ng()=1

i,d :=v.lob—1,0
i # v.hib
Tip1 <t+1
d:=d+1 | SKIP
1:=1+1

: (Q/\z <iAL|mATTEAYE 20— 1] (jfn\/i | g))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.
Szigoritas: -

1,1 := 1, hamis

-l

l=i+1[nAi+t1f

=1+ 1

i,d:=m—1,0

1#n

2 flit ) Agli+t1) =1

d:=d+1 | SKIP

t:=1+1
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Il
3N

X
NS N

X

~
~

5O W = ®
I
5N
3

—~

1. Visszavezetés: maximum keresés

m:m’/\n:n’/\mgn—i—l)
QAi€[m,n]AVj € [m,n]: f(j) mod 10 < f(i) mod 10)

Szigoritas: adjuk meg a szdmjegy értékét is

mazx, i,k := f(m) mod 10, m, m

k#n

max < f(k+ 1) mod 10

max,i:= f(k+1) mod 10,k + 1 | SKIP

ki=k+1

Feltétel: - | Paraméter: -
Megfeleltetés:
m < m
n o+ n
mar < max
T 4 1
kE «— k
a<b < a<b
fG) «  £(j) mod 10
9.
V = wvekt(Z,C)
A=V xL
z 1
B=V
x/
Q: (z=2)
R :

1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

(Q ANl =Vjel0,xz.dom —1]: Tgi04; = xw,hib,j)

Feltétel: - ‘ Paraméter: x ‘ Szigoritds: adjuk meg az elsd eltérés helyét is
Megfeleltetés: - -
m o« 0 i, :=—1,igaz
n <+ x.dom—1 INi# x.dom —1
I+ -l l:= Ty iobtit1 = Ta hib—i—1
o =i+ 1
B(j)  ZTuiobtj F Tzhib—;
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10.
NNM = vekt(Z,V)
V =wvekt(Z,Z)
Inny(x) =Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)

A=NNM x N x Z

t kE d
B=NNM x N
t’ K

Q : (t:t’/\k:k’/\k§t.d0m/\k§t.dom)

t.hib
R : (Q/\d: Z tk7j>

j=t.lob
1. Visszavezetés: 0sszegzés
Felt: - | Paraméter: ¢, k | Szigoritds: -
Megfeleltetés: -
m —  tlob i,d :=t.lob—1,0
n <+ t.hib i 7 t.hib
d +« d d:=d+tgi+1
1o i=i+1
fG) « try
11.

A=7Z xZ xNxLx Z XxXZ

m n k | maxr i
B=7 x7Z x N

m' n kK
Q : (m:m’/\n:n’/\k:k’/\mgn—kl)

QAl=3j€[m,n]: k| f(H)A
R : R (z € [m,n) Amazx = f(i) Nk | f(DA )
Vi€ monl k| £(3) = £(j) < maz
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés
Feltétel: - | Paraméter: k ‘ Szigoritas: -

Megfeleltetés:
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m <~ m —~ n I« 1
max < max T o~ 1 kK < p
a<b « a<b|f() « fOU)[BU) < k[f0)
l,p:=hamis,m — 1
p#N
ktflp+1) klflp+1) Al k| flp+1)Al
l,i,max = maz < f(p+1)
SKIP igaz,p+1,f(p+1) [i,max:=p+1,f(p+1)| SKIP
pi=p+1
12
A:NXNO
n d
B=N
n/
Q' (n=mw)

n—1

R : (QAd= > x(2|jAj|n)>
j=2

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
m«2|nen—1]i+i|d«d

Bl <21jnjln

13
A=7Z X Z xXLXZx Z
m n I 1 max
B=7 X7
m/ n/
Q: (m=m'An=n"Am+1<n-1)
. (TG <FG=DA
QAl=3Fjem+1,n 1]'<f(j)<f(j—}-(1)) 2(/\ |
. . 1) < f(z —1)A
R : l ze[m—l—l,n—l]/\max:f(z)/\(f(z.)< (i+1) )/\
- V'E[m—!—ln—l]'(f(j)<f(j_1)/\)—>f(')<max
’ T IG) < fG D) 7=

1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
m <+ m+1 n < n—1 I« 1
mar <4 mazr i o~ q kE + k
. . . FG) < G =1 )
<b <+ <b — —
st e aso |0« Jo) |80 < (JOSITY
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14.
A=7 X7 x Z x L. xXZ
m n k1 i
B=7 X7Z x Z
m n kK
Q (m:m’/\n:n’/\mgn—i—l/\k:k’)

R : (Q/\Z:Hj €lm,n] k| fG)AL— (i€[mn]Ak] f(i)))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: k ‘ Szigoritas: elsd ilyen argumentumot keressiik meg
mem|nen|lel]ieil|BG) k()

:n’Am§n+1Ak:k’)
€ [m,n]: f(5) < kA

Q:/\Z:EI
: (l% (ie [m,n] Amaz = f(i) A f(i) <k/\)
€ [m,n]: f(4) <k— f(j) < max

1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: k ‘ Szigoritas: -

m 4 m n < n I« 1

mar <$— max T 4 1 — p
a<b < a<b|f() « [fO)]BG) < [fU) <k
16.
V =wekt(Z, P)

P=(x:2,y:7)

A=V XPxZxLxZ
v ¢ r 1l i
B=V xXPXxZ
o
Q : (v:v’/\c:c’/\r:T’)
Q Nl =3j € [v.lob,v.hib] : (vj.x — c.x)? + (vj.y — cy)? < r2A
R : : 2 2 2
I — (i € [v.lob,v.hib] A (vi.x — c.x)? + (vi.y — cy)? < r?)
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: v, c,r ‘ Szigoritas: az elsé ilyen pontot keressiik meg

m < v.dob | n<v.hib | L1 |i«i|B(j) <« (vj.o—cx)®+ (vj.y —cy)? <r?
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17.
A=7Z xXZ XL xZxLx Z X7
m n a b | max i
B=7Z X7Z X7Z X Z
m n ad b
Q:(m:m’/\n:n’/\m§n—|—1/\a:a’/\b:b’)
QAl=3j € mn]:a < f(j) < bA
R :

i€ [m,n] Amax = f(i) Na < f(i) < DA
Vi€ [monlia< f(G) <b— [(j) < max
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: a, b ‘ Szigoritas: -
m < m n < n I« 1
max <— max i 4 1 — k
lgéb — a<b|fQU) < fOU)[BU) < a<f()<b

A=7 X7Z X Z X7Z X 7Z x Z x Ny

m nmn a b ¢ d p
B=7Z XZ XZXZxZXxX1Z

m n a b d
Q:(m:m’/\n:n’/\m§n—i—l/\a:a’/\b:b’/\c:c’/\d:d’)
R

:(QApzli;UﬂSfU)SvaSfU)SdO

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: a, b, c,d ‘ Szigoritas: -
méem|nen|icildep|Bl) —a<fG)<bVe< fH)<d
19.

A=7Z X Z xZ xLx Z X7
m n k I max i
B=7 X7 x Z
m n K
Q:(mzm’/\n:n’/\mgn—kl/\k:k’)
QAl=3j€m,n]: k| f(F)— 1A
R : l_)(ie[m,n]/\max:f(i)/\k|f(i)—1/\)
Vi€ fmon] ik | £() — 1= f(j) < max
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: k ‘ Szigoritas: -
m 4 m n < n I« 1
maxr <4 mazx i~ 1 kE «— k
a<b < a<b|f() « [fOU)]BG) < k[f()-1
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20.
A=7Z xX7Z X Z x 7 X7
m n N max i
B=7 X7Z x Z
m n N’
Q:(m:m’An:n’/\mgn/\N:N')
R (Q/\ie[m,n]/\max:f(i)/\ >
" \Vj € [m,n]: f(j) mod N < max mod N
1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - | Paraméter: N ‘ Szigoritas: -
m<—m n<n max < max
741 k< k|a<b<+< amod N <bmod N
f) < £()
21
A=7 X7Z x Z x 7 x 7Z x Ny
m mn Ty Yo T d
B=7 XZ X Z x Z X Z
m n oz, oy, v
Q: (m=m'An=n"Am<n+1lAzo=x(Ayo=yoAr=1")

R (@nd= 5 x(U6) 20+ (o)~ w)* <12))

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: zq, yo,r ‘ Szigoritas: -
mem | nen|ieilded]|B) < (f(7) —20)* + (907) —y0)> <7°
22,

A=7Z XZxZ xZxL
a b n 1 l
B=7Z x7Z x Z
a b n
Q:(a:a’/\b:b’/\agb/\n:n’)
QAl=3j€ab]: (f(j)=0A f(j) <n)A
R : l_)<ie[a,b]/\(f(i)zO/\f(i)<n)/\ )
Vi€ la,i—1]: (f(j) # 0V £(j) = n)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: n ‘ Szigoritas: -
meal|neb|l1l]iil|B) <+ (fG)=0AF() <n)
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23.
V =wekt(Z,7)

A=V xV x Z x Ny
xr y k d
B=V xVxZ

/ /

Z y K

fr=2'ANy=y ANk =K AVj € [y.lob,y.hib] : y; € [z.lob, x.hib]A
@ Va,b € [y.lob,y.hib] : (yo = y» — a =)
y.hib
R:|Qnrnd= Y x(k|zy)
j=y.lob
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: x,y, z | Szigoritds: -

m%y.lob‘n(—y.hib‘i<—i‘d<—d‘ﬁ(j)<—k|myj

24,
V = wvekt(Z,C)
A=V xL

xz 1
B=V

x/
Q: (z=2)

R : (Q/\ l=13j € [x.lob,x.hib] : z; € [’a’,’e’,’i’,’o’,’u’])
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: x ‘ Szigoritas: keressiik az elsé maganhangzé helyét is

9,2 9,2 9599 .99 9

mex.lob‘nex.hib‘lel‘iei‘ﬂ(j)%xje[a,e,l,o,u]

25
A=7Z XZ XZXZLXZXZxLxZ
m n a b ¢ d 1 7
B=7Z XZ XZXZXx7Zx Z
m' n a b d
Q:(mzm’/\n:n’/\mSn—|—1/\a:a’/\b:b’/\c:c’/\d:d')

R QAl=Fjemn]:a< f(j) <bAc< f(j) <dA
Il @Gemmn]Aha< f(i)<bAc< f(i) <d)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: a, b, c,d ‘ Szigoritas: elso ilyen elemet keressiik meg
m+<m|n<n ‘ l+1 ‘ 1414 ‘ B+ a<f(i)<bAre< f(j)<d
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26.
V =wekt(Z,C)
A=V x NO
x d
B =
J;/
Q: (z=2)

x.hib
R:(Qrd= "% x(z;elarerivonw])
j=z.lob
1. Visszavezetés: szamldlds
Feltétel: - | Paraméter: x ‘ Szigoritas: -

m < x.lob ‘ n < x.hib ‘ 141 ‘ d+d ‘ B(j) x; € [a’je’ )i’ o 0]

X

|
I N

27.
A X 7

k
B

N3 N

X
!

Il
SN

3

Q : mzm’/\nzn’/\m+1§n)
R:(QANke[m+1,n]AVYjem+1,n]: f(j)—f(i—1) < f(k)— f(k—1))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: mondjuk meg a kiilonbség mértékét is
m<+—m+1 n<4—n | max < max
i1k k<pla<b+a<bd

fG) =16 -rG-1)

28.
A=7 X Z XL XZ
m n I i
B=7 x 7Z
m'
Q: (m=m'An=n"Am<n+1)

. (@n1=3r€ mrl 2110 )
"\ = (i€ [mn] A2] fi)AY) € [m,n]: 2| f(5) = f(§) < f())
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: a legnagyobb értéket is adjuk meg
m — m n < n I« 1
mar < mazr T o 1 kE « k

a<b < a<b|fQ) « [fOU)[BG) < 2]f0)
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29.
V =wekt(Z,7)
A=V xNxL
x i
B:
x/
Q: (z=2)

R (Q ANl =3j € [xlob,x.hib—1] : xjxj11 < 0/\)
I — (i € [x.lob,x.hib— 1] A x;xi41 < 0)
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: 0 < x.dom ‘ Paraméter: x ‘ Szigoritas: elso ilyet keressiik meg
m < adob | nxhib—1 |1« 1]i«i| ()« zjzjp <0

30.
A=7 X7 X Z

m n d
B=7 x 7Z

m'
Q:(m:m//\n:n’/\mgn—i—l)
R (@na= 3 156) - 90))

j=m

1. Visszavezetés: 0sszegzés
Feltétel: - | Paraméter: - ‘ Szigoritas: -
mem | nen|dedlieil f(5) < |f(5)—90)

31.
V =wekt(Z,7)

A=V xV x Ny

r b d
B=V xV

v
Q: (z=a'Nb=V)

z.dom—1

R (Q Nd= (%2.10b+5 = Db.1ob+j mod b.dom))

Jj=0
1. Visszavezetés: szdmlalds
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -

m <0 ‘ n < v.dom —1 ‘ 141 ‘ d<«d ‘ /B(.]) <~ Tg.lob+j = bb.lob—i—j mod b.dom
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32.
A=NxNxL
n i 1
B=N
nl
Q : (n=n)
R:(@Al=3Fje2,n—1]:j[nAl—=(ic[2,n—1]Ni|n))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: legkisebb valddi osztét keressiik
m«2|nen—1[1«1]i<i|B@{) «+jln
33.
r—1 x+1
g(z) = ’f(x) _ %’

A=7 X7Z xXZ

m n 1
B=7 X Z

m'
Q : (m:m’/\n:n’/\m—i—lgn—l)

R:(Qnrie[m+1,n—1AVje[m+1n—1]:g(j) < g(i))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg az eltérés mértékét is
m«<—m+1|n<n—-1| maxr < mazx
141 k< k a<lb+~—a<d
f(G) < 90)
34.
V =wvekt(Z,Z)
A=V xNxL
x i1
B=V
x/
Q: (z=2a)
R : (QAl=13j€[xlobxhib]:j|x; ANl — (i € [w.lob, x.hib] Ni | x;))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: x ‘ Szigoritas: elsd ilyen elemet keressiik meg
m <= x.dob | n < whib | 11 | i i| B(j)«jlz;
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35.
V = vekt(Z,vekt(Z,7))

t;.dom = t;41.domA
Iy (t) = [V € [tdob, t.hib — 1] | 7700 T FHECOTRN L 10b =ty 100D
tj.lOb = tj+1 .lob

g(i) =t.lob + LAJ h(i) = t.lob + i mod t; jop.dom

tt.1ob-dom

A=V xZxL
tn I
B=V xZ
t'n
Q- t=t An=mn'At.dom > 0A )
T \Vj e [0, x.dom - Ty op.dom — 2] “lg(),hG) S tg(i+1).R(i+1)

QAL =13j€[0,z.dom - Tz.100-dom — 1] : g5y n(j) = A
l— (z € [0, z.dom - x4 10p-dom — 1] At gy nii) = n)
1. Visszavezetés: logaritmikus keresés

R :

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
m <+ 0 n < x.dom- Ty p.dom —1 i o 1
k + n u — u v W
I« 1 a<b < a<bd f(]) — tg(j),h(j)
u, v, L ;= 0,x.dom - T, j0p.dom — 1, hamis
=lVu<w
T= [
Lg(i),h(i) <N Ly(i),n(i) =N Ly(i),n(i) > 1
u:=1+1 l :=1igaz vi=i—1
36.

V =wekt(Z, S.,)

A=V xNxL
) l
B=V
x/
Q: (z=2)

R QN1 =3j € [x.lob,x.hib] : x; = "vilagoskék’ A
I — (i € [x.lob, x.hib] A x; = "vildgoskék’)
1. Visszavezetés: logaritmikus keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -

m 4 x.lob n < x.hib T 4 1
k <+ ‘’vilagoskék’ U <~ u v o v
I« 1 a<b < a=<b|flj) « =z
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37.
V =wvekt(Z, P)
P=(x:Z,y:7Z)
A=V x P
vop
B=V
/U/
Q : (v="2
R (Q A € [v.lob,v.hib] A p = v;A )
" \Vj € [v.lob,v.hib] : vj.2? + vj.y? < pa? + py?

1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: v ‘ Szigoritas: keressiik a vektorban elfoglalt helyet
m < v.lob | n < v.hib max < p
i1 k+k a<b+ az®+ay? <ba?+by?
f(G) v
38.
A=7 X Z xLxZ
m n 1 i
B=7Z xZ
m'
Q : (m m’/\n:n’/\mgn—l—l)

Iy QAl=3j€m,n]:0< f(HA
T\ (e [mn] A< fI) AV E mi—1]:02> f(5))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8. alt. valtozat
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: -
m++n n<+<m [+ 1

R
succ(i) «—i:=1i+1 | pred(i) +i:=i—1 | B(j) + 0 < f(4)

39.
V =wekt(Z,{0,1})
A=V x Ny

x d
B=V

:I:/
Q: (z=2)

R : (QAd:t'hibj_gx(mj:%“:m))

j=t.lob Tjp1=xj43=1
1. Visszavezetés: szamlalas
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Feltétel: 3 < t.dom ‘ Paraméter: x ‘ Szigorités: -

j = ZTjt2 = OA
m<tlob | n«thib—3 |1+t |d+d 5(j)<—x] Tj+2

Tj41 = Tj43 =1

40.
A=7 X7Z xZ xLxXZ
m n k 1 i
B=7 X7 x Z
m n K
Q : m:m’/\n:n’/\mSnJrl/\k:k’)
R : EQ/\Z =3j € [m,n] : rprim(f(j), k AL — (i € [m,n] Arprim(f (i), k))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: elsd ilyen értéket keressiik meg
Megfeleltetés:
m < m : -
n — n i, :=m — 1, hamis
I — 1 SlANT#n
'i — ' . [l = rprim(f(i + 1), kj
BG)  rprim(f(j),k —
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8. L=t

Feltétel: - | Paraméter: k ‘ Szigoritas: hol lesz ,,nem relativ prim”
Megfeleltetés: — ; .

. 9 (l = rprzmﬁf(z +1), kj)}
no o« k i, = 1,igaz
Loe IXTEY
o l=ii+ 11 fi+ D) Viit+ 11k

BG) « GG+ NG|k i A o
41. W=+ 1
A=7Z xZ x L

n o1 l
B=17

—~ 3

Q:(n=nnN2< n)
QAl=3j€2,n—1]:(F | nA-prim(j)) A
R : l_>(i€[2,n1}/\(i|n/\—|prim(i))/\>
Vi€ (2. —1]: (G nV prim(j)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: -
m<2|nen—1|1«1]iil|pBG) <+ (G|nA-prim(j))
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - ‘ Paraméter: ¢, n ‘ Szigoritas: hol lesz ,,nem prim”
m«2|ni|l«l]iidi|B@) «it+l|nnjli+l
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=7 XL XZLXLXLXLXZxL
m n a b k i 5 1
7 X7 X7Z XX

m n add bV K
:m’/\n:n’/\mSn—i—l/\a:a’/\b:b’/\k:k’)
, (QAZ:HPG[m,n]:ﬂqe[a,b}:f(p)Jrg(Q):kA)
(i € [m,n] Aj € [a,b] A f(i) + 9(j) = k)

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: a, b, k | Szigoritds: elsd ilyet taldljuk meg
mem |nen|l1|ii|Bp) <+ Iqelad): flp)+9(q) =k
2. Visszavezetés: logaritmikus keresés

Feltétel: - | Paraméter: a, b, ¢,k | Szigoritas: -
m < a n <+ b i <~ J
k + k u <~ u Vo v
I « lla<b « a<b| f(4) « [fGE+1)+g0)
43.
V = wvekt(Z,vekt(Z,7))
g:VXZ—-L
g(t,j) =Vk € [tj.lOb, t]hlb] : fj,k <0
A=V xLxZ
t 1l i
B=V
tl
Q: (t=t)

R : (Q Al =3j € [t.lob,t.hib] : g(t,j) Nl — (i € [t.lob,t.hib] Ag(t,i)))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: -

Megfteleltetés: 1,0l :=t.lob— 1, hamis
m < t.lob “UNi £ thib
n < t.hidb -
I« 1 l:=g(t,l+1)]
o i=i+1

BG) <« g(t.d)
2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - ‘ Paraméter: ¢,¢ | Szigoritas: -
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Li=g(ti+1))

Megfeleltetés: - :
m < tipq.lob 4,0 :=t;11.l0b —1,igaz
n < tH_l.hib LA 7é tH_lhlb
I« =l l:= ti+1,ii+1 <0
b ii= it 1
B(j) <« tiy1,;>0
44.
V =wekt(Z,C)

g:VxVxZ—-L
g(l‘7b,j) =Vk e [O,b.dom — 1] Tk = bb‘lob+k:

A=V xV xL
T b l

B=V xV
b

Q : (x =2’ ANb=b Ab.dom < x.dom)
R : (QAl=13j € [x.lob,x.hib— b.dom] : g(x,b,j))
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: x,b | Szigoritds: adjuk meg az els6 el6fordulas helyét
Megfeleltetés:
m x.lhO'ZI)) b i,l ;= x.lob — 1, hamis
no b = bdom ~UNi # x.hib— b.dom
I« 1
i« i (1:=g(2,b,i+1)]
8U) « 9(z,b,7) i=it1
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: «,b,¢ | Szigoritds: - [l = gz, b, + 1)}
Megfeleltetés: 71 :
m <+ 0 1,1 = —1,igaz
n <« bdom—1 I Adi # b.dom — 1
I < -l | = 2. L =) -
i o« i . z+1:Hz+1‘ : i.lob+zz+1
B(I) <+ Tiy1+j 7 boiob; ne=n
45.
g:Z—1L

9(j) =3k € [m,j = 1] : f(5) < f(k)

A=7 X Z xLxZ
m n 1 i
B=7 X7
m'
Q: (m=m'An=n"Am<n+1)
R: (QAl=3j€em,n]:g(j)ANl— (i €[m,n]Ag(i)))
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1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: elsé ilyen értéket adjuk meg
mi<m|n<n ‘ 11 ‘ 141 ‘ B() + g(4)

2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - ‘ Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: elsé ilyen értéket keressiik
mem | ni|l1|iii|B() <« fli+1) < f(j)

46.
g:7Zx7Z—1L

gU,n) =3k e [j+1,n]: f(j) = f(k)

A=7Z xZ xLxXZ
m n 1l i

B=7 X7
m'

Q : (m:m/\n—n/\m<n+1)

. (QM 3j € fmon— 1] g(G, ) )
‘ (i € [m,n—1] A g(i,n) AVj € [m,i— 1] : g(j,n))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: m < n ‘ Paraméter: - Szigorltas -
mem‘nenfl‘lel‘zez‘ﬂ )+ g(4,n)

2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: ¢,n ‘ Szigoritas: adjuk meg, hol fordul el6 az elem masodszor
mi+2|nen|le1|ieii| B« fli+1)=f()

47.
M = vekt(Z,vekt(Z,Z))
g MxZ—L
g(x,j) =Vk € [x;.l0b,x;.hib] : t; ), =1

A=M xZ x L
x 1 1
B=M
x/
Q: (z=2)
R : (QAl=13j € [xlob,x.hib] : g(x,j) Nl — (i € [x.lob,z.hib] A g(x,1)))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - ‘ Paraméter: x ‘ Szigoritas: elsd ilyen sort keressiik meg
m 4= x.lob | n <« w.hib | 11 | i i| B(j) < g(x,))
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: x,¢ ‘ Szigoritas: adjuk meg, hol lesz el6szor nem 1
m <— $i+1.l0b ‘ n < J?Z‘_H.hib ‘ I« -l ‘ 14— 11 ‘ ,3(]) S~ Tit1,5 7’5 1
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48.
A=7 x7Z x Ny
a b d
B=7ZXx17Z
a b

Q:(a=d Ab=bANa<b+1)
b
R : (Q/\d= 5 x(prim(j»)

=a

1. Visszavezetés:] szamlalds
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
Megfteleltetés:

m < a

n <+« b

T o 1

d « d
B(j) « prim(j)

2. Nem megengedett eldgazasfeltétel kitranszformélasa

l:=prim(i+1)

3. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

i,d:=a—1,0

i £Db

prim(i + 1)

d:=d+1 | SKIP

=1+ 1

i,d:=a—1,0

i#Db
1::prim(i+1)j
l

d:=d+1|SKIP
=14+ 1

Feltétel: - | Paraméter: ¢ | Szigoritds: hol lesz ,,nem prim”

Megfeleltetés:
m 4 2
1
-l
7

<_
—
(_
— jli+1

R (Q A= E: X (rprim(;, n)))

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: -

l:=prim(i+1)
[

1,1 :=1,igaz

INii#1i

li=di+1ti+1

=14+ 1
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m<2|nen—1|i«i|d<d|pB(j) <« rprim(j,n)
2. Nem megengedett eldgazasfeltétel kitranszformélasa
l:=rprim(i+1,n)
3. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: i, n | Szigoritds: hol lesz elGszdr ,,nem relativ prim”
m2|nei+l|lel|icii|BE) «—jli+lAjln

50.
V =wekt(Z, S,)
g:VxVxN-=N

a.dom

g((l, b7]) = Z X (a((j+k'—1) mod a.dom)+1 = bk)
k=1

A:VXVXNO

a b 1
B=V xV
a v

Q : (a=d Ab=0b Aalob=blob=1A1< a.dom = b.dom)
R : (QAi € [a.lob,a.hib] AVj € [a.lob,a.hib] : g(a,b,j) < g(a,b,i))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: a, b ‘ Szigoritas: mondjuk meg, hany helyen egyeznek meg
Megfeleltetés:
m.o < alO.b maz, i,k := g(a,b,a.lob), a.lob, a.lob
n <4 a.hib k # a.hib
mar < max
P maz < g(a,b,k+ 1)
E o« k max,i:zg(a,b,k—i—l),k—i—ll SKIP
a<b «— a<b k=k+1
fG) < gla,b,j)
2. Fiiggvény helyettesitése valtozdval
d:=g(a,b,j)

3. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: a, b, j ‘ Szigoritas: -
m <+ 0 ‘ n <+ a.dom — 1 ‘ 1411 ‘ d+d ‘ B(J) < a((j+i-1) mod a.dom)+1 = 0;
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d :=g(a, b, a.lob)

d:=g(a,b,j
max, i,k := d,a.lob, a.lob g? 7
%  a.hib ii,d = —1,0
d:= g(a,b,k+1)] 11 # a.dom — 1
maz < d Q((j+i5) mod a.dom)+1 = biit1
maz,i:=d,k+1 | SKIP d:=d+1 SKIP
E=k+1 i =141+ 1

51.
g:LXLXL—Z

g(m, n, §) = kzi X (i, k) = 0)

I
3N
X

X 7
d

/

m =

—~

L) oy N
Il
3N
X
33\N3N

n
R (QAd— > g(m,n,ﬁ)
Jj=m
1. Visszavezetés: 0sszegzés
Feltétel: - | Paraméter: -

m<—m

’/\nzn’/\m§n—|—1)

Szigoritas: -
nen|ded|ieil f(j) < glmn,j)

2. Fiiggvény helyettesitése viltozéval (z := g(m,n,i + 1))

3. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: -

m<—m
52.
V = vekt(Z,vekt(Z,7))
g:VXZ—>Z
tj. nib
9(t,7) = > x(tjx#0)
k=t; 10b
A=V x Np
t d
B=V
t/
Q: (t=t)

t.hib

j=t.lob
1. Visszavezetés: szamlalas

R: <Q/\d= 2. x(g(t,j)=1)

Paraméter: m,n,i | Szigoritds: -
nnli«ii|d«z| B« fli+1,j)=0
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Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: -
m <= t.lob | n <« t.hib | i< i|d<«d| B(j) « g(t,j) =1
2. Fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(t, 7 + 1))
3. Visszavezetés: szamldlas
Feltétel: - | Paraméter: ¢, ‘ Szigoritas: -
m <— ti+1.lOb ‘ n < ti_;,_l.hib ‘ 14— 11 ‘ d<+ z ‘ ﬁ(]) < ti+17j 7é 0

53.
g:ZLXLXL—ZL

oli.m.m) = 3 X (F() = )

7 x 7
n max
Z

A X
B

7
m
7 x
m/

~

n
Q : m:m’/\n:n’/\mgn)
R : (QATieg[m,n]:max = g(i,m,n) AVj € [m,n]:g(j,m,n) < max)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg, hol veszi fel ezt az értéket
m<—m n<mn max <— max
741 k<k|la<b+a<bd

f(G) < g(j,m,n)
2. Fiiggvény helyettesitése véltozéval (z := g(k + 1,m, n))
3. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
mem | nenl|ieii|dez|B() <« f()=fk+1)
54.
g:LX1L—7

g(m, ) = ; Y (FG) < F(k)

A=7 X7 X Z
m n 1
B=7 X 7Z
m  n
Q : (m:m’/\n:n’/\mgn)
R : (QANi€[m,n]AVj € [m,n]:g(m,j)<g(m,i))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg, hdny elem el6zi meg
m < m n<n | mazr < max
R k+<k|la<b+a<bd

f(G) < g(m, j)
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2. Fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(m, k + 1))
3. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: k,m | Szigoritds: -
mm |n«k|iii|d<z| B« flk+1)< ()
5S.

M =vekt(Z,V) V =wvekt(Z,7)
In(x) = Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)
g: MxZ—L

; j—1
9(t,3) = 20—t 10 tm.j

A=Mx Z xZ

t max 7

B=M
tl
Q: (t=t)

R : (QAi € [tlob,t.hib] A max = g(t,i) AVj € [t.lob, t.hib] : g(t, j) < max)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - ‘ Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: -
m < t.lob n  t.hib | max < maz

P41 E<—k |a<b<a<b
f(G) < g(t,j) z :=g(t, t.lob)
maz, i,k := g(t,t.lob), t.lob, t.lob ma, i, k= Z7t:10bvt~10b
maz < g(t, k+1) z = g(tk+1)
max,i:=g(t,k+1),k+1 I SKIP max < z
k=Fk+1 max,i:=z,k+ 1| SKIP
k=k+1

2. Fliggvény helyettesitése valtozdval
z:=g(t,k+1)

3. Visszavezetés: 0sszegzés
Felt: - | Paraméter: ¢, k ‘ Szigoritas: - z=yg(t k+ 1)]

[

Megfeleltetés: _
m < t.lob 14,z == t.lob—1,0
n <« k Wk
d 2 2= 2 A biig 1k
b =it 1
f(G) « tjrm
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56.
M = vekt(Z,V)
V =wvekt(Z,Z)
In(x) = Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)
g: MxXZ—1Z
g(t,j) = max {t,, j|m € [j + 1,t.hib]}
A=Mx Z
t max
B=M
t/
Q: (t=t)

R Q A Fi € [tlob, t.hib— 1] : maz = g(¢t,7)A
Vj € [t.lob,t.hib — 1] : g(t,j) < max
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: adjuk meg, melyik sorban van
m <« t.lob n <+ t.hib—1| mazx < max

i1 k< k a<b+—a<bd
£G) < gt )
2. Fuggvény helyettesitése véltozéval (y := g(t, k + 1))
3. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - | Paraméter: k, ¢ ‘ Szigoritds: adjuk meg e helyét is

m<k—+2 | n< thib max <y
1410 k<kk |a<b<a<d
f()  they
57.
V = vekt(Z,vekt(Z,7))
g:VXZ—-Z

. tj hi
g(t,3) = 320200, x (tk #0))

A=V x Ny
t d
B=V
t/
Q: (t=t)
t.hib
R : <QAd= 2 x(g(t,j):1)>
j=t.lob

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: -

m <= t.dob | n <« t.hib | i< i | d<«d| B(j) « g(t,j) =1
2. Fiiggvény helyettesitése valtozdval (z:=g(t,i+1))
3. Visszavezetés: szdmlalas
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Feltétel: - | Paraméter: ¢, ‘ Szigoritas: -
m <— ti+1.l0b ‘ n < ti+1.hib ‘ 14— 11 ‘ d<+ z ‘ B(]) — ti+17j 7é 0

58.
V = vekt(Z, P)
P=(x:Z,y:7Z)
E=(p:Pq:P)
g:VXZ—>1Z
h:PxP—1Z

g(v,7) =m € [v.lob,v.hib] : (Vq € [v.lob,v.hib] : h(vj,vq) < h(vj,vm))
hp,q) = (px — q.x)* + (p.y — q.y)?
A=V x E
v max
B=V
UI
Q : (v = v’)

_(Q A Fi € vlob,v.hib] : max = (v;, Vg(y,5))A
Vj € [v.lob,v.hib] : (vj,vg(y ) < max
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: v ‘ Szigoritas: adjuk meg a vektorban elfoglalt helyet is
m < v.lob n + v.hib mazx <— mazx
R k+k a <b<+ h(a.p,a.q) < h(bp,b.q)

f(.]) — (Uja Ug('u,j))
2. Fliggvény helyettesitése valtozdval

z 1= (Vk41, Vg (v k+1))

maz, i, k := (Vu.10b; Vg(v,0.10b) ) V-10b, v.l0b [Z = ('Uv.lobyvg('u,v.lob))]
k # v.hib mazx, i, k = z,t.lob,t.lob
h(max.p,maz.q) < k # v.hib
((Ve41, Vg0 k41)) Py (Vkg1, Vg (o dt1))-9) [z — (’Uk'+17vg(v,k+l))j
maz, i = (Uk+1vvg(v,k+1))ak +1| SKIP maz < h(z.p.2.q)
k=k+1 mazx,i:=z,k+ 1 SKIP
3. Visszavezetés: maximum keresés k:i=Fk+1

Feltétel: -
Megfeleltetés:

Paraméter: v, k ‘ Szigoritas: keressiik a vektorban elfoglalt helyet is
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[z = (Uk+1;vg(v,k+1))}

m <+ w.lob :
n < wv.hib 3
mar < = 2,11, kk := (Vg41, Vo 10b), v.l0b, v.l0b
o kk kk # v.hib
a<b <« h(ap,aq)<hbp,b.q) h(z.p,z.q) <
fG) «  (vkt1,v5) h((Vk+15 Vik+1)-Ps (Vk415 Vkk+1)-9)
2,00 = (Vp41, Vpks1), Kk +1 | SKIP
59, kk:=kk+1
M = vekt(Z,V)
V =vekt(Z,Z)

Iy (x) = Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)

g: MXZ—7Z
) t.hib
9(t,5) = 3kt ob Lisk

A=MXxZ
t 1
B=M
t/
Q: (t=*)

R : (QAi € [tlob,t.hib) AVj € [t.lob,t.hib] : g(t,j) < g(t,7))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: mondjuk meg, hdny pontja van a nyertesnek
Megfeleltetés:
mo < t~l0_b mazx, i,k := g(t,t.lob), t.lob,t.lob
maxr < max
P mazx < g(t,k+1)
E o« k maz,i:=g(t,k+1),k+1 | SKIP
a<b + a<bd k=k+1
@) « glt,g)
2. Fuggvény helyettesitése véltozdval
z:=g(t,k+1)
3. Visszavezetés: 0sszegzés
Felt: - | Paraméter: ¢,k | Szigoritds: -
Megfteleltetés: —
m < tlob z=gtk+1)
n <« thib i,z :=t.lob—1,0
d < 2 ii # t.hib
T — n =24t -
f(]) — tpyr zZi=z k41,4041
=141+ 1
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60.
g:ZxZ—L

g(b,i) =Vj € [(i+1),b] : f(5) < f(9)

A=7 x7 x Ny

a b d
B=7Zx1Z
a v

Q : (a:a’/\b:b'/\aSbJrl)

R : (Q ANd = iﬁax (g(bvj)))

1. Visszavezetés: szdmlélds
Feltétel: - | Paraméter: - ‘ Szigoritas: -
meéa|n«b|iilded]| ()« gb,j)

2. Fuggvény helyettesitése valtozoval
l:=g(byi+1)

3. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: ¢, b ‘ Szigoritas: adjuk meg, hol tér el el6szor
mei+2 | neb|lel|iiil|BF) <« f() = fli+1)

61.
M = vekt(Z,V)
V =wvekt(Z,7)
Iy (x) = Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)
MXxZx7Z—1L
) haj+k <0Vtdom <j+k;

g
. 0
g(t,j, k) = .
Lt.lob+jtk,t.lobtj, ha0 < j+k <t.dom.

A=Mx Z XxZ

t max 1

B=M
tl
Q: (t=1)
t.dom—1
QANi € |—tdom+1,t.dom—1Amax= >, g(t,i,p)A
=0

R t.dom—1 P

Vi € [-t.dom + 1,t.dom —1]: > g(t,4,p) < maz

p=0

1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - ‘ Paraméter: - | Szigoritas: -
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m < —t.dom + 1 n < t.dom —1 | mazx < mazx

141 k< k a<b+a<bd
t.dom—1

() < ;)gwﬁw

t.dom—1
max, i, k:= >, g(t,—t.dom+1,p),—t.dom+1,—t.dom +1
p=0
k # t.dom — 1
t.dom—1
max < Y. g(t,k+1,p)
p=0
t.dom—1
maz,i:= Y. gt,k+1,p),k+1 SKIP
p=0
k=k+1
t.dom—1

2. Fuggvény helyettesitése vdltozoval (z := > Z" ~ g(t, j, p))
3. Visszavezetés: 0sszegzés

Felt: - | Paraméter: - | Szigoritas: ¢, k Pp— :
Megfeleltetés: [2 =3 peo 9('5,]7]9)}
m <+ 0 :
=—1,0
n + tdom—1 b, :
4« = p#t.dom—1
i — p 0<tlob+k+1+p+1<t.dom
fG) « glt,k+1,%) 22 = i lob+k+1+p+1,tlob+k+l | 22 :=0
Z:=z+ 2z
p=p+1

4. Fiiggvény helyettesitése véltozdval

zz:=g(t,k+1,p+1)
5. Visszavezetés: esetszétvdlasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a
kiszdmoldsa (zz := g(t,k + 1,p+ 1))
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62.
g:Z—(NgxZxL)
g(m —1)=(0,m — 1, hamis)

(1,i+ 1,igaz), haf(i+1)=1Ag(i)1 =0;
g(i+1) = (9(i)1 + 1,9(i)2,9(7)3), haf(i+1)=1Ag(i) > 0;
(0,g(i)2,g(i)3), haf(i+1) =0.
A=7Z xXxZ xL XZ
m n 1 i
B=7 x Z
m  n
Q : (mzm’/\n:n’/\mgn)
R.(Q/\lzﬂje[m,n]:f(j):U\ )
"\l = (i€ m,n]AYj € [m,n]:g(j) < g(i))

1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: Adjuk meg mekkora a leghosszabb sorozat
Megfeleltetés:
m < m-—1 (max,i,0),j,k:=gim—1),m—1,m—1
n < n ‘ kZn
mazx < (max,i,l) -
DI (max,i,1); < g(k+1);
ok (max,i,l),j:=g(k+1),k+1| SKIP
a<b «— a1 <bh k=k+1
fG) = 90)
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozdval
z=g(k+1) z:=(0,m — 1, hamis)
(max,i,1),j,k:=2,m—1m-—1
k#mn
z:=g(k+1)}
maxr < 21
(max,i,l),j =z k+1[SKIP
k:=k+1

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szamitdsa
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) z = (0,m — 1, hamis)
zi=glitl) (max,i,1), 5,k :=2z,m—1,m—1
k#n
k+1)=1A k+1)=1A
I Zl:)O f( 21>)0 Flh+1) =0
z:=(1,k+1l,igaz)| 2z =2z +1 z1:=0
mar < 21
(max,i,1),j:=2z,k+1 I SKIP
k:=k+1
63.
g Z—)No
g(m—1)=0
gl +1) = (i) + (i +1)

A

B

Q: (m=m'An=n"Am <n)

R : (QAl=3j€[m,n]:g(j)<0)

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: -
m+<m|n+<n ‘ 1+ ‘ 141 ‘ B(j) +g(j) <0

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval
z:=g(+1)

64.

1. Visszavezetés: szamldlas
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: -

Szigoritas: adjuk meg, hol lesz el6szor negativ
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mem |nen|icilded| B g(j) =

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval
z:=g(i+1)
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definialt

1

figgvény helyettesitési értékének a kiszamitdsa _z:=0
> d,i:=0,m—1
z:=g(i+1) .
i,d:=m—1,0 Z#n
TEn fi+1)<0
. z:=z+1] 2:=0
g(i+1)=1 1
di=d+1] SKIP d:=d+ 1] SKIP
1:=1+1 ii=i+1
65.
: Ng — No,NO
O =(0,n
LAY ha2 (i)
g(i+1) )
7 ha?2 | 9(2)2-
A=NxN
n k
B=N
n/
Q : (n =n )
R : (QAg(k) =1)
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.
Feltétel: - ‘ Paraméter: - SzigoritéS' -

m« 1|11 |ick|BG)«g(ih=1

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal definidlt fliggvény helyettesitési értékének a ki-

szdmitdsa (z := g(k + 1))

:(Ovn)
k,l:=0, hamis k,l:= 0, hamis
— ol
L=glh+ D=1 | _ 21z
ikt 1 2= (0.%) ]2 = (1, 251
l:= zZ9 = 1
k=k+1

66.
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ZZ—)(N()XN()XZ)
(

g(m) = (1,m,m)
e e
A=7 X7 x P
B = nZl/ X Z Z

m  n

Q : (m:m’/\n:n’/\mgn)
R : (QAia,ibe[m,n]ANia=g(ib)s AVk € [m,n]: g(k); < g(i-b)1)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg a leghosszabb szakasz hosszat
m<+m—1|n<+n|max < (maz,i,, ip)

P41 k<« k a<bia <b
f(G) < 90)

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitédsa (z := g(k + 1))

67.
g+ No = (No, No)
9(0)=(0.2)
1AO2N) ) ha2 (i)

gli+1)= ; _
o%) ha?2 | g(i)s.

1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: -
m < 1| n<« [logan] |i<i|d<«d]|B(j)« g1 =1
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(i + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitédsa (z := g(i + 1))
68.
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V = wvekt(Z,C)
g:7Z— (Nygx2Z)
g(z.lob — 1) = (0, z.lod)

. O,Z+2 5 hami :’,’;
gi+1)= ( . ) , e
(g(i)1 +1,9(i)2), haw;iq #°).

A=V xZ
T 7
B=V
w/
Q: (z=2a)

R : (QANi € [z.lob, x.hib] AVj € [x.lob, x.hib] : g(j)1 < g(i)1)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: x ‘ Szigoritas: adjuk meg, mekkora a leghosszabb sz6
Megfeleltetés:
m < xlob—1 (max,i),j, k = g(x.lob—1),z.lob — 1,z.l0b — 1
n <4 z.hib . e £ 7.hib
max <+ (max,i) -
i o (maz,i)y < g(k+1);
E o« k (max,i),j:=glk+1),k+1 | SKIP
a<b « a1 <bh E=k+1
fG) = 90)

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal definialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-

szdmitdsa (z := g(k + 1)) z:= (0, z.lob)
z = g(z.lob — 1) (max,i),j,k = z,xlob—1,z.lob— 1
(max,i), 7,k := z,x.lob— 1, z.lob — 1 k # x.hib
k # x.hib xip1 ="
z:=gk+1) z:=(0,1+2) I z1: =2z +1
maxr < z1 maxr < 21
(maz,i),j = 2z,k+1 | SKIP (maz,i),j =2z, k+1 | SKIP
k=k+1 k=k+1
69.

g :Z— (Ngx1Z) g(a)Z(O,@) ) . .
0.i11), b (f(l+1)<f£@()iA+f1(;+b)1)<f(l+2))
gli+1)= 0+ Lg(i)a), ha TEHD 2SOV IG+D) 2 fli+2)
gl T 5, 92), V(i+1=0b)
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A=7Z xXZ X7
a b i
B=7ZXx17Z
a b

Q t(a=d Ab=VNANa<b+1)
QNi€la,b] AYj € [a,b] : g(j)1 < g(i)1)
1 Vlsszavezetes maximum Kkeresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg, mekkora a legszélesebb hegy
Megfteleltetés:
m < a
n < b (maajvi)viak:: g(a),a a
mazx < (max,i) k#b
1 4~ 1
ko« k (maz,i)1 < g(k+ 1)
a<b + a<bh (maz,7),1 =
fG) <« () (k+1.kt1 | SKIP
p e N SR g 2
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozdval E— k1l
z:=gk+1) :

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal definialt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitdsa (z := g(k + 1))

z:=(0,a)
(max,i),j, k= z,a,a
kE#0b
F+1) < fG)A JG+1) > [G)v
fli+1) < fE+2)A fli+1) > fi+2)V
it1#b it1=b
=(0,k+1) z1:=21+1
mar < 21
(max,i),j = z,k+1 SKIP
k=k+1
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70.

V =wekt(Z,7)

g:Z— (NgxZxL)
g(x.lob—1) = (0,2.lob — 1, hamis)

. )1+ 17 ] 5 ] ) ha 2 < 07
g(i+1) = (9(0h +1,9(i)2,igaz),  hawip
(0,i+2,9(i)3), haz;y 1 > 0.

R QN1 =13j € [z.lob,x.hib] : x; < OA
I — (i € [x.lob,x.hib] AVj € [x.lob,x.hib] : g(§)1 < g(i)1)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - ‘ Paraméter: x ‘ Szigorités: adjuk meg mekkora a leghosszabb sorozat
m < x.lob—1 | n < x.hib | max + (max,i,%)

14 J k+ k a<b<ar <b
f(G) < 90)
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitésa (z := g(k + 1))

71.

g:7Z—N
ga—1)=0
g(i+1) = g(i) + x(i) — y(3)

A=7Z XZ XZ
a b i
B=7Zx7Z
a b
Q : (a:a’/\b:b’/\aﬁb—kl)
R:(QAicla—1,b]AVj€E[a—1,b]:g(j) < g(i))
1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - L Paraméter; - ‘ Szigoritds: adjuk meg a ldtogatdk szamat is

m < a— n<b | mar <+ max
141 k<k|la<b+<a<b
() < 9(d)

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
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72.
V =wvekt(Z,7)
g:7Z—(ZxLxL)
g(t.lob — 1) = (0, hamis, hamis)
(0, hamis, hamis), ha—g(i)a Ativ1 #aAtip1 #b
gli+1) = (tit1,19az, hamis), ha-g(i)s A (tip1 =aVti11 =Db)
(9(4)1,igaz, hamis), ham
(9(i)1,1gaz,igaz), egyébként
= (g9(0)2 A (tig1 = g(i)1 V (tig1 # a A tigr #))) A—g(i)s

A=V XZXZxX7ZxL
t a b k I

B=V XZXxZ
' ad V
Q: (a=dAb=bNt=1)
(Q/\l—ﬂje[tlobthzb] g(J)sN >
U @) € [tdob, thib) : (9(i)s Ak = 9(7)1)

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
m < tlob | n < thib | 1< 1| i<i| B(j) < 9(j)s
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(i + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal definialt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitdsa (z := g(i + 1))

k,li,ls := 0, hamis, hamis

1,0 :=t.lob—1, hamis

=l N # t.hib
—lg A (ti+1 75 a| —lag A (ti+1 =aqa |loA-lsAtip1 =kV | I3Vig ANt #£ kN
Atiy1 #b) Vt;ip1 =) tiz1 #aVitir #0)Ntiy1 =a Vi =b)
k7l1,12 = k,ll,lg = k,ll,lz = k,ll,lg =
0, hamis, hamis|t;11,1gaz, hamis k,igaz, hamis k,igaz,igaz
l:= lg
1:=1+1
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73.
0o = igaz
Vi € [1,4] : (z; € [1,n]A
Qiza(l'l,u.,xi)l . .
Vke[l,j—1]1xj #apANajti—k#xp)

0= 0n
N=xm{1...n}
A=NxLxN

n | =z
B=N

n/
Q: (n=n)

R: (QAl=3yeN:olp(y) Nl — (o(p(2))))
1. Visszavezetés: visszalépéses keresés

Feltétel: - | Paraméter: n ‘ Szigoritds: Az elsé ilyen értéket adjuk meg
Megfteleltetés:

V; — T ‘ 0; < n ‘ w <+ Id
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: x | Szigoritds: - l:= Qm+1(l’)]
Megfeleltetés:
m « 1 1,1 :=0,1gaz
+— m INT#m
ﬁ : ;l l:=ami1 # Tit1 N\ Tmt1 £
: Im+1—j[ # zipa
BU) + Tmy1 =3V
Tmy1 £ M+ 1—jl =2z =i+l
74.
0o = igaz

_ g N, Vj € [1,4] : (x; € [1,n]A
0;=3(z1,...,2:) VEe[l,j—1]:a; #xpAx;£i—k#xp)

0= 0n
N=x{1...n}

A=N x1L x Ny
n d
B=N
7,L/
Q : (n=n'Az.dom =nAz.lob=1)
R (@Nd= > :ole(n))

n<(vo,v)
. Visszavezetés: visszalépéses szdmldlds

[
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Feltétel: -
Megfeleltetés:
Vi < V4 ‘ 51'(—71 ‘ (p(—[d
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: v | Szigoritds: Adjuk meg a helyét is
me1|nem|lel|ici|B) < vm1=0jVimpat|lm+1—jl=y

Paraméter: n ‘ Szigoritas: -

76.
0o = igaz
0i =3(w1,...,x;): (Vj€([l,i] :tjo, AVE € 1,5 —1]: 2 # ay)
0 = Ot.dom
N =x{1...n}

NNM = vekt(Z,vekt(Z,L))
Inny(x) =Vi € [x.lob, z.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)

V =vekt(Z,Z)
A=NNM xLxV

t [l =z
B=NNM

t

Q : (t=1t ANx.lob=tlob=1Az.dom = t.dom = n)
R: (QAl=3yeN:olp(y) Al — (o(p())))
1. Visszavezetés: visszalépéses keresés
Feltétel: - | Paraméter: t ‘ Szigoritas: Az els6 ilyen értéket adjuk meg
Megfeleltetés:
[ 2R ‘ 0; < t.dom ‘ p <« Id
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: x, t | Szigoritds: Adjuk meg a helyét is
m <1 ‘ n<<m ‘ [+ =l ‘ 141 ‘ B(J) < Tt 1,21 V Tmg1 = T

82.

H=(z:Nyy:N)
T=(h:H,e:N,t:N, fazon: N, j: L)

F = file(T)

A= F x seq(H) x seq(T)
T t z

B= F

Q:(x=2a)

R:(t=fi(a') Az= faa)))
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83.

ahol f; és fy elemenként feldolgozhatd, és egy-egy elemet feldolgozé vil-

tozataik:
ecT

. {e.h}, ha—e.j;
hlded) = { 0 egyébként.

| {e}, hae.t>20;
faled) = { 0 egyébként.

Tehit ez egy egyvaltozds kétértékii elemenkénti feldolgozas.

zi=<>

ti=<>

sx,dr, : read

ST = norm

—dx.j
t : hiext(dx.h) SKIP
dz.t > 20
z : hiext(dz) SKIP
sr,dx,x : read

F = file(N)
A= F x F x F
k v z
B= F x F
K v
Q:(k=F Nv=1v" AE novekv A v’ novekvd)
R:(z= f(k,v)

ahol f elemenként feldolgozhatd, és egy elemet feldolgozé valtozata:

f({e},0) = {e}
f(@,{e}) =0
f({e}{e}) =0

Tehat ez egy kétvaltozds egyértékii elemenkénti feldolgozds. Méghozz4 (a fel-

adat betiizését haszndlva és fajlokra 4tirva) az aldbbi:
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84.

z=<>

sk,dk,k : read

sv,dv,v : read

sk = norm V sv = norm

sv # norm V
(sk = norm A

sk = norm A
SV = norm N

sk # norm VvV
(sk = norm A

sv = norm A dk = dv sv = norm A
dk < dv) dk > dv)
z : hiext(dk) sk,dk, k : read
sv,dv,v : read
sk,dk,k : read sv,dv,v : read

Tekintsiik az aldbbi figgvényt: H = {0,1} x Ng x Z, f : Z — H

[ Q,z,2), haz > 0;
fz)= { (0,—z,z), haz<0.
F = file(Z))
A= F x H
x max
B= F
J;/
Q:(x=2a"ANaz'.dom >1) )
R:(Ji € [1.2".dom] : f(z}) = maz A Vj € [1.2".dom] : f(z);)<max)

ahol az H tipuson értelmezett rendezés a <, oly médon, hogy az els6 kom-
ponenst veszi figyelembe legerSsebben, a masodikat ,.kevésbé”. A keresett sza-
mot max 3. komponense tartalmazza. Latva ezt az utéfeltételt, megprobalhatjuk
a feladatot maximumkeresésre visszavezetni, ehhez elészor irjuk fel a maxi-

mumkeresést sorozatokra:

maz = f(x.lov)

x.dom # 0

f(z.lov)>max

mazx = f(x.lov)

SKIP

x : lorem
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Innen mar egyszertibb az atiras fajlra. Tudjuk, hogy az x nem iires, ezért
két eldolvasast is végezhetiink. Valamint alkalmazzuk < kiszdmitdsdnak méd-

jat, majd helyettesitsikk f(dx)-et véltozéval (ekkor z-t mdr rekordnak is
tekinthetjiik):

sx,dr,x : read

max := f(dz)

sx,dxr,x : read

ST = norm

fldx).1 > max.1V f(dx).1l =max.1 A f(dzx).2 > max.2

maz := f(dx) SKIP

sx,dx,x : read

sx,dr,r : read

dr >0
z:=(1,dz,dx) z:= (0, —dz,dx)

maxr = 2

sr,dr,r : read

ST = norm

dr >0
z = (1,dx,dz) z = (0, —dx, dx)

z.1>max.1V 2.1 =max.1 A 2.2 > mazx.2

max ;= z SKIP

sr,dr,x : read

85.
K=Mn:N,0:0,v:V,m: M)
F = file(K)

A= F x F x F
T Y z
B= F

.T/
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Q:(z=2a)
R:(y=fix") Nz = fo(2)))

Egyvaltozos kétértékli elemenkénti feldolgozasrél van szd, ahol a két ele-
menként feldolgozhaté fiiggvény egy-egy elemet feldolgozé véltozatai:

f{e)) = { 0, ha e.o # “mexiké’; Fale) = { 0, ha e.v # ’piros’;

{e}, hae.o="mexiké’. {e}, hae.v="piros’.

A megoldoprogram:

Y,z :=<>,<>

dx,x : lopop
dx # extr
dx.o = 'mexiké’
y : hiext(dz) SKIP
dx.v = "piros’
z : hiext(dz) SKIP
dx,x : lopop

87.

NEV = seq(Ch)
F = file((nev: NEV,o0: Z))
A= F x NEV x L

x n l
B= F
:L,/
Q:(z=1)
R:(l=3iel.a’.dom]:zi.0>0) Al — (i €[l.a’.dom]: (zf.0>0A
n

= xj.nev AVj € [1.a’.dom] : (2.0 > 0 — z}.0 < x'.0)))

Feltételes maximumkeresésre vezethets vissza a feladat.
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[ := hamis
sr,dx,x : read
ST = norm
dz.o <0 dz.0 20 dr.o>0ANI
A =l
l,max = dx.o > max dz.o < max
SKIP igaz, dz.o max = dx.o
SKIP
n = dxr.nev n := dzr.nev
sr,dx,x : read
88.
F = file(Z)
V = vekt(Z,N)
S = seq(Z)
A=V x F x S
A Yy z

B:'V x F
x/ y/

Q:(x=2a" ANy=y Az’ novekvs Ay’ novekvs A Vj € [y .lob,y.hib — 1] :

y; >0 A y'hiv <0)

R=(z= f(K,v))

ahol f elemenként feldolgozhatd, és egy elemet feldolgozo véltozata:
F({e},0) = {e}

f(,{e}) = {e}

f({e},{e}) = {e}

Tehat ez egy kétvaltozos egyértéki elemenkénti feldolgozas.
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z=<>

dy,y : lopop

k:=ux.lob—1

dy >0V k # x.hib

dy <0V
(dy > 0 A k # x.hib
A zlk+1] < dy)

dy > 0Nk # x.hib
Nzlk+1] =dy

k = z.hib Vv
(k# x.hibNdy >0
A zlk + 1] > dy)

z : hiext(z[k + 1))

z : hiext(z[k + 1))

k:=k+1

ki=k+1

z : hiext(dy)

dy,y : lopop

dy,y : lopop

Megjegyzés: a kozépsd dgba z : hiext(dy) is frhatd.



15.11. ABSZTRAKCIOS STRATEGIA 345

15.11. Absztrakciods stratégia

1.

Q:(x=2a)
R:(y=f())

Tekintsiik a vektor elemeit csupa kiilonbozének. Ezt megtehetjiik, hiszen min-
den eleme helyettesithetd egy (index, elem) parral. Legyen

ha e < 0;
hae > 0.

r@)= U senesaen={ §,

ec{xz}

A 12.1 tétel alapjan f elemenként feldolgozhaté fiiggvény, igy az egyvaltozos
elemenkénti feldolgozas vektorra és az esetszétvalasztassal definidlt fiiggvény
kiszamitasanak tételét felhasznalva:

y:=()
1:= x.dom
1#£0

Tx.lob+i—1 > 0

Yy hiel’f(l’m,lobJﬂfl) SKIP

1:=1—1

Legyen S = seq(D),T = seq(AZON), D = (azon : AZON,sza :
SZAlc: LCiv : IV, kezd : N,beoszt : BEOSZT, fiz : N),

A= S x T x N x S
T Y ev z

Transzforméljuk az dllapotteret:
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A= 8 x § x N x 8
T u ev z
B= S x S x N
x’ u ev’

Az y és az u kozotti kapesolat:dom(u) = dom(y), és Vi € [l..dom(u)] :
w;.azon = y;.azon. Az u; tobbi része megegyezik az x u;.azon azonositéji
elemének tobbi részével, ha van ilyen elem, barmi lehet egyébként.

Q:(ev=ev Nx=2a" ANu=1u A novekvd(z) A novekvs(u'))
R:(ev=ev Az= f(z',u))

ahol névekvd(z') = Vi € [1..dom(z')] : zj.azon < xj, ,.azon.

Az f fiiggvény definicidja:

flz,u) = U f(s1(e), s2(e)), ahol

ee{z}U{u}
{e}, haee€{z}; {e}, haee€ {u}; ,
s(e) :{ 0, hacg{z} 209 :{ 0, haeg{u}
f({e},0) =10,
f(@, {e}) =0,
| {e}, haekezd < ev;
fehAe}) = { 0 egyébként.

Az egyszeriiség kedvéért a datumokat egy évszamnak tekintjiikk (azaz egy ter-
mészetes szamnak), €s a honapokat, napokat nem taroljuk.

Tehat ez egy kétvaltozos egyértéki elemenkénti feldolgozas.

ey
x.dom # 0V u.dom # 0

u.dom =0V z.dom =0V

(u.dom # 0 A @.dom # 0 A (x.dom # 0 A

x.dom # 0 A u.dom # 0 A u.dom # 0 A

z.lov.azon < z.lov.azon = z.lov.azon >
u.lov.azon

u.lov.azon) u.lov.azon)

z.lov.kezd < ev

z : hiext(x.lov)|SKIP
x : lorem u : lorem

x : lorem

y : lorem
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Mivel az u elemeinek csak az azonosit6 részei szerepelnek a programban, azok
pedig éppen y elemei, az u.lov.azon < y.lov helyettesitéssel kapjuk a megoldé
programot az eredeti dllapottéren.

Els6 megoldas
Legyen X = seq(Ch), és az éllapottér
A= X x X .

€z Y

Transzformaljuk az dllapotteret.

Legyen U = seq(S), S = (Ch/; H),Ch' = Ch\{” "} és H = seq™ ({" }),
azaz H sz6kozok nem lires sorozatai, €s U-ra legyen igaz a kovetkez6 invaridns
tulajdonsag:

Iy(u) = Vi € [1.dom(u) — 1] : w;. H # w;y1.H, azaz u nem szokoz karak-
terek és sz6koz sorozatok sorozata.

A= U x X
u Yy

Az x és az u kozotti kapesolat: seq(x|Ch) = seq(u|Ch).

Transzformdljuk tovabb az dllapotteret. Legyen 7' = file(Ch).

A= T x X
3 Yy
B"=T
t/

At és az u kozotti kapesolat: dom(t) = dom(u) és

. X !
Vi € [1..dom(t)] :ti:{ ui - haw.CH,

N ha ’I,LlH
Ekkor a feladat:
Q:(t=1t)
R:(y=1)

Ha valdban 1étezne egy ilyen ¢ fajl, akkor a feladat egy egyszeri elemenkénti
feldolgozas lenne az identikus leképezéssel, mint elemenként feldolgozhatd
fliggvénnyel. Folirjuk az absztrakt mdsolé programot és az absztrakt ¢ f4jl
miiveleteit.
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open(t)
st,dt,t : read
y:=
st
y : hiext(dt)
st,dt,t : read
x.dom # 0
st := norm
dt .= zx.lov
dt="" st := abnorm
x.dom # 0 A xlov=""
x : lorem
x : lorem

Az open(t) program ebben az esetben nem csindl semmit, azaz Skip.
Misodik megoldas

Legyen X = seq(Ch). Definidljuk a kovetkezs fiiggvényt: f € Ng x X —
X x L,

£(0) = (), hamis)
(hiext(f(i)1,zit1), hamis), hawz;p #£77;
1) = (hiext(F(i)1 min) igaz),  hazi =77 é ~f(i):
f(Z), ha Tit+1 = 77 Es f(l)g

Ezutan a feladat specifikdcidja:

A= X x X .
T Y
B= X
Q:(x=2a)
R: (y = f(dom(a'))1)
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A megoldéprgram a rekurziv formuldval adott fiiggvény helyettesitési értékérol

sz016 tétel alapjan:

y, 1= (), hamis

x.dom # 0
z.lov #77 zlov=""N=l zlov="" NI
y : hiext(z.lov) y : hiext(x.lov) Skip
l := hamis l:=1igaz
x : lorem

Els6 megoldas

Legyen ' = file(Ch), és az éllapottér

A:FXNO
T d

Transzforméljuk az dllapotteret, vezessiik be a "sz

Zn

(6]

és az "elvalaszt6 rész" fo-

galmat. Ch/ = Ch\{” "}, SZ0 = seq™ (CI'), ELV = seq™ ({" ”}). Legyen
S =(SZO; ELV) és U = seq(S), a mér ismert invaridns tulajdonsdggal:

Iy (u) =Vi € [1..dom(u) — 1] : ©;.8Z0 # u;41.5Z0.

Ekkor az dj dllapottér

A/:UXNO
U d

és az x és az u kozotti kapesolat seq(x|Ch) = seq(u|Ch) lesz.

Mivel az elvalaszté részekre nincs sziikségiink, az allapottér Gjabb transzfor-
maldsaval el is hagyjuk azokat, azaz

A"=V x Ny ,ahol V = seq(SZ0) és seq(u|SZ0O) = seq(v|SZO).

v d

Végiil, mivel csak a szavak hosszéra van sziikségiink, legyen Y = file(N),
A" =Y x Ny ésdom(y) =dom(v)ésVi € [l..dom(y)] : y; = dom(v;).

Y d
B=Y
y/
Q:y=1v)
dom(y")
R:(d=

; x(y; > 5))

A megold6 program megszamlalas (absztrakt) szekvencidlis fajlra.
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open(y)

sy, dy,y : read
d:=0

sy = norm

dy <5

d:=d+1 SKIP
sy,dy,y : read

Az absztrakt f4jl miiveletei:

open(y)

sx,dr,r : read

st =normANdx=""

‘ sr,dr,x : read

sy,dy,y : read

ST = norm

Sy = norm

dy:=0

st =mnorm Adx #77

dy :=dy+1 sy := abnorm

st,dr, : read

st =norm ANdr=""

sx,dx,x : read

Maisodik megoldas

Fiiggvényabsztrakciét haszndlunk utolsé utdni elemmel. Legyen y =
kon(z, {extr)), ChE = Ch U {extr} és F = file(ChE).
A= F x NO

Y d
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B= F
Q:
R:

£(0) = (0,0) és

(f(i)1, f(i)2 +1), hayr € CR;
fli+1) =< (f(i)1+1,0), hayiy1 & Ch/ €50 < f(i)2 <5;
f(@), hay; 1 & Ch' és f(i)2 = 0 vagy f(i)2 > 5.

Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt absztrakt szekvencidlis fajlra:

open(y)
sy, dy,y : read
d,h:=0,0
sy = norm
dy € CH dy & Ch'A dy & Ch'A
\ \ h>0Ah<5 \(h:OthE))
h:=h+1 d,h:=d+1,0 Skip
sy,dy,y : read

Az y absztrakt fajl miiveletei:

)

sx,dr,r : read

dy = 7

sy, dy,y : rea@

dy # extr

SY ‘= norm

ST = norm

sy := abnorm
dy := dz

dy = extr

sx,dr, : read
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El6szor definidljuk a feladatban szerepld tipusokat.
U = (azon : AZON, 0ssz : Z)

T = (tipus : {kivét, betét}, ossz : N)
Y=(u:U;t:T)

F = file(Y)

F' = file(U)

A= F x F’
T z

F

!

B:
x
Q:(x=a A (2 lovuV z'.dom = 0))

Az eldfeltételben szerepls ' .lov.u. mivel R egy egyesités, azt fejezi ki, hogy a
bemeneti fjl elsd rekordja tigyfél rekord kell, hogy legyen.

Elsé megoldas

Miel6tt az utédfeltételt felirnank, transzformadljuk az éllapotteret. Legyen V' =
(u:U,s:8),ahol S = seq(T) és H = seq(V).
A= H x F'
h z
Az x és a h kozotti kapcesolat: seq(z|{U,T}) = seq(h|{U,T}).
Tovabb transzformalva az allapotteret,
A= F x F'
t z
A h és at kozotti kapcsolat:

dom(t) = dom(h) és Vi € [1..dom(t)] : t;.azon = h;.azon és

h;.s.dom
t;.0852 = h;.u.088z + g e(h;.sj.tipus)h;.sj.ossz, ahol
j=1

. | =1, hah;.s;.tipus = Kivét;
e(hi-s;-tipus) = { 1, ha h;.s;.tipus = betét.

Ezen az éllapotéren a feladat mar nagyon egyszerd, egy identikus egyvaltozés-
egyértékii elemenkénti feldolgozas.
A= F x F'
4 z
B// — F/
t/
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Q':(t=1)
R":(z=1)

open(t)

st,dt,t : read

2= ()

st = norm

z : hiext(dt)

st dt,t

s read

A t absztrakt fajlra vonatkoz6 olvasas lényegében egy rekurziv fiiggvény
(0sszeg) helyettesitési értékének kiszamitasa.

st,dt,t : rea@

ST = norm

st := norm

dt :=dx

sx,dr, : read

ST

= norm A dx.t

dx.tipus = betét

dt.ossz :=

dt.ossz + dx.ossz

dt.ossz :=

dt.ossz — dx.0ssz

sx,dx,x : read

st := abnorm

open(t)

sr,dx,x : read

Ez a program garantdlja, hogy dx = h;.u mert foltettiik, hogy x tigyfél rekord-

dal kezddédik.
Misodik megoldas
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Fiiggvényabsztrakciot hasznalunk utolsé utdni elemmel.
Legyen y = kon(x, ((extr,0))).
A= F x F'
y z
= F
y/
(y=vy ANy'lovu)
: (z = f(dom(y")n),
ahol az f fiiggvény definicidja:

B
Q
R

fli+1) =
(hiext(f ()1, (f(i)2, f(1)3), Yit1.a20n, Yit1.0852),
(f(i)1, Yiv1-az0n,Yit1.0852),

(f()1, f(i)2, f(i)3 + e(Yit1-tipus)yit1.s),

e(Yir1-tipus) = { 1

ha y;4+1.u
és f(i)2
ha Yi+1-U
és f(i)g = "iires”;
ha y;41.t, ahol

7iires”;

—1, hay;;.tipus = kivét;
, ha y;41.tipus = betét.

Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt absztrakt szekvencidlis fajlra:

open(y)

sy, dy,y : read

z,a,s:= (), ires”,0

sy = norm

dy.u A a # "iires”

dyuNa="1ures”

dy.t

z : hiext(a, s)
a,s:=

dy.azon, dy.ossz

a,s:=

dy.azon, dy.ossz

dy.tipus = kivét

S§i=S §i=3S

—dy.ossz| +dy.ossz

sy,dy,y : read

Az y absztrakt fajl miiveletei:



15.11. ABSZTRAKCIOS STRATEGIA 355

i)

sx,dr, : read

dy = "1res”

sy, dy,y : 7'60,@

dy # extr

SY ‘= norm

ST = norm

dy = dx

sy = abnorm

dy := extr

sr,dx,x : read

9.
Specifikdcio:
F = file(Ch)
A= F x NO
x d
B= F
.,L,/
Q: (=21

A feladat megoldasai nagyon hasonldak a 7. feladat megoldasaihoz.
Els6 megoldas

A feladatot adatabsztrakcidval oldjuk meg, az absztrakt fijl természetes
szamokbdl 4ll, amelyek a konkrét fajl sz6hosszainak felelnek meg.

Legyen SZO = seqt(BETU), ELV = seqt(BETU),E = (SZO; BETU) és

S = seq(E).
open(tD

sr,dx,x : read

9

sr =norm A dr =

sr,dr,x : read
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st,dt,t : rea@

ST = norm

st := norm

dt :=1

sx,dx,x : read

st =norm ANdx #7"7

dt :==dt+1

sx,dr, : read

sx = norm A dx =

9”9

sxt,dr, : read

st := abnorm

Ezzel az absztrakt fgjllal a feladat mar egyszerlien visszavezethetd egy
0sszegzésre (ahol aszerint a fliggvény szerint 0sszegziink, ami csak 12-nél na-
gyobb argumentumra 2, egyébként 1).

F' = file(N)
A= F' x NO
t d
B = F
t/
Q:(t=t)
t'.hib
R:(d= >0 [f(t))
i=t’.lob
2, hae>12;
fle) = { 1 egyébként
d:=0
open(t)
st,dt,t : read
st = norm
dt > 12
d:=d+2 d:=d+1
st,dt,t : read
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Misodik megoldas
F = file(Ch).
A= F x No

Y d
B= F

y/
Q:(y=1v)
R: (d= f(dom(y'))1), ahol

f(0) = (0,0) és
(f(i)1 + 1, f(i)2 + 1), hay,y1 € BETU és
(f(i)2 = 0 vagy f(i)2 = 12);

f(Z + 1) = (f(z)la O)u ha Yi+1 g BETU7

(f(i)1, f(i)2 + 1), ha y; 41 € BETU és
J(i)2 #08s f(i)2 # 12.

Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt szekvencidlis fajlra:

sy, dy,y : read
d,h:=0,0
sy = norm
dy € BETUN dy € BETUV dy & BETU
\ (h=0Vh=12) \ h#£0Ah#12 \
d,h:=d+1,h+1 h:=h+1 h:=0
sy,dy,y : read
10.
Els6 megoldas
Specifikdcio:
F = file(Ch)
A= F x N()
x d
Transzformdljuk az éllapotteret. Legyen Y = file(L) és
A=Y x N()
Y d

A kapcsolat x és y kozott: dom(y) = dom(x) és

Vi € [1..dom(y)] : y; = (x; = "R").
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B'=Y
y/

dom(y’)

Q:(y=y)R:(d= ; x(¥7))

A megolddprogram szdml4l4s:

open(y)

sy,dy,y : read

d:=0

sy = norm

dy

d:=d+1

SKIP

sy, dy,y : read

Az y absztrakt f4jl miiveletei:

sy,dy,y : read

ST = norm

sy 1= norm

dy := hamis

st =norm ANdx #7"7

dy:=dyVdx="R"

sx,dxr,x : read

9”9

sx = norm A dx =

sxt,dr, : read

st := abnorm

open(y)

sr,dx,x : read

st =norm A dr =

”

sr,dz,x : read
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Misodik megoldas
F = file(Ch).
A= F x N()
Y d
B= F
yl
Q:(y=y)
R: (d= f(dom(y'))1), ahol
f(0) =(0,0) és
(f(D)1+ 1L, f(D)2+1), hayiy="R"és f(i)2 = 0;
fli+1) =4 (f(1)1,0), ha y; 11 & BETU;
1), ha y; 11 € BETU és f(i)y # 0.

Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt szekvencialis fajlra:

sy,dy,y : read
d,h:=0,0
sy = norm
dy ="R"A dy & BETU dy € BETUN
h — O d 77R” \/ h O
d,h:=d+1,h+1 h:=0 Skip
sy, dy,y : read
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