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Motivacié




Mi a tipuselmélet? (roviden)

A tipuselmélet egy nyelv programozasra és bizonyitasra.

Konkrét implementacidi: Agda, Coq, ...

Agda IDE szolgéltatasok:

» unikéd karakterbevitel -+ U N12 1l U X ==<= ...

» tipusellendrzés (bizonyitds ellen6rzés)
» automatikus és interaktiv kéd kiegészités
» kdédgeneralas (javascript, Haskell)

emacs@grothendieck x
File Edit Options Buffers Tools Minibuf Help

® ave ~3Unde 3 -
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Motivacié



Mi a formalis bizonyitas?




Tesztelés vs. bizonyitas
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matematikai példa

informatikai példa

Mi a formélis bizonyitas?

allitas derékszogl
haromszoégben
az+b?=c?
tesztelés latjuk hogy konkrét

haromszogekre igaz

latjuk hogy minden
haromszogre igaz

bizonyitas

a program nem ad ki
érzékeny adatot

latjuk hogy konkrét
esetekben igaz

latjuk hogy minden
esetben igaz

Teszteléssel a hibak jelenléte, bizonyitassal a hibak hianya

igazolhatd.

A matematika 2.300 éve attért a bizonyitasra.



Mi a tipuselmélet?

Formalizalas

Informatikai Logika
munkacsoport

Mi a formélis bizonyitas?

“derékszogli hdromszdégben a2+b2=c?” forméalisabb allitds, mint
“a program nem ad ki érzékeny adatot”

» cél a formalizalds fokaban:
géppel ellendrizheté bizonyitasok
» formalis bizonyitas = géppel ellendrizhetd bizonyitas
» szikséges egy nyelv, amin leirjuk az allitast és a
bizonyitast
» ennek a nyelvnek le kell tudni irnia a matematikat



Mik késziiltek el tipuselmélettel?




Top 100 matematikai allitas formalizalasa®

A matematikai bizonyitadsok formalizalasa része a
programhelyesség bizonyitasnak.

rendszer mire épdl formdlis bizonyitadsok
HOL Light tipuselmélet 86/100
Isabelle tipuselmélet 78/100
Coq tipuselmélet 69/100
Mizar klasszikus logika 69/100
Metamath  szimbdélum helyettesités 67/100
ProofPower tipuselmélet 43/100

Konkrét példdk formdlis bizonyitdsokra a mellékletben
taldlhatok.

thttp://www.cs.ru.nl/~freek/100/
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Mik késziiltek el
tipuselmélettel?


http://www.cs.ru.nl/~freek/100/

Mi a tipuselmélet?

seL4 mikrokernel specifikacidja romatita! Logke

munkacsoport

mikrokernel: minimalizalt védett mdédban futd szoftver

Mi a formalis bizonyités?

Mik késziiltek el
tipuselmélettel?

Atipuselmélet alapelemei

Device
Driver

Kernel
Mode

IPC, virtual memory

Milyen formalis nyelvet

hasznaljunk?

selL4: nagy hatékonysdgu mikrokernel <10.000 sor C kéddal

» az selL4 megfelel az 5700 soros Haskell implementéciénak?
» tovabbi formalis bizonyitdsok az seL4-réI?

> a valaszidé analizise

> az elérési jogok betartdsa

» érzékeny informécié érzékeny is marad

2seL4: Formal Verification of an OS Kernel, 2009. (13 szerz4)
3Comprehensive formal verification of an OS microkernel, 2014. (7 szerzd)


https://www.sigops.org/sosp/sosp09/papers/klein-sosp09.pdf
https://dl.acm.org/citation.cfm?id=2560537

Mi a tipuselmélet?

Bizonyitottan helyes forditas

Informatikai Logika
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Mik késziiltek el

» a C nyelv formalis specifikacisja® puseméiten
» a SPARCv8 processzor utasitaskészletének formalis
specifikacidja® B
» bizonyitottan helyes fordité C-rél optimalizalt PowerPC, o
ARM, RISC-V és x86 kédra®

B  formalis nyelv

é%ﬁﬁﬁ@ﬁﬁﬁwm

“The C standard formalized in Coq, PhD thesis of Robbert Jan Krebbers
SFormalizing SPARCVS Instruction Set Architecture in Coq (Technical Report)
Shttp://compcert.inria.fr/


https://robbertkrebbers.nl/research/thesis.pdf
https://wangjwchn.github.io/pdf/sparc-coq-tr.pdf
http://compcert.inria.fr/
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A tipuselmélet alapelemei




Konstruktiv fliggvények
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ara
arbra
frarfa
frarfaa
frarbrfba

A-A
A-B-A
(A-B)-A—-B
(A-A-B)-A-B
B-A-C)»A-B->C

A tipuselmélet alapelemel

Ugyanezek tobb zardjellel:

ara
ar (b a)
f(arf(a))
f (aw (f(a))(a))
f(ar (be (fb))(a)))

A-A
A—-(B-A)
(A-B)-(A-B)
(A-(A-B)) - (A-B)
B->(A->C)- (A= (B-C)




Mi a tipuselmélet?

Fliggé tipusu konstruktiv figgvények
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Az értékkészlet figghet a fllggvényparaméter értékétol.
Pé | d a Atfpuselmélet alapelemei

n~(1,2,3,...,n) : (n:N)->Nn

Csak fliggé tipusu fliggvények vannak i
n~(0,n+1,n) : (n:N)->N3
rovidités:

n~(0,n+1,n) : N-N3



Mi a tipuselmélet?

A normal forma fogalma

Informatikai Logika
munkacsoport

Tanar: Mennyi 7*¥9?
Didk: 7*9 az 9%*7.
Tanar: Nem, 7*9 nem 9*7.
7*9 az 63.

A tipuselmélet alapelemel

A beszélgetés formalissa tehet6:

» Mennyi X? = Miaz X normal formaja?
» XazY. = Az X normalformdjayY.



Mi a tipuselmélet?

Normal forma a tipuselméletben romatita! Logke

munkacsoport

Kifejezés atirdsi 1épés (példak)
xPx)y = vy
(ferxe»f(fx))S0 = (x»S(Sx)0 = S(S0)

Normal forma (példak)

(xPpx)y Uy
(fexmf(fx)S0 I S(S0)
1+1 U 2

2 12
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A tipuselmélet szintaxisa
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A tipuselmélet egy programozasi nyelv.

azonositék Atbizainae aghsin
v u= alblc| .. |01 NJL] X [(D]..

kifejezések

e,e = v |veke | ee | (vie)=e | U

deklaraciok / itéletek

I = e:e | ee | ele



Az alap tipuselmélet kibdvitése




Mi a tipuselmélet?
Példa: N, 0 es S definicioja formatika Logika
munkacsoport

data
N : U -- U a tipus univerzum B ——
0:N
S:N->N --szadm rdkoévetkezdje, pl. S (S 0) ugyanaz mint 2

A data egy nyelvi fliszer adatszerkezetek definidlasara.

A data ellendrzi a bevezetett adatszerkezet [étezését.



Tovabbi |étez6 adatszerkezetek

data

LU -- L létezik, nincs eleme
data

X U-U-U -- szorzat

(,):A>B->AXB

data
v U-U-U -- diszjunkt unié
ini1:A->AuB
in2:B—->AuvB

Mi a tipuselmélet?
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fpuselmélet alapelemei
Az alap tipuselmélet kibovitése

Programozs tipuselmélette




Mi a tipuselmélet?

Példa: az 6sszeadas definiciéja N-en romatita! Logke
munkacsoport
rewrite
+ N->N->N
0 + m 3 m Az alap tipuselmélet kibdvitése

Sn+m = S(h+m)

1+1012, mert S0+S0 = S(0+S0) = S(S0)

A rewrite egy nyelvi flszer atirasi Iépések megadasara.

A rewrite ellendrzi az atirasi 1épések helyességét
(tipushelyesség, totalitas, terminalas).
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Tovabbi l1étezd fuggvények
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rewrite
fSt : A X B _)A e o
fst (a,b) = a VAZ"illﬂrl"\ff\fse\:‘“éle:lﬁ\h&:ﬂ\tese
rewrite

case: (A-C)»(B-C)»AuB-C
casefg(inia) = fa -
casefg (in2b) = gb ka2 Hpuselmélatben

rewrite
absurd: L - A -- atirdsi Iépés nélkll totdlis



Programozds tipuselmélettel




Mellékhatdsos programok leirasa (példa)

data -- konzolos alkalmazdasokat leiré adatszerkezet
0 :U-U
getChar : 10 Char
putChar : Char — 10 Unit
return : A-10A
>>=_ :|0OA-(A-10B)—~»10B

rewrite -- konkrét alkalmazas: egy beolvasott karakter kiirdsa
main : 10 Unit
main = getChar >>= putChar

rewrite -- ugyanez az alkalmazas nyelvi flszerekkel megadva
main = do
C « getChar
putChar c

Mi a tipuselmélet?

Informatikai Logika
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Programozas tipuselmélettel



Mi a tipuselmélet?

Bizonyitottan helyes programok irasa
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1. a flggvények el6- és utédfeltételei beépithetdk a fliggvény resremazds tpuseméite
tipusaba

2. atipusellen6rzés kizarja a hibas implementaciot

3. a kddgeneralas soran kitérélhetd a bizonyitassal
kapcsolatos kdd és adat



Mi a tipuselmélet?

El6feltétel beépitése a fliggvény tipusaba

Informatikai Logika
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data

= N->N->U
le0: (n:N)—-> 0=n

leS: Nn:N)->(m:N)- n=m - Sn=Sm

Akkor van n = m tipusu érték, ha n kisebb vagy egyenlé mint m.
» van 0 = S 0 tipusy érték, ez az 1e0 (S 0)
» nincs S 0 = O tipusu érték
Barmilyen allitas leirhaté tipusokkal (Idsd melléklet).
Eléfeltétel beépitése tipusba:
rewrite
f:

NN)-(mM:N)=(e:n=m)->N



A munkacsoportroél




, Mi a tipuselmélet?
Celok
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Cél: a tokéletes tipuselmélet kidolgozasa és implementaldsa

Ehhez:

A munkacsoportrol

» jelenlegi tipuselmélet implementéaciékban (Agda)
formalizalunk allitdsokat és irunk programokat

» tipuselmélet forditdprogramokat irunk Haskellben, és
ezekkel kisérleteziink

» a tipuselméletet irjuk le a tipuselméletben
Ez egy nagyon erds eszkozt ad, “ha ezt meg tudjuk
csindlni, akkor mindent meg tudunk csindlni”.
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Elérhet6ségek
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Visszajelzés adhaté az el6adasrol:

» nyilvdnos Google férum

A munkacsoportrol

Barmilyen kapcsolddé kérdésre szivesen valaszolunk:

» Kaposi Ambrus, Déli témb 2.705
» Diviadnszky Péter, Déli tomb 2.606
» Kovacs Andrés, Déli tdmb 2.620

ELTE IK, Programozasi Nyelvek és Forditéprogramok tanszék


https://groups.google.com/forum/#!topic/miatipuselmelet/XRBOsK6qnkI
https://akaposi.github.io/
http://people.inf.elte.hu/divip/
https://twitter.com/andraskovacs6

Mellékletek




Tipuselmélettel formalizalt bizonyitasok
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Négyszintétel bizonyitasa
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Minden sikba rajzolhaté graf kiszinezhet6 négy szinnel.

Tipuselmélettel formalizalt
bizonyitasok

A formalis bizonyitas a tipuselméletben 60.000 sor.”
A formalis bizonyitas klasszikus logikaval tébb millié sor lenne.®

"https://github.com/tangentforks/FourColorTheorem
8An unavoidable set of D-reducible configurations, John P. Steinberger


https://github.com/tangentforks/FourColorTheorem
http://iiis.tsinghua.edu.cn/~john/4c.pdf

Feit-Thompson tétel bizonyitasa

Minden paratlan rend( véges csoport feloldhatd.

>
>
>
>
>
>

(véges) csoportelmélet

lineéris algebra

Galois elmélet

valds és komplex algebrai szamok

+ 250 oldal bizonyitas (kb. 1000 oldal lett formalisan)
+ 15 matematikus, aki ezeket 150.000 sorban formalizélta

Forras: A Machine-Checked Proof of the Odd Order Theorem, 2013.

ot

CLASSIFICATION OF FINITE SIMPLE GROUPS

HOIHL WIHOIH.

; i
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Tipuselmélettel formalizalt
bizonyitasok


https://hal.inria.fr/hal-00816699/document

Mi a tipuselmélet?

Kepler tétel bizonyitasa Informatikai Logika

munkacsoport

Gombokkel a legjobb térkitéltés hexagondlis és lapkdzepes o
kockaraccsal érhet el.’ kst

Tipuselmélettel formalizalt
bizonyitasok

A jelenleg létez6 leghosszabb formalis bizonyités.
A formélis bizonyitas klasszikus logikaval tul hosszu lenne.

A Formal Proof of the Kepler Conjecture, 2017. (27 szerzd)


https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/78FBD5E1A3D1BCCB8E0D5B0C463C9FBC/S2050508617000014a.pdf/formal_proof_of_the_kepler_conjecture.pdf

Milyen formalis nyelvet hasznaljunk?
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Kellenek absztrakt interfészek
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Boolean értékek definicidja

» False =g
» True = {T}
» Bool = {False, True} = {@, {T}}

Természetes szamok definicidja
> 0 = @ rawl;/zenné‘f;rrr\::'\isnyelve(
» S=aravu{a}

» 1=5(0),2=5(1), 3=5(2), ...
» N={0,1,2, ..} ={9, {9}, {9.{}}, ...}

Probléma

False € N — False is egy természetes szam



Tudni kell szamolni bizonyitas kézben

1+2*2=5 formalis bizonyitasa (vazlat):

A) 2*¥2=4 ezért 1+2*%2=1+4
masrészt 1 +4 =5
tehat az (=) tranzitivitdsa miatt 1+ 2*2 =5

B) rogton latszik, mert mindkét oldalnak ugyanaz a normal
formdja

A négyszintétel és a Kepler tétel formalis bizonyitasa a B)
moédszerrel készilt el, az A) médszerrel esélytelen lenne.

olyan formalis nyelvre van sziikség, amiben biztonsagosan lehet
szamitasokat végezni (akar bizonyitas kézben is)

Mi a tipuselmélet?

Informatikai Logika
munkacsoport

Milyen formalis nyelvet
hasznaljunk?



Mi hidnyzik az informatikabdl?

Minden tipuselmélettdl kiilonb6zd szoftver verifikdcids modszer
=2 fazisu.

= Nem fonddhat 6ssze a szamitas a bizonyitassal, a hogyan a
miért-tel.

Hol szamit ez?

» bizonyitottan helyes komputer-algebrai rendszer,
forditéprogram, operéciés rendszer

» a fejleszt6i kdrnyezet programozas kézben valtakozva
ellenériz és segit

» legyen minden szorosan egyltt a még optimalisabb
kédgeneraldshoz

Mi a tipuselmélet?

Informatikai Logika
munkacsoport

Milyen formalis nyelvet
hasznaljunk?



Tipuselméleti definicidk




Mi a tipuselmélet?

Tllpusa VS eleme Informatikai Logika

munkacsoport

allitas / itélet  jélformalt? tovabbi informécid, ha igen

e N X

@ EN v igaz / nincs!®

NEN v hamis

0EN v igaz

i N X

1N X

N: N X Tpusaimar deneiclok
0:N v nincs

» a ‘tipusa’ relacid elemibb, a jélformaltsag elég
P> a ‘tipusa’ relacié kordbban észreveszi a hibdkat
P tipusellenérzés = e : e'jolformaltsdaganak ellenérzése

Oha absztrakt N definicidja
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F . ” 7 ro k
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A masodik elem tipusa fligg az elsé elem értékétdl.
(3,(-4,56)) : (n:N)x2zZ

data
x (AU A-U-U
, (@a:A)»Ba—-AxB

Példa: végtelen sok primszdm létezésének a bizonyitasa

Tipuselméleti definiciok

nenpe (U, 8y

:(n:N)>nprim-(p:N)x ((p>n)x pprim)

1p az n-tél kisebb vagy egyenlé primek szorzata + 1
25 nagyobb, mint n, mert n is prim
Bp primszam



Logika a tipuselméletben




Mi a tipuselmélet?

A logika modellezése a tipuselméletben

Informatikai Logika
munkacsoport
» Az allitdsokat tipusokkal modellezziik.
» Jelolje [[P] a P allitdsnak megfeleld tipust.
» [[P] tetszdleges, csak teljesiiljon a kovetkezd feltétel:
[P]-nek van eleme ¢ P igaz.

Szokasos megfeleltetés indoklas

[P AQ]=I[P] x [Q] AXB —lires & A =lires A B —lres
[PvQll=I[P]wlQ] AuB —lires & A =lres v B —lres

[P=Ql =[Pl -I[Ql A—B —lres o A Ures v B —Ures Dol
[=P=1[P= 1] logikai azonosséag

[LT=1 1-nek nincs eleme

[Va€A: P] = (a:A) > [P] (a:A)-B —ires < Va€A:(B —lres)
[Fa€A: P = (a: A) x [P] p:(a:A)xB & snd p : Bla:= fst p]




Bizonyitas a tipuselméletben

Mi a tipuselmélet?

Informatikai Logika
munkacsoport

P-t gy bizonyitjuk, hogy megadjuk [[P]] egy elemét:

allitas (logika)

allitds + bizonyitds (tipuselmélet)

P=P
VP:P=P
P=Q=QnAP
PAQ=P
P=$—|—|P
1=P

ara:A-A

Arara: (AU ->A-A
armrber(b,a): A B->BXA

fst : AXxB—-A

aprfefa: A-(A->1)-> L

absurd 1l - A Logika a tipuselméletben

vvyVvyy

allitds kimonddasa = tipus megadésa

bizonyitds = tipus elemének megaddsa

bizonyitas ellenérzése = tipusellendrzés (gép végzi)

A bizonyitasokkal lehet szamolni, akdrcsak N elemeivel.



Klasszikus matematika vs. tipuselmélet felépitése

csoport gyUrU
Z @ R C

NOS + <
Matematika

csoport gyru
Z @ R C
NOS + <

Mi a tipuselmélet?

Informatikai Logika
munkacsoport

Motivacié

Mi a formalis bizonyités?

Mik késziltek el
tipuselmélettel?
Mi a tipuselmélet?

A tipuselmélet alapelemei

Az alap tipuselmélet kib6vitése

Programozas tipuseimélettel
A munkacsoportrol

Mellékletek

Tipuselmélettel formalizalt
bizonyitasok

Milyen formalis nyelvet

alapelem

€E{|} Txu-r N X 1=
Halmazelmélet \ | Matematika Logika
AV L =y3 allitas mag| 5, U: data
Logika bizonyitas _ | Tipuselmélet rewrite
nyevi fliszer definicié

Tipuselméleti definiciék
Logika a tipuselméletben
Megjegyzések

Egyéb



Példa: A teljes indukcié bizonyitasa

rewrite
-- VYP: P(0) = (VmEN: P(m) = P(S5(m))) = VnEN: P(n)
indN :
(P:N->U) -
PO -
(m:N)->Pm->P(Sm)) »
(n:N)=Pn
indNPzs0 = z
indNPzs(Sn) = sn(indNPzsn)

Mi a tipuselmélet?

Informatikai Logika
munkacsoport

Logika a tipuselméletben
Megjegyzések



Mi a tipuselmélet?

Az egyenldség definicidja

Informatikai Logika

munkacsoport

data

= tA-A-U

refl: (x : A) > x =x
Annak a bizonyitdsa, hogy = ekvivalencia-relacié:
rewrite

SYym:x=y-y=X

sym refl = refl e
rewrite

trans: x=sy—->y=z->Xx=2z
trans refl refl = refl



Mi a tipuselmélet?

Faktor tipusok

Informatikai Logika
munkacsoport

Egész szamok definialdsa: : e

data
zZ U D
- N->N-=Z B
--Va,b,c,deN: a+d = c+b = a-b = c-d B
EqZ : (@a:N)» (b:N)» (c:N)» (d:N)»a+d=c+b—ab=cd o



Megjegyzések




s ., Mi a tipuselmélet?
Szokasostol eltérd tipuselméleti jelolések a diakon ormatiol Logike
munkacsoport

jelolés a dian  tipikus jelolés cikkekben Agda jeldlés

Ve Av.e AV e
e=e e~se e=¢g

Az eltérések célja az hogy kevésbé legyen idegen a szintaxis. Mesjeoyzések



Mi a tipuselmélet?

Egyéb eltérések az irodalomban szokasostdl

Informatikai Logika
munkacsoport

» a normal format kilén nyelvtannal definidljak

» hipotetikus itéletek

» az U tipusu figgvényparaméterek sok helyen nincsenek
jeldlve

Megjegyzések



Egyéb




Mi a tipuselmélet?

Méshonnan szarmazé képek forrasai

Informatikai Logika

munkacsoport
Négyszintétel:
https://www.vb-helper.com/tutorial_map_coloring.html
Feit-Thompson tétel:
http://docmadhattan.fieldofscience.com/2012/03/classification-
of-finite-simple-groups.html
Kepler tétel: https://www.mnn.com/lifestyle/arts-
culture/stories/keplers-conjecture-why-it-took-400-years-prove- Eovét

what-your-grocer-already-knows


https://www.vb-helper.com/tutorial_map_coloring.html
http://docmadhattan.fieldofscience.com/2012/03/classification-of-finite-simple-groups.html
http://docmadhattan.fieldofscience.com/2012/03/classification-of-finite-simple-groups.html
https://www.mnn.com/lifestyle/arts-culture/stories/keplers-conjecture-why-it-took-400-years-prove-what-your-grocer-already-knows
https://www.mnn.com/lifestyle/arts-culture/stories/keplers-conjecture-why-it-took-400-years-prove-what-your-grocer-already-knows
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