GRAFOK ES ALGORITMUSOK ELMELETE - VIZSGAKERDESEK

Matematika BSc Elemz6 szakirany II. év 1. félév

Az irasbeli vizsgan Ot kérdést kell kidolgozni, A kérdések az alabbiak kéziil keriilnek
kivalasztasra, a miifaji valtozatossag figyelembe vételével. A feladatokban szereplé adatok
valtozhatnak. Algoritmusok leirasara egyarant hasznalhaté pszeudokdd és  struktogram.
A vizsgakérdések dénté hanyada megvalaszolhaté a honlapomon, az elsé fiil alatt elérheté
jeayzet (http://people.inf.elte.hu/fekete/algoritmusok jegyzet/) alapjan, kisebb résziikre az
el6adasokon hangzott el a valasz.

1.) irja le a Hanoi tornyai problémat, adja meg a megoldé algoritmusat. Adja meg a lépésszam
rekurziv egyenletét, az egyenlet megoldasat, és bizonyitsa annak helyességét.

2.) Definialija a helyes zardjelezés fogalmat két kilénb6zé6 moédon. Adja meg a helyes
zarojelezés ,programozasi tételét” révid szOveges magyarazattal kisérve. Az algoritmus,
amelynek szekvencialis inputja egy helyes zardjelezés karaktersorozata, az outputra kiirja az
Osszetartoz6 zaréjelparok sorszamat. (A sorszam-parok sorrendje nincs el6irva.)

3.) irja meg a Verembe (V [1..n], k, d, hiba), a Verembdl (V [1..n], k, X, hiba) miiveletet a
verem tdmbods abrazolasa esetén. A k paraméter a verem fels6 elemének indexe (1 < k < n),
illetve értéke nulla, ha a verem Ures. Az els6 mivelet esetén a d értéket helyezziik a verembe,
ha még nincs tele a verem. A masodik mivelet esetén a kivett értéket az x-be helyezzik,
feltéve, hogy a verem nem Ures. Ne feledjiik el a hiba valtozét az egyes miveletek sikerének
megfeleléen beallitani.

4.) Az | pointer egy egyszeri (fejlem nélkuli) listanak az els6é elemére mutat. Forditsuk meg az
elemek sorrendjét helyben, segédmemaoria hasznalata nélkal!

5.) Az | pointer egy fejelemes egyiranyu lista fejelemére mutat. Az akt pointer a lista aktualis
elemére mutat, vagy pedig NIL az értéke (éppen nincs aktualis elem értelmezve). Ha a lista
Ures, akkor akt értéke NIL. irja, meg a Tordl (1, akt, r) eljarast, amely a lista aktualis elemét torli!
Az r pointer tipusu valtozéban adjuk vissza a ,kilancolt” elem mutatéjat, illetve NIL-t, ha a torlés
nem hajthaté végre. Az akt valtozé a torolt elem utani elemre mutasson a mivelet sikeres
végrehajtasa utan.

6.) Egy binaris fanak 10 csucsa van, azonositéik: A, B, ..., J. Afa gyOkere A; a tébbi csucs egy
szulé bal vagy jobb gyereke: B=bal(A), C=jobb(A), D=bal(B), E=jobb(B), F=jobb(C), G=bal(E),
H=bal(F), I=jobb(F) és J=jobb(G). Rajzolja le a binaris fat és irja le a preorder, inorder és
posztorder bejaras eredményt! Adja meg az inorder bejaras ADS-szint(i rekurziv algoritmusat!

7.) Adott a t pointer altal mutatott gyOkeres binaris fa, amely lehet Ures is. A fa egy csucsat
olyan 6sszetett adatelem abrazolja, amely az érték mellett a bal és jobb gyerek mutatéjat
tartalmazza. irja meg azt az eljarast, amely (egy pointer alaptipusti sor adatszerkezet
hasznalataval) szintfolytonos sorrendben irja ki a fa csucsaiban talalhato értékeket!

8.) Definialja a kupac ADS-szint(i fogalmat. Adja meg a tdmbds abrazolas maédjat és a sziilé —
gyerek indexfuggvényeket, minkét iranyban! Rajzoljon fel egy (nem ftrividlis kitdltésd) példat
n = 12 esetére. Adja meg a rajzon illusztralva, szoveges magyarazat kiséretében a kupaccal
megvalositott elsébbségi sor t6rl6 és beszurd miveletének mikddését.

9.) Adja meg a binaris keresés két algoritmusat. Az A[1..n] rendezett tdmbben keresink egy
megadott elemet. Az elsé esetben ,harom-agu” elagazast hasznalunk, mig a masodik esetben
.Két-agu” elagazassal végigkeressik a tdmboét (mint a barkochbaban) és a végén rakérdeziink
arra az elemre, amelyhez a keresés jutott.
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10.) irja le a binaris kereséfa fogalmat és legalapvetdbb tulajdonsagat! Epitsen binaris
kereséfat a kdvetkezd adatokbdl: 60, 30, 40, 110, 10, 50, 90, 70, 120, 80, 100, 20! Adj meg a
Min (t) eljarast iterativ valtozatban, amely a t pointer altal mutatott binaris kereséfaban
megkeresi a legkisebb kulcsértéki rekordot. Ha a fa ures, akkor NIL-t ad vissza az eljaras,
egyébként pedig a megtalalt csucs pointere a visszaadott érték. Hogyan miikédik ezen a fan
az eljaras?

11.) irja le a binaris kereséfa fogalmat és legalapvetdbb tulajdonsagat! Epitsen binaris
kereséfat a kdvetkezd adatokbdl: 60, 30, 40, 110, 10, 50, 90, 70, 120, 80, 100, 20! Magyarazza
el a Kévetkezb (t, p) mivelet mikddésének elvét. Ez az eljaras at pointer altal mutatott binaris
keres6faban a p mutatéval cimzett elem érték szerinti rakdvetkezdjének a pointerét adja
vissza! (A p mutatdé értéke garantaltan helyes.) Ha a rakdévetkezd nem létezik, akkor a
visszaadott mutato értéke NIL. A magyarazatban arra a harom esetre térjen ki, amikor a p
pointer rendre a 60, az 50, illetve a 120 kulcsértéket tartalmazé csucsra mutat.

12.) irja le a binaris kereséfa fogalmat és legalapvetdbb tulajdonsagat! Epitsen binaris
kereséfat a kdvetkez6 adatokbdl: 40, 110, 30, 60, 90, 10, 50, 20, 120, 80, 70, 100! Hajtsa végre
a 60-as érték torlését, a tanult algoritmus alapjan! Rajzolja le a binaris kereséfa torlés utani
allapotat! Magyarazza el az alkalmazott eljarast!

13.a) Epitsen AVL-fat a kdvetkez6 adatokbol: 80, 50, 100, 30, 110, 60, 10, 90, 40, 70, 20! Ha
elromlott a fa kiegyensulyozasa, lassa el cimkékkel a csucsokat és allitsa helyre az AVL-
tulajdonsagot a megfelelé forgatassal! Adja meg az alkalmazott forgatas altalanos sémajat is!

b) Epitsen AVL-fat a kdvetkezd adatokbdl: 40, 20, 90, 60, 30, 100, 80, 110, 10, 50, 70! Ha
elromlott a fa kiegyensulyozasa, lassa el cimkékkel a csucsokat és allitsa helyre az AVL-
tulajdonsagot a megfelel6 forgatassal! Adja meg az alkalmazott forgatas altalanos sémajat is!

14.) Adja meg annak a transzformaciéjanak a sémajat (a magassagértékek feltlintetésével),
amely az AVL-fa (++,-)-0s tipusu, beszurast kdvetd ,elromlasat” helyreallitjia! Mutassa meg,
hogy a forgatasok utani fa (i) kereséfa, (i) AVL-fa és (iii) ennek magassaga megegyezik a
beszuras elétti magassaggal.

15.) irja meg a buborékrendezés algoritmusat. Adja meg az dsszehasonlitasok (O(n)) szamat
és a cserék minimalis (mCs(n)) és maximalis (MCs(n)) szamat.

16.) irja le a maximumkivalaszté rendezés algoritmusat Ggy, hogy a maximumkivalasztast is
megadja. Mennyi az 6sszehasonlitasok (O(n)) szama? Mennyi az elemekre vonatkozd
értékadasok (mozgatasok) minimalis és maximalis (mM(n) és MM(n)) szama, ha egy csere
harom értékadasnak szamit?

17.) Adja meg a tomboOs beszuré rendezés algoritmusat! Hatarozza meg, hogy hany
osszehasonlitast (O(n)) és elemmozgatast (M(n)) végez az eljaras a legkedvezdbb, illetve a
legkedvezétlenebb esetben, adott n hosszusagu témbre (mO(n), mM(n), MO(n), MM(n))?

18.) Adja meg a beszuro rendezés algoritmusat fejelemes listara. Az | pointer a lista fejelemére
mutat. FUzzon magyarazatot az eljarashoz! Milyen stratégiat alkalmaz az eljaras a lista
egészeének a feldolgozasaban?

19.) Hajtsa végre a kupacrendezést egy 6-elemi abrasorozaton. 1. abra: a kupac binaris faja
szintfolytonosan feltéltve a 7, 10, 4, 3, 2, 12, 5,1, 11, 6, 8, 9 szamokkal. 2-3-4. abra: a kupac
szintenkénti kialakitasa. A 4. abra mar a kész kupacot mutatja, és ezen jeldlje be, hogy hogyan
kerul a maximalis elem a helyére. Az 5. abran a maximalis elem mar a rendezés szerinti helyén
van; jeldlje be ezen a kovetkezd legnagyobb elem helyrevitelének l1épéseit. A 6. abran mar a
két legnagyobb elem a végleges helyére kerllt; végul jeldlie be a kdvetkezé elemmel
kapcsolatos lépéseket.



20.) Szemléltesse a Dijkstra algoritmus miikédését az alabbi grafon! Hasznalja erre az abrat,
egyértelmi jeldléseket alkalmazva (a csucs kivalasztasanak sorszama; a koltségek sora,
kozuluk az utolsd kivalasztaskor bekeretezve; szul6 pointerek, ahol végul egy érvényes)!
A kiindulé csucs legyen az 1-es cimkéji csucs. A feszitéfat tiintesse ki a rajzon!

21.) Szemléltesse a Prim algoritmus mikodését az alabbi grafon! Hasznalja erre az abrat,
egyeértelmi jeldléseket alkalmazva (a csucs kivalasztasanak sorszama; a koltségek sora,
kozuluk az utolsé kivalasztaskor bekeretezve; szulé pointerek, ahol végul egy érvényes)!
A Kkiindulé csucs legyen az 1-es cimkéji csucs. A feszitéfat tiintesse ki rajzban!

22.) Szemléltesse a Bellman-Ford algoritmus mikédését az alabbi grafon! Startcsucs az 5-6s
cimkéji csucs. A grafban nincs ,negativ kor”, ezt mar nem kell ellendrizni. Elég, ha dsszesen
harom abrat vesz fel. A kiinduld dbran szemléltetheti a kezd6 koltségértékek megadasat és az
elsd iteracios menet hatasat. A masodik €s a harmadik abran a masodik és harmadik iteracio
eredményét szemléltesse, majd elég azt leirni, hogy mi lesz a negyedik iteracié hatasa az
eredményre.




23.) Az alabbi grafon az 1-es cimkéjl csucsbdl indulva lefuttatunk egy mélységi bejarast. A
csucsok szomszédjainak a feldolgozasi sorrendje legyen a szomszéd csucsok cimkéi szerint
ndévekvéen rendezett. Jeldlje a grafon, a bejards soran kapott mélységi és befejezési
szamokat, illetve az éltipusokat!
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24.) Adja meg az alabbi graf egy topologikus rendezését a mélységi bejarast és vermet
alkalmazé eljarassall A mélységi bejaras végrehajtasat szemléltesse az alabbi abran! A
bejaras induljon az 1-es csucsbol és a rakdvetkezd csucsot valassza mindig a lexikografikus
rendezésnek megfeleléen. Ha visszajut a kiindulé pontba, akkor folytassa a legkisebb
sorszamu, meg nem bejart csuccsal!

25.) Adjon olyan algoritmust, amely meghatarozza egy iranyitott graf éllistas abrazolasa
esetén a graf csucsainak kimeneti fokat és bemeneti fokat. A program ezeket az értékeket
a kifok [1..n] és befok [1..n] tdmbdkbe irja be, amelyeket a csucsok sorszamaval indexeltlink.

26.) irja le a grafok szélességi bejarasanak stratégiajat és adja meg az algoritmust is, a
szukséges magyarazattal! Adja meg és indokolja az eljaras miveletigényét!

27.) Jellemezze a minimalis koltségli utak keresésének stratégigjat abban az esetben, ha a
graf élein csak nem-negativ koltségek szerepelnek! Adja meg a Dijkstra-algoritmust, két
valtozatat is. Az els6ben a koltségek tdmbjén torténik a kdvetkezé6 nem-kész (még nyitott)
csucs kivalasztasa. A masodik, absztraktabb valtozatban els6bbségi sor szerepel. Mennyi az
algoritmus muveletigénye a tombds esetben és mennyi akkor, ha az els6bbségi sort kupaccal
valésitjuk meg? Mit mondhatunk siri grafok esetén a masodik valtozat koltségére?

28.) Adja meg a Bellman-Ford algoritmust, és roviden irja le mikddésének elvét! Fogalmazza
meg, hogy milyen feladat megoldasara hasznalhaté az algoritmus! (Mi teljestil a k-adik menet
utan?) Hogyan lehet az algoritmus végrehajtasi idejét esetleg roviditeni? Hogyan lehet az
alkalmazhatésagnak a grafra vonatkozo feltételét ellendrizni?



29.) irja le a grafok mélységi bejarasanak stratégiajat! Adja meg az algoritmust is, a szilkséges
magyarazattal. (Nem szikséges tételeket kimondani és bizonyitani.) Definialja és illusztralja
kis példakkal a bejaras szerinti éltipusokat. Jeldlje meg az algoritmusban azt a helyet, ahol ez
megtorténhetne. Indokolja a mélységi bejaras muiveletigényét!

30.) DAG topologikus rendezése. - Bizonyitsa be, hogy egy graf pontosan akkor nem DAG
(iranyitott, de nem kérmentes), ha tetsz6leges mélységi keresés talal benne visszaélt. - Adja
meg egy graf topologikus rendezésének definicidjat! - irja le és bizonyitsa a DAG tulajdonsag
és a topologikus rendezés kapcsolatardl szol6 tételt és (még az elétt) - az ide tartozé lemmat
(amely egy bizonyos tulajdonsagu csucs létezését allitia DAG-ban)! (A kérdésben nem
szerepel a DAG topologikus rendezésének vermes algoritmusal)

31.) Nyilt cimzéssel, a h(k) = k (mod 11) hasitéfliggvénnyel helyezzik az A[0..10] tdmbben a
29, 61, 49, 50, 13, 39, 60, 76 sorozatot. Adjuk meg a keletkezett tablat az alabbi esetekben:
a) linearis prébalas (balra lép)

b) négyzetes préobalas (felvaltva jobbra-balra Iép)

c) kettés hash-elés, ahol h’'(k) = k (mod 7) + 1 (balra Iép)

32.) Két modon is kézzel rendeziink névsorba 100 dolgozatot az asztalon.

(i) Beszurd rendezéssel visszik a helyére sorban a 2 — 100. dolgozatot pontosan ugy,
ahogyan a tanult algoritmus mudkodik, a dolgozatokat egyesével mozgatva. Egy dolgozat
mozgatasa 3 mp-et igényel. Mennyi a legrosszabb esetben a rendezés ideje (6ra, perc, mp)?

(i) Edényrendezéssel el6szor ,hasheljik” a dolgozatokat a hallgaté nevének elsé betlije
alapjan. A létrejové edények szama 20, és mindbe ugyanannyi (= 5) dolgozat jut. Az egyes
edényekben (20 egymas utani) beszurd rendezéssel Aallitjuk sorba az ott szerepld
dolgozatokat. Utana Osszeflizzik az 6sszes dolgozatot — mindet egyenként mozgatva —
egyetlen rendezett sorba. Mennyi a rendezés ideje a legrosszabb esetben (6ra, perc, mp), ha
ismét 3 mp-et igényel egy dolgozat mozgatasa?

33. a) Adott a haromjegyl binaris szamok kdvetkezé sorozata: 010, 101, 011, 110, 000, 001,
100. Rendezziik a szamokat az egy témbben dolgozé ,RADIX elére” edényrendezéssel! Adjuk
meg a tdmb tartalmat az egyes poziciok feldolgozasa utan!

b) Adott a haromjegyl binaris szamok kdévetkez6 sorozata: 110, 011, 010, 101, 000, 100,
001. Rendezzik a szamokat a felvaltva két témbben dolgozé ,RADIX vissza”
edényrendezéssel! Adjuk meg rendre az 1., 2. és 3. pozicid szerinti hasitas eredményét
tartalmazo megfelel6 (A vagy B) tdmbdét, végul pedig a rendezettséget mutatd A tdmbaot!

c) Adott a harom karakteres értékek kdvetkezd sorozata: beb, cba, aac, bbb, cab, acc, caa.
Rendezzik a szdmokat a visszafelé haladé edényrendezés listas valtozataval! Adjuk meg a
listak (absztrakt szinten sorozatok) tartalmat a szét- ill. 6sszeflizések utan!



