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Negyedik előadás



Bonyolultságelmélet – P és NP

• Definíció: Legyen 𝑓: ℕ → ℕ tetszőleges függvény

• TIME 𝑓 𝑛 ≔ {𝐿 ∣ 𝐿 eldönthető 𝑂 𝑓 𝑛 időkorlátos det. Turing ‐ géppel}

• NTIME 𝑓 𝑛 ≔ {𝐿 ∣ 𝐿 eldönthető 𝑂 𝑓 𝑛 időkorlátos nemdet. Turing ‐ géppel}

• P = 𝑘=1ڂ
∞ TIME(𝑛𝑘)

• NP = 𝑘=1ڂ
∞ NTIME(𝑛𝑘)

• Megjegyzés: P ⊆ NP

• Sejtés: P ⊂ NP

• Megjegyzés: P tartalmazza a gyakorlatban is hatékonyan megoldható 
problémákat

• Milyen problémák vannak NP-ben?
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Bonyolultságelmélet – P és NP

• Minden 𝐿 NP-beli problémára a következő jellemző:
• Létezik egy polinom idejű nemdeterminisztikus Turin-gép ami

• 𝐿 minden 𝐼 bemenetére ,,megsejti’’ (azaz nemdetermi-
nisztikusan generálja) 𝐼 egy lehetséges 𝒎 megoldását és

• polinom időben leellenőrzi (determinisztikusan), hogy 
𝑚 valóban megoldása-e 𝐼-nek

• Definíció: Azt mondjuk, hogy egy 𝐿 nyelv polinom 
időben verifikálható, ha van olyan 𝐾 ∈ P nyelv és 𝑘
szám, hogy 

𝐿 = {𝑥 ∣ ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 és 𝑦 = 𝑂( 𝑥 𝑘)}

• Tétel: Egy nyelv akkor és csak akkor NP-beli, ha 
polinom időben verifikálható
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Bonyolultságelmélet – P és NP

• Milyen visszavezetésre van szükség az NP-n belül?

• Olyanra, ami feltehetőleg nem elég erős, hogy minden NP-beli 
problémát megoldjon

• Definíció: Egy 𝐿1 ⊆ Σ∗ nyelv polinom időben visszavezethető egy 
𝐿2 ⊆ Δ∗ nyelvre (𝑳𝟏 ≤𝒑 𝑳𝟐), ha 𝐿1 ≤ 𝐿2 és a visszavezetéshez 
használt függvény polinom időben kiszámítható

• Tétel: Ha 𝐿1 ≤𝑝 𝐿2 és 𝐿2 ∈ P (𝐿2 ∈ NP), akkor 𝐿1 ∈ P (𝐿1 ∈ NP)

• Bizonyítás: Csak az első állítást bizonyítjuk, a másik hasonlóan 
bizonyítható
• Legyen 𝐿2 ∈ P és tegyük fel, hogy 𝐿1 ≤𝑝 𝐿2

• Legyen 𝑀2 az 𝐿2-t eldöntő, 𝑀 pedig a visszavezetést kiszámító Turing-
gép

• Feltehetjük, hogy 𝑀 és 𝑀2 polinom idejűek
• Konstruáljuk meg 𝑀1-et:
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Bonyolultságelmélet – P és NP

• Világos, hogy 𝑴𝟏 az 𝑳𝟏-et dönti el, de polinom idejű-e?

• Igen, mert ha 𝑀 és 𝑀2 időigénye rendre 𝑝1(𝑛) és 𝑝2(𝑛) polinomok, 
akkor 𝑴𝟏 időigénye 𝒑𝟐(𝒑𝟏(𝒏)), ami szintén polinom 
• Megjegyzés: ha 𝑤 𝑛 hosszú, akkor 𝑓(𝑤) legfeljebb 𝑝1(𝑛) hosszú lehet

• Megjegyzés: Ha 𝐿1 ≤𝑝 𝐿2 és 𝐿2 ∈ NP, akkor 𝐿1 nem lehet 
„nehezebben megoldható”, mint 𝐿2
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Bonyolultságelmélet – P és NP

• Definíció: 
• Legyen ℂ egy problémaosztály 

• egy 𝐿 probléma ℂ -nehéz (a polinom idejű visszavezetésre nézve), 
ha minden 𝐿′ ∈ ℂ esetén 𝐿′ ≤𝑝 𝐿

• Egy ℂ -nehéz 𝐿 probléma ℂ -teljes, ha 𝐿 ∈ ℂ

• Tétel: Legyen 𝐿 egy NP-teljes probléma. Ha 𝐿 ∈ P, akkor P =
NP

• Bizonyítás:
• Elég megmutatni, hogy NP ⊆ P
• Legyen 𝐿′ ∈ NP egy tetszőleges probléma

• Ekkor 𝐿′ ≤𝑝 𝐿

• Mivel 𝐿 ∈ P, az előző tétel alapján 𝐿′ ∈ P, azaz NP ⊆ P
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SAT NP-teljes

• Az „első’’ 𝐍𝐏-teljes probléma:
SAT ≔ { 𝜑 ∣ 𝜑 kielégíthető zérusrendű KNF}

• Tétel (Cook tétele): SAT NP-teljes 

• Bizonyítás: 

• SAT ∈ NP
• 𝑺𝑨𝑻 polinom időben verifikálható: Megadható olyan 𝑀 nemdet. Turing-

gép, ami egy 𝜑 bemenetre nemdeterminisztikusan előállítja 𝜑 egy 𝐼
interpretációját és  polinom időben leellenőrzi, hogy 𝐼 kielégíti-e 𝜑-t

• Megmutatjuk, hogy tetszőleges 𝑳 ∈ 𝐍𝐏-re, 𝑳 ≤𝒑 𝐒𝐀𝐓

• Legyen 
• 𝐿 ∈ NP és 𝑀 = (𝑄, Σ, Γ, 𝛿, 𝑞0, 𝑞𝑖 , 𝑞𝑛) egy 𝐿-et eldöntő 𝑝 𝑛 polinom 

időkorlátos nemdet Turing-gép, és

• 𝑤 = 𝑎1 … 𝑎𝑛 ∈ Σ∗
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SAT NP-teljes

# ⊔ … ⊔ 𝑞0 𝑎1 … 𝑎𝑛 ⊔ … ⊔ #

# #

# #

⋮ ⋮

# 𝑞𝑖 #
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Ablak

• 𝑴 számítása 𝒘-n leírható e𝐠𝐲 𝑻
táblázattal:

• 𝑇 első sora 𝑀 kezdőkonfigurációja 𝑤-n

• 𝑇 egymást követő sora 𝑀 két egymást 

követő konfigurációja (a két sor közötti 

különbség belefér egy 2 × 3-as ablakba)

• Egy ilyen ablak legális, ha 

„kompatibilis” 𝛿-val

• 𝑻 elfogadó, ha egyik sora elfogadó 

konfiguráció (feltesszük, hogy az ez utáni 

sorok megegyeznek ezzel a sorral)

𝟐 ⋅ 𝒑 𝒏 + 𝟑

𝒑
𝒏

+
𝟏



SAT NP-teljes

# ⊔ … ⊔ 𝑞0 𝑎1 … 𝑎𝑛 ⊔ … ⊔ #

# #

# #

⋮ ⋮

# 𝑞𝑖 #
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Ablak

Polinom időben megkonstruálunk egy olyan 𝝋𝒘

KNF-et, hogy 

𝒘 ∈ 𝑳 ⇔ 〈𝝋𝒘〉 ∈ 𝐒𝐀𝐓
• 𝜑𝑤 ítéletváltozói 𝑿𝒊,𝒋,𝒔 alakúak, melynek jelentése: 

𝑻 𝒊-ik sorának 𝒋-ik cellájában s szimbólum van, 

ahol 𝑠 ∈ 𝐶 ≔ 𝑄 ∪ Γ ∪ #
• 𝜑𝑤 = 𝜑0 ∧ 𝜑𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 ∧ 𝜑𝑚𝑜𝑣𝑒 ∧ 𝜑𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝜑0 = ሥ

1≤𝑖≤𝑝 𝑛 +1
1≤𝑗≤2𝑝 𝑛 +3

ሧ

𝑠∈𝐶

𝑋𝑖,𝑗,𝑠 ∧ ሥ

𝑠,𝑡∈𝐶,𝑠≠𝑡

¬𝑋𝑖,𝑗,𝑠 ∨ ¬𝑋𝑖,𝑗,𝑡

𝟐 ⋅ 𝒑 𝒏 + 𝟑

𝒑
𝒏

+
𝟏

𝑇(𝑖, 𝑗)-ben van 

valamilyen betű

𝑇(𝑖, 𝑗)-ben nincs 

két különböző 

betű



SAT NP-teljes

# ⊔ … ⊔ 𝑞0 𝑎1 … 𝑎𝑛 ⊔ … ⊔ #

# #

# #

⋮ ⋮

# 𝑞𝑖 #
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Ablak

𝝋𝒘 = 𝝋𝟎 ∧ 𝝋𝒔𝒕𝒂𝒓𝒕 ∧ 𝝋𝒎𝒐𝒗𝒆 ∧ 𝝋𝒂𝒄𝒄𝒆𝒑𝒕

𝜑𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 = 𝑋1,1,# ∧ 𝑋1,2,⊔ ∧ ⋯ ∧ 𝑋1,2𝑝 𝑛 +3,#

𝜑𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 = ሧ

𝑗=2

2𝑝 𝑛 +2

𝑋𝑝 𝑛 +1,𝑗,𝑞𝑖

𝜑𝑚𝑜𝑣𝑒 = ሥ
1≤𝑖≤𝑝(𝑛)

2≤𝑗≤2𝑝 𝑛 +2

𝜓𝑖,𝑗 , ahol

𝜓𝑖,𝑗 ∼ ሧ
(𝑏1,…,𝑏6)

legális ablak

𝑋𝑖,𝑗−1,𝑏1
∧ ⋯ ∧ 𝑋𝑖+1,𝑗+1,𝑏6

𝟐 ⋅ 𝒑 𝒏 + 𝟑

𝒑
𝒏

+
𝟏

𝒋

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑏4 𝑏5 𝑏6

𝒊



SAT NP-teljes

• Belátható, hogy
• 𝜑𝑤 egy KNF-ben adott formula

• 𝜑𝑤 polinom időben megkonstruálható

• 𝑤 ∈ 𝐿 ⇔ 〈𝜑𝑤〉 ∈ SAT

• Tehát, a fenti konstrukció 𝐿 polinom idejű visszavezetése SAT-ra

• Mivel 𝐿 tetszőleges NP-beli nyelv volt kapjuk, hogy 𝐒𝐀𝐓 𝐍𝐏-teljes 

• Hogyan lehet további problémák NP-teljességét belátni?

• Tétel: Ha 𝐿 NP-teljes, 𝐿′ ∈ NP és 𝐿 ≤𝑝 𝐿′, akkor 𝐿′ is NP-teljes

• Bizonyítás: 
• Az állítás egyszerű következménye annak, hogy a polinom idejű 

visszavezetések tranzitívak

• Emlékeztetőül: Ha 𝑝1(𝑛) és 𝑝2(𝑛) polinomok, akkor 𝑝2(𝑝1(𝑛))
szintén polinom
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3SAT NP-teljes

• Definíció: 𝑘SAT
• Adott egy 𝜑 zérusrendű KNF, melynek minden tagjában 

pontosan 𝑘 darab (páronként különböző változót 
tartalmazó) literál szerepel

• Kérdés: kielégíthető-e 𝜑?

• Tétel: 3SAT NP-teljes

• Bizonyítás: 
• Világos, hogy 3SAT ∈ NP

• Megmutatjuk, hogy SAT ≤𝑝 3SAT
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3SAT NP-teljes

• Bizonyítás: 
• Tetszőleges 𝜑 KNF-ben lévő formulához konstruáljuk meg 

𝜑′-t a következő táblázat alapján:

• 𝑋, 𝑌, 𝑋1, … , 𝑋𝑛−2 mindig új, korábban nem használt 

ítéletváltozók
• Belátható, hogy 𝜑 kielégíthető ⇔ 𝜑′ kielégíthető

• Megjegyzés: 2SAT, HORNSAT ∈ P
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𝜑 egy 𝐶 tagja 𝜑′ klózai

𝑙 𝑙 ∨ 𝑋 ∨ 𝑌 ∧ 𝑙 ∨ ¬X ∨ 𝑌 ∧ 𝑙 ∨ 𝑋 ∨ ¬𝑌 ∧ 𝑙 ∨ ¬𝑋 ∨ ¬𝑌

𝑙1 ∨ 𝑙2 𝑙1 ∨ 𝑙2 ∨ 𝑋 ∧ 𝑙1 ∨ 𝑙2 ∨ ¬𝑋

𝑙1 ∨ 𝑙2 ∨ 𝑙3 𝑙1 ∨ 𝑙2 ∨ 𝑙3

𝑙1 ∨ 𝑙2 ∨ 𝑙3 ∨ 𝑙4 (𝑙1∨ 𝑙2 ∨ 𝑋) ∧ (¬𝑋 ∨ 𝑙3 ∨ 𝑙4)

𝑙1 ∨ ⋯ ∨ 𝑙𝑛 (𝑛 ≥ 5) (𝑙1∨ 𝑙2 ∨ 𝑋1) ∧ (¬𝑋1 ∨ 𝑙3 ∨ 𝑋2) ∧ ⋯ ∧ (¬𝑋𝑛−2 ∨ 𝑙𝑛−1 ∨ 𝑙𝑛)



3SZINEZÉS NP-teljes

• Definíció: 𝒌𝐒𝐙𝐈𝐍𝐄𝐙É𝐒 (𝒌 ≥ 𝟏)
• Adott: 𝐺 = (𝑉, 𝐸) irányítatlan gráf

• Kérdés:  Ki lehet-e szinezni 𝐺 csúcsait 𝑘 különböző színnel úgy, 
hogy a szomszédos csúcsok különböző színűek?

• Tétel: 𝟑𝐒𝐙𝐈𝐍𝐄𝐙É𝐒 NP-teljes

• Bizonyítás: 
• Világos, hogy 3SZINEZÉS polinom időben verifikálható

• Megmutatjuk, hogy 𝟑𝐒𝐀𝐓 ≤𝒑 𝟑𝐒𝐙𝐈𝐍𝐄𝐙É𝐒
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3SZINEZÉS NP-teljes

• Legyen 𝜑 egy 3SAT alakú formula és tfh. a 𝜑-beli változók 
𝑋1, … , 𝑋𝑘

• Konstruáljuk meg 𝐺𝜑-t:

• Plusz minden 𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑐 klózra vegyük fel a 
következő éleket:
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𝑋1 ¬𝑋1 ¬𝑋𝑘𝑋𝑘…

𝑇 𝐹

𝐵

𝑏

𝑐

𝑎

Kimeneti csúcs



𝑿 ¬𝑿

𝑻 𝑭

𝑩

𝒁 ¬𝒁𝒀 ¬𝒀𝑿 ¬𝑿

𝑻 𝑭

𝑩

𝒁 ¬𝒁𝒀 ¬𝒀

3SZINEZÉS NP-teljes

• Példa: ha 𝜑 = 𝑋 ∨ ¬𝑌 ∨ 𝑍 ∧ (¬𝑋 ∨ 𝑌 ∨ ¬𝑍), akkor  𝐺𝜑:
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• Egy tetszőleges 𝝋 formulára

• Ha 𝝋 kielégíthető, akkor vegyük 𝜑 egy kiértékelését

• Ha ebben egy literál igaz, akkor 𝐺𝜑-ben színezzük őt zöldre, 
a komplementerét pedig pirosra 

• Mivel így egy klóz legalább egy literálja zöld, a klóznak
megfelelő háromszög színezhető úgy, hogy a „kimeneti” 
csúcsa zöld

• Ezután 𝐵-t színezhetjük kékre, azaz 𝑮𝝋 három színezhető

• Ha 𝑮𝝋 három színezhető, akkor vegyük 𝐺𝜑 egy színezését 

• Feltehetjük, hogy 𝐹-et pirosra, 𝑇-t pedig zöldre színezzük; 

• Legyen 𝐼 a következő:  𝐼 𝑋𝑖 = 𝑖𝑔𝑎𝑧 ⇔ 𝑋𝑖 zöldre van 
színezve; ekkor 𝐼 jól definiált

• Tfh. 𝐼 nem elégíti ki 𝜑-t; akkor van olyan 𝑐 klóz, aminek 
minden literálja hamis 𝐼-ben, azaz a megfelelő csúcsok mind 
pirosak 𝐺𝜑-ben; 

• Ekkor a 𝑐-nek megfelelő részgráfban a kimeneti kapu piros
lehet csak, ami ellentmondás, tehát 𝝋 kielégíthető



További NP-teljes problémák

• Definíció: Legyen adott egy 𝐺 = (𝑉, 𝐸) irányítatlan gráf és 𝐾 ≤ |𝑉|
• 𝐊𝐋𝐈𝐊𝐊

• Kérdés:  Van-e 𝐺-ben 𝐾 darab olyan csúcs, melyek teljes gráfot alkotnak?

• 𝐅Ü𝐆𝐆𝐄𝐓𝐋𝐄𝐍 𝐂𝐒Ú𝐂𝐒𝐇𝐀𝐋𝐌𝐀𝐙
• Kérdés: Van-e 𝐺-ben 𝐾 darab olyan csúcs, melyek egyikéből sincs a másikba 

vezető él?

• 𝐂𝐒Ú𝐂𝐒𝐋𝐄𝐅𝐄𝐃É𝐒
• Kérdés: Van-e 𝐺-ben 𝐾 darab olyan csúcs, hogy 𝐺 minden élének egyik 

végpontja ezen csúcsok valamelyikére esik?

• Tétel: A fenti problémák mindegyike NP-teljes

• Bizonyítás:
• Mindhárom probléma polinomidőben verifikálható: Megadható olyan 𝑀

nemdet. Turing-gép, ami egy 〈𝐺, 𝐾〉 bemenetre nemdeterminisztikusan 
felsorolja  𝐺 𝐾 darab csúcsát és  polinom időben leellenőrzi, hogy ezek 
rendelkeznek-e a kérdéses tulajdonsággal
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További NP-teljes problémák

• 𝐅Ü𝐆𝐆𝐄𝐓𝐋𝐄𝐍 𝐂𝐒Ú𝐂𝐒𝐇𝐀𝐋𝐌𝐀𝐙 (𝐅𝐂𝐒) 𝐍𝐏-nehéz
• Megmutatjuk, hogy 𝟑𝐒𝐀𝐓 ≤𝐩 𝐅𝐂𝐒

• Legyen 𝜑 = 𝑙11 ∨ 𝑙12 ∨ 𝑙13 ∧ ⋯ ∧ 𝑙𝑘1 ∨ 𝑙𝑘2 ∨ 𝑙𝑘3

• Konstruáljuk meg 𝑮𝝋-t:

• Plusz 𝑙𝑖𝑗 és 𝑙𝑚𝑛 között pontosan akkor van él ha ezek egymás 
komplementerei

• Belátható, hogy a konstrukció polinom időben elvégezhető
• Megmutatjuk, hogy 𝜑 kielégíthető ⇔ 𝐺𝜑-ben van 𝑘 csúcsú 

független csúcshalmaz
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…

𝑙11 𝑙12

𝑙𝑘3

𝑙𝑘2𝑙𝑘1

𝑙13



További NP-teljes problémák

• 𝝋 kielégíthető ⇔ 𝑮𝝋-ben van 𝒌 csúcsú független 
csúcshalmaz:
• 𝝋 kielégíthető ⇔

• Van olyan 𝐼 interpretáció, hogy minden 𝑖 = 1, … , 𝑘-ra, az 𝑖-ik klózból ki 
lehet választani olyan 𝑙𝑖𝑗𝑖

literált, hogy I ⊨ {𝑙1𝑗1
, … , 𝑙𝑘𝑗𝑘

}
⇔

• Minden 𝑖 = 1, … , 𝑘-ra, az 𝑖-ik háromszögből ki lehet választani olyan 
𝑙𝑖𝑗𝑖

csúcsot, hogy az {𝑙1𝑗1
, … , 𝑙𝑘𝑗𝑘

} csúcshalmaz független csúcshalmaz 
𝐺𝜑-ben 

⇔

• 𝑮𝝋-ben van 𝒌 csúcsú független csúcshalmaz

• Feladat: Alkalmazzuk a fenti konstrukciót a következő 
formulára 

𝜑 = ¬𝑋 ∨ Y ∨ ¬𝑍 ∧ ¬𝑋 ∨ ¬𝑌 ∨ 𝑍 ∧ (𝑋 ∨ ¬𝑌 ∨ ¬𝑍)
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További NP-teljes problémák

• 𝐊𝐋𝐈𝐊𝐊 𝐍𝐏-nehéz
• Megmutatjuk, hogy 𝐅𝐂𝐒 ≤𝑝 𝐊𝐋𝐈𝐊𝐊

• Legyen 𝐺 = (𝑉, 𝐸)

• Konstruáljuk meg 𝑮′ = (𝑽, 𝑬′)-t:

• Minden 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉-re, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸′ ⇔ {𝑎, 𝑏} ∉ 𝐸

• Belátható, hogy

• a konstrukció polinom időben elvégezhető és

• tetszőleges 𝐾 ≤ |𝑉|-re, 

𝐺-ben van 𝐾 csúcsú független csúcshalmaz ⇔
𝐺′-ben van 𝐾 csúcsú teljes részgráf
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További NP-teljes problémák

• 𝐂𝐒Ú𝐂𝐒𝐋𝐄𝐅𝐄𝐃É𝐒 (𝐂𝐒𝐋) 𝐍𝐏-nehéz
• Megmutatjuk, hogy 𝐅𝐂𝐒 ≤𝑝 𝐂𝐒𝐋

• Legyen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) és 𝐾 ≤ |𝑉|

• Vegyük észre, hogy

𝐺-ben van 𝐾 csúcsú független csúcshalmaz ⇔
𝐺-ben van V − 𝐾 csúcsú csúcslefedés

• Például: 

• A bekarikázott csúcsok független csúcshalmazt alkotnak ⇔

• A bekeretezett csúcsok csúcslefedést alkotnak
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