Név (olvashatéan): Név (alairas): Neptun kéd:

Logika és szamitaselmélet, szamitaselmélet zh, Szerda 8:00, A.
Megoldasok

1. Feladat. (10 pont)

a) Legyen f(n) = 2" és g(n) = 92. Hogyan viszonyulnak egymashoz ezek a fiiggvények a
novekedési iitemiik alapjan? A valaszt indokolja is!
Megoldas: g(n) = 92 = 3" = (1.5-2)" = 1.5" - 2", tehat nincs olyan ¢ konstans amivel
megszorozva f(n)-t cg(n) < f(n) teljesiilne valamely kiiszobindextél kezdve. Kovetkezik,
hogy g(n) gyorsabban né, mint f(n).

b) Legyen Dy;, azon végtelen hosszi bitsztringek (azaz 0-t és 1-et tartalmazé végtelen szavak)
halmaza, melyekben véges sok 0 van. Mi a Dy, halmaz szdmossdga? A vélaszt indokolja is!

Megoldas: Vegyiik észre, hogy megadhato egy bijekcié Dy;, és a kovetkezd halmaz kozott:
A ={e}U{u0 | u € {0,1}*} (azaz minden D ;,-beli szé azonosithaté a leghosszabb olyan
prefixével, ami nem 1l-esre végz6dik). Mivel az A halmaz szamossiga megszamlalhatéan
végtelen, ezért Dy, szdmossdga is az.

2. Feladat. (8 pont) Adjon egy olyan egyszalagos determinisztikus Turing-gépet, ami az
L={ata"|0<i<j<k}
nyelvet ismeri fel. Ismertesse vézlatosan a megadott Turing-gép miikodését!

Megjegyzés: A megoldds hasonld lesz, mint a gyakorlaton latott a™b"c™ nyelvet eldénté Turing-
gép, azzal a kiillonbséggel, hogy két ciklust haszndlunk a betiik ,,parositasdhoz”: egyszer parositjuk
a sz6 elejei a-kat a sz6 kozepén 1évé b-kkel, majd ezeket a b-ket a szd végi a-kal.

Megoldas: Az aldbbi Turing-gép (remélhetdleg) a fenti nyelvet donti el.
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Miikodése:

1. qo — g5: Megnézzik, hogy jé alakja ven-e a bemenetnek, kozben, ha a* alaku, el is fogadjuk;



2. g5—qs : Ha a-val kezd6dik a sz6 (és ez esetben kovetni fogja &t néhéany b is), akkor leellenérizziik,
hogy legalabb annyi b van-e a széban, mint amennyi a a szd elején; kozben kitoroljitk a széd
elejei a-kat;

3. q5 — q11: Leellenorizziik, hogy legaldbb annyi a van a sz6 végén, mint amennyi b van benne.

3. Feladat. (8 pont) Milyen nyelvet ismer fel az aldbbi (nemdeterminisztikus) Turing-gép
(bemend jelek halmaza: {0,1})? Elfogadja-e a gép a 0100 szét! Ha igen, akkor adja meg a gép
egy elfogad szdmitasit ezen a szon! (Nem kell az egész szamitasi fat megadni, elég csak magét az
elfogadé szamitést lefrni.)
x,U/x, 2, R, R
(x € {0,1})
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- qo
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(z €{0,1})

Megoldas: A gép az L = {ulOu! | u € {0,1}*} U {uOu~" | u € {0,1}*} nyelvet ismeri fel. Ezek
alapjan elfogadja a 0100 szdt.

4. Feladat. (8 pont) Adjon meg egy olyan egyszalagos Turing-gépet, ami az aldbbi széfliggvényt
szamolja ki:
f: X" = (XY)",

ahol n > 0. (Tehdt példaul f(XXX) = XY XY XY.)
Ismertesse vazlatosan a megadott Turing-gép miikodését!

Otlet: A gyakorlaton latott f: X™ — X 2" fiiggvényt kiszdmols Turing-gépet lehetett felirni azzal
a médositdssal, hogy ha X2 mdr megvan, akkor elfogadés elétt még minden mésodik X-et Y-ra
kellett irni.

5. Feladat. (8 pont) Legyen L3j,; = {(M) | Van olyan bemenet amin M megall} és Lageeept =
{(M) | Van olyan bemenet amit M elfogad}. Véazolja Lapqy egy lehetséges visszavezetését L3gecept-
re!  Mit mondhatunk el ez alapjan az L3gccept eldonthetdségérdl, ha tudjuk, hogy Lzpe: nem
eldonthet6?

Megoldas: Tetszbleges M Turing-géphez konstrudljuk meg M’ a kovetkezé médon. M’ annyiban
kiilonbozik M-t6l, hogy M ¢,-be vezetd atmeneteit g;-be irdanyitjuk. Mivel igy M akkor és csak
akkor &ll meg egy u szén, ha M’ elfogadja u-t, kapjuk, hogy M pontosan akkor 4ll meg legaldbb
egy szén, ha M’ elfogad legaldbb egy szdt. Azaz a fenti konstrukcié egy megfelel$ visszavezetés.
Ezek alapjan L3pq¢ eldonthetetlensége implikdlja Lagecept eldonthetetlenségét.

6. Feladat. (8 pont) Legyen kSzIN a kovetkezd$ probléma. Adott egy G = (V, E) irdnyitatlan
graf. Kérdés: kiszinezheték-e G csicsai k szinnel gy, hogy a szomszédos csicsok kiilonbozé



sziniiek? Adja meg a 3SZIN probléma egy polinom idejii visszavezetését a 6SZIN probléméral
Mit tudunk elmondani ezek alapjan a 6SZIN probléma bonyolultsdgardl, ha tudjuk, hogy 3SzIN
NP-teljes?

Megoldas: Legyen G egy tetszdleges graf. A gyakorlaton latott médon felvesziink harom 1j
csucsot a G csucsai mellé és ezeket 6sszekotjliik G minden csucsaval. Tovabbd a harom 1j cstcsot is
osszekotjilk egymadssal. Legyen G’ az {gy kapott graf. Lathato, hogy G pontosan akkor szinezhetd
harom szinnel, ha G’ szinezhetd hat szinnel. Tehdt a fenti konstrukcié egy megfeleld polinom idejii
visszavezetés. Ezek alapjan 3SzIN NP-teljessége implikalja 6SZIN NP-nehézségét.



