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MIT TUDUNK EDDIG?

KLASSZIKUS KETERTEKU LOGIKA

Az igazsagértékek halmaza két elemd: {0,1}.

Keét binaris alapmiivelet: A, V.

o Egy unaris alapmiivelet: —.

A tobbi logikai miivelet (példaul implikacié6 —, logikai ekvivalencia <,
stb) megkonstrualhaté az A, V, — alapmiiveletekbdl.
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KARAKTERISZTIKUS FUGGVENY

Egy adott X halmaz barmely A részhalmazat egyértelmiien azonosithatjuk
egy X — {0, 1} fiiggvénnyel, az A karakterisztikus fliggvényével:

(x) = 1, haxeA
XAVI=01 0, hax¢ A

A halmazmiiveletek leirhaték a karakterisztikus fiiggvényeken végzett
miveletekkel:

Xang(x) = min(xa(x), xs(x)),
Xaug(x) = max(xa(x), xa(x)),
xalx) = 1-xalx).

Tovabba A C B pontosan akkor, ha xa(x) < xg(x) igaz minden x € X
esetén.
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TAGSAGI FUGGVENY, FUZZY HALMAZ

Fuzzy halmazok esetén a hozza tartozas és nemtartozas kdzdtt fokozatos
az dtmenet. Ezt a tagsagi fliggvény segitségével tudjuk leirni. A tagsagi
fliggvény a karakterisztikus fliggvény altalanositasa arra az esetre, amikor a
lehetséges értékek {0,1} halmazat kiterjesztjiik a zart egységintervallumra,
vagyis [0, 1]-re.

DEFINICIO

Legyen X # () adott halmaz. Az X egy A fuzzy részhalmazat annak

pa s X — [0,1] tagsagi fiiggvényével jellemezziik. Valamely x € X esetén a
pa(x) szam azt fejezi ki, hogy x milyen mértékig tartozik hozza az A fuzzy
halmazhoz.

Azt is mondjuk, hogy A fuzzy halmaz X-en, vagy egyszeriien csak azt,
hogy A fuzzy halmaz.
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JELOLESEK

e Egy X alaphalmaz fuzzy részhalmazainak dsszességét F(X) jeldli.

o Az egyszeriiség kedvéért egy A fuzzy halmazt és annak tagsagi
fliggvényét is ugyanazzal az A szimbélummal jel6ljiik.

e Ha X = {x1,...,x,} véges halmaz és A egy fuzzy halmaz X-en, akkor
az alabbi jelolés elterjedt az irodalomban:

Azﬂl/xl+"'+ﬂn/xna
ahol a p;/x;, i=1,..., nszimb6lum azt fejezi ki, hogy u; az x;

tagsagi értéke A-ban; a plusz jel pedig az uniét jelenti (lasd még:
val6szinliség-szamitas, események Gsszege).
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MIT TUDUNK EDDIG?

PELDA

DISZKRET FUZZY HALMAZ A: ,,x KOZEL VAN 1-HEZ”

X ={-2,-1,0,1,2,3,4},

A=0/(—2)+0.3/(—1)+0.8/0+1/1+0.8/2 +0.3/3 + 0/4.
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MIT TUDUNK EDD

PELDA

VALOS FUZZY HALMAZ A: ,,x KORULBELUL 2”
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK

ALAPVETO FOGALMAK
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK

Ebben a részben fuzzy halmazokra vonatkozé alapvetd fogalmakat
vezetiink be, egy példan illusztralva azokat.

Az emberek magassagara vonatkozé , kisndvési”, , kdzéptermetd”, illetve
.magas’ fogalmakat az alabbi trapéz alaki tagsagi fliggvényekkel

reprezentaljuk:

It
1 kisniivesii lshzéptermetii INAEAS
Ay Asg As
T T T T 1 1
160 170 180 190 X [em]
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK

TAGSAGI FUGGVENYEK

A1 =,KISNOVESU”, Ay =, KOZEPTERMETU”, A3 =, MAGAS”

17
Ai(x) = (170 — x)/10,
0,
07
hl) ix ~ 160)/10,
| (190 — x)/10,
0,
As(x) = (x — 180)/10,

—

ha x < 160
ha 160 < x < 170 ,
ha x > 170

ha x < 160 vagy x > 190
ha 160 < x < 170
ha 170 < x < 180
ha 180 < x < 190

ha x < 180
ha 180 < x < 190 .
ha x > 190
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK

Fuzzy HALMAZ TARTOJA

Fuzzy HALMAZ TARTOJA

DEFINICIO

Legyen A az X halmaz egy fuzzy részhalmaza. Az A tartéja az a
supp(A)-val jeldlt crisp részhalmaza X-nek, amely az A-ban pozitiv tagsagi
értékkel rendelkezd elemekbdl all:

supp(A) = {x € X | A(x) > 0}.

A fenti példakban
o supp(A1) =|m, 170]
e supp(Az) =]160, 190[
e supp(As) =|180, M|

Itt m a valaha mért legkisebb feln6tt magassaga, mig M a legmagasabbé.
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK Fuzzy HALMAZ TARTOJA

FUZZY HALMAZ TARTOJA (SUPPORT)

ILLUSZTRACIO

A medium

P ) >
0 1170 180, height [cm]

support
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK

Fuzzy HALMAZ MAGJA

FuUzzy HALMAZ MAGJA

DEFINICIO

Legyen A az X halmaz egy fuzzy részhalmaza. Az A magja az a

core(A)-val jeldlt crisp részhalmaza X-nek, amely az A-ban teljes (vagyis 1)
tagsagi értékkel rendelkezé elemekbsl all:

core(A) = {x € X | A(x) =1}.

A fenti példakban
e core(A1) = [m, 160]
e core(Ay) = [170, 180]
e core(As) = [190, M]

Itt m a valaha mért legkisebb feln6tt magassaga, mig M a legmagasabbé.
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK Fuzzy HALMAZ MAGJA

FUZzZY HALMAZ MAGJA (CORE)

ILLUSZTRACIO

0 k 1
core

[
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK Fuzzy HALMAZ SZINTHALMAZAI

o-SZINTHALMAZ

DEFINICIO

Legyen A az X halmaz egy fuzzy részhalmaza, és o € [0,1]. Az A
a-szinthalmaza a kovekezé médon definialt [A]* klasszikus halmaz:

[A]a:{ {/t€X|A(t)2a} haa>0
cl(suppA) haa=0

ahol cl(suppA) az A tartéjanak a lezartja.

Tehat [A]® az alaphalmaz minden olyan elemét tartalmazza, amelynek az
adott halmazbeli tagsagi értéke legalabb «.
A testmagassagra vonatkozé fenti példaban

o [A1]® = [m, 170 — 10¢]

e [A2]® = [160 + 10c, 190 — 10]

e [A3]* = [180 + 10a, M]
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK Fuzzy HALMAZ SZINTHALMAZAI

Q-SZINTHALMAZ (@-CUT)

ILLUSZTRACIO

alpha + ————

I I
I I
[

alpha-cut
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK Fuzzy HALMAZ SZINTHALMAZAI

PELDA

DISZKRET FUZZY HALMAZ -SZINTHALMAZAI

Legyen X = {—2,—-1,0,1,2,3,4} és
A=0.0/(-2) + 0.3/(-1) + 0.6/0 + 1.0/1 + 0.6/2 + 0.3/3 + 0.0/4.
Ekkor

{~1,0,1,2,3}) ha 0<a <03
[A]“ =< {0,1,2} ha 0.3<a<0.6
{1} ha 06 <a<1
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK Fuzzy HALMAZ SZINTHALMAZAI

SZINTHALMAZOK TULAJDONSAGAI

Legyen A fuzzy halmaz és ag, ap € [0, 1].

@ Ha a; < ao, akkor [A]* D [A]*2.

@ Ebbsl kovetkezik, hogy egy fuzzy halmaz a-szinthalmazai egymasba
agyazott halmazcsaladot alkotnak.

@ core(A) = [A]* barmely A fuzzy halmaz esetén.

Szokas még fuzzy halmazok szigori a-szinthalmazait is értelmezni:

[A]T® = {t € X | A(t) > a}.
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK

NORMALIS FUZZY HALMAZ

FuzzZy HALMAZ MAGASSAGA, NORMALIS FUZZY
HALMAZ

DEFINICIO

Egy A fuzzy halmaz h(A)-val jeldlt magassagan a tagsagi fliggvénye
szuprémumat értjik: h(A) = sup,cx A(x).

DEFINICIO

Egy A fuzzy halmazt normalisnak neveziink, ha h(A) = 1. Ellenkez6
esetben (vagyis amikor h(A) < 1) pedig szubnormalisnak.
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Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK

Fuzzy HALMAZOK EGYENLGOSEGE, RESZHALMAZOK

RESZHALMAZ

DEFINICIO

Legyenek A és B fuzzy halmazok X-en. Azt mondjuk, hogy A részhalmaza
B-nek, jelolesben A C B, ha A(t) < B(t) minden t € X esetén.

A1



Fuzzy HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS ALAPVETG FOGALMAK Fuzzy HALMAZOK EGYENL(SSEGE, RESZHALMAZOK

EGYENLOSEG

DEFINICIO

Legyenek A és B fuzzy halmazok X-en. Azt mondjuk, hogy A egyenl
B-vel, jeloléesben A= B, ha A(t) = B(t) minden t € X esetén.

A klasszikus esethez hasonléan érvényesek az alabbiak (A és B fuzzy
halmazok X-en):

@ A = B pontosan akkor, ha AC B és B C A
Q 0 CA
Q@ ACX.

Itt O(x) = 0 és X(x) = 1 minden x € X esetén.
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STANDARD MUVELETEK FUZZY
HALMAZOKON
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STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

KLASSZIKUS HALMAZMUVELETEK

Lattuk a maltkor: a halmazmiiveletek a klasszikus halmazok
karakterisztikus fliggvénye segitségével tobb kiilonb6z6 médon is
megfogalmazhaték crisp halmazokon. Példaul:

xang(x) = min(xa(x), xs(x)),

xaus(x) = max(xa(x), xa(x)),
Xz(x) = 1—xa(x);

xanB(x) = xa(x)-xa(x),

xauB(x) = xa(x)+xs(x) = xalx) - x8(x),

Xa(x) = /1= Dxal)P.

KERDES
Hogyan terjessziik ki a klasszikus halmazmiiveleteket fuzzy halmazokra?

J
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STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON STANDARD METSZET, UNIC), KOMPLEMENTER

STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

DEFINICIO

Legyen A, B € F(X). E két fuzzy halmaz AN B metszetét, AU B unidjat,

és az A fuzzy halmaz A komplementerét (kiegészits halmazat) az alabbi
moédon értelmezziik, a tagsagi fliggvényeik segitségével (x € X):

(ANB)(x) = min(A(x), B(x)),
(AUB)(x) = max(A(x), B(x)),

Ax) = 1-A(x).

Ezeket standard halmazmiiveleteknek nevezziik F(X)-en.
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STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

1. ILLUSZTRACIO

STANDARD METSZET, UNIC), KOMPLEMENTER

1 1
A A A
04 >0 4 >
A B A
1 1
A A
04 >0+ >

AUB

ANB
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STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON STANDARD METSZET, UNIC), KOMPLEMENTER

2. ILLUSZTRACIO

Tekintsiik a korabbi testmagassagra vonatkozé fuzzy halmazokat:

I
1 -

kisnivesit kiwéptermeti TAEAS

1 1 T T
160 180 190 X [em]

Az elébbiek alapjan lathats, hogy A, = A; U As.

Ez teljes 6sszhangban van azzal, hogy ha valaki nem kézéptermetii, akkor
vagy magas, vagy kisnoveésii.
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STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON A STANDARD MUVELETEK ES A SZINTHALMAZOK KAPCSOLATA

TETEL

Legyen A, B € F(X) és a, 5 € [0, 1]. Ekkor a standard miiveletekre és a
szinthalmazokra az alabbi allitasok érvényesek:

(1) [A]* C [A]? pontosan akkor, ha o > .
(1)
(111)

)

(1v) A C B pontosan akkor, ha [A]* C [B]® minden « € [0, 1] esetén.

[AUB]® = [A]*U[B]® & [ANB]® = [A]” N[B]".

A = AT

AR



STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON DE MORGAN AZONOSSAGOK

TETEL

Barmely A, B € F(X) esetén a standard miiveletekre érvényesek a De
Morgan azonossagok:

e (AUB)=ANB,

|
l

o (AnB)=AU

Nézziik példaul az elsét:
(AUB)(x) = 1—(AUB)(x)=1-max(A(x), B(x))
= min(l - A(x),1 - B(x))

= (ANB)(x).
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STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON A HARMADIK KIZARASANAK ELVE

Legyen X adott halmaz. Klasszikus A C X halmaz esetén mindig igaz, hogy

AUA =X (aharmadik kizarasanak elve, A € P(X)).

)

Fuzzy halmazok és a standard miiveletek esetén nem érvényes a harmadik
kizarasanak elve. Valdban, ha A € F(X), akkor

(AU A)(x) = max(A(x), A(x)) = max(A(x), 1 — A(x)),

ezért (AU A)(x) = 1 pontosan akkor, ha A(x) = 1 vagy A(x) = 0; vagyis
pontosan akkor, ha A crisp halmaz.

0



STANDARD MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON AZ ELLENTMONDAS ELVE

Legyen X adott halmaz. Klasszikus A C X halmaz esetén mindig igaz, hogy

ANA=( (az ellentmondas elve, A € P(X)). J

Fuzzy halmazok és a standard miiveletek esetén nem érvényes az
ellentmondas elve. Valéban, ha A € F(X), akkor

(AN A)(x) = min(A(x), A(x)) = min(A(x), 1 — A(x)),

ezért (AN A)(x) = 0 pontosan akkor, ha A(x) = 1 vagy A(x) = 0; vagyis
pontosan akkor, ha A crisp halmaz.
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY
HALMAZOKON
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON NEcACIO, KONJUNKCIO, DISZJUNKCIO

Ebben a fejezetben azt tanulmanyozzuk, hogy az el8bb bevezetett standard
miveletek mellett tudunk-e értelmes médon mas miiveleteket is értelmezni
fuzzy halmazokon.

A klasszikus esetben az alabbiak érvényesek:

A = {a|NEM (ac A)},
ANB = {a|(ac A)ES (ac B)},
AUB = {a](a€ A) VAGY (a€ B)}.

Vagyis a logikai miiveletek (NEM negacié, ES konjunkcié, VAGY
diszjunkcid) és a ,tagsagi értékek” (a € A, a € B) ismeretében tudjuk
megmondani az egyes elemek tagsagi értékeit A komplementerében,
AN B-ben és AU B-ben.

Ezért fuzzy halmazok esetén alapvetSen a negacio, konjunkcié és
diszjunkcié megfelels kiterjesztésére van sziikségiink a {0,1} kételemi
halmazrél a [0, 1] intervallumra.
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON NEcACIO, KONJUNKCIO, DISZJUNKCIO

Harom fiiggvénybél indulunk ki, amelyek segitségével a miiveletek
eredményeiként kapott fuzzy halmazok tagsagi fliggvényei értelmezhetsk.

Legyenek N :[0,1] — [0,1], T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] és
S :[0,1] x [0,1] — [0, 1] fiiggvények késébb meghatarozandé tovabbi
tulajdonsagokkal. Tetszéleges A, B € F(X) és x € X esetén legyen
An(x) = N(AKX)) (A komplementere)
(AnT B)(x) = T(A(x),B(x)) (A és B metszete)

(AUs B)(x) = S(A(x),B(x))  (Aés B uni¢ja)
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NEcACIO, KONJUNKCIO, DISZJUNKCIO

NEGACIOK
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON NEGACIOK

Mivel N a klasszikus (kétértéki) negacié kiterjesztése, ezért minimalis
elvaras az, hogy a klasszikus negacié tulajdonsagai teljesiiljenek N-re:

(N1)
N(0) =1 é&s N(1) = 0.

Természetes elvaras az is, hogy minél nagyobb egy elem tagsagi értéke
A-ban, annal kisebb legyen A-ban. Azaz

(N2)

N nemnovekvé fliggvény: x <y esetén N(x) > N(y).
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON NEGACIOK

Tovabbi természetes feltételek:

(N3)
N szigortian csokkené fiiggvény
(N4)
N folytonos fliggvény
(N5)

N involutiv: N(N(x)) = x minden x € [0, 1] esetén

lrdrd




ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON NEGACIOK

DEFINICIO

Egy N :[0,1] — [0, 1] fiiggvényt negaciénak neveziink, ha kielégiti az (N1)
és (N2) feltételeket.

Egy negaciét szigortinak hivunk, ha teljesiil ra (N3) és (N4) is.

Egy szigor negaciét erésnek neveziink, ha (N5) is teljesiil.

Megjegyzések:

e Egy N szigori negaciénak (mint fiiggvénynek) létezik inverze: N1,
Ez is szigort negacid, altalaban kiilénbozik N-tél. Nyilvanvals, hogy
N = N~1 pontosan akkor teljesiil, ha N involutiv (azaz, ha erés
negacio).

@ Barmely N szigori negacié esetén egyértelmiien létezik olyan
v €]0,1[, amelyre N(v) = v fennall (v a N szigorti negacié
fixpontja). Ekkor persze N~1(v) = v is teljesiil.
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON NEGACIOK

PELDAK

INTUICIONISZTIKUS NEGACIO

1 ifx=0
N’(X):{O if x>0’

DUAL INTUICIONISZTIKUS NEGACIO

1 ifx<l1
Ndi(X):{O ifx=1"

Kdnnyen lathatd, hogy barmely N negacié esetén N; < N < N
STANDARD NEGACIO

Ns(x) =1—x.

SZIGORU NEGACIO, AMELY NEM EROS

N(x)=1-—x2

lrde)



ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

A SUGENO-FELE PARAMETRIKUS OSZTALY

NEGACIOK

1—x
Ny(x) = A>—1.
(x) =7 ™
1.0
08
06 PR A=02]
04
i=5
1=20 \ \
02 ! \
I A e
0 02 04 06 08 1.0
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

A YAGER-FELE PARAMETRIKUS OSZTALY

NEGACIOK

No(x) = (1 = x")Y",  welo,o0].
1.0 —
|
08 \ N
0.6 - \
=N w=12
04 \ \
w=08
02 \\
N
U(J 0.2 04 0.6 08 1.0
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON NEGACIOK

EROS NEGACIOK REPREZENTACIOS TETELE

DEFINICIO

Legyen [a, b] valés intervallum. Egy folytonos, szigortan névekvd

¢ : [a, b] — [a, b] fliggvényt, amelyre teljesiilnek a ¢(a) = a, p(b) = b
hatarfeltételek, az [a, b] egy automorfizmusanak neveziink.

TETEL

Egy N :[0,1] — [0, 1] fiiggvény pontosan akkor er8s negaci6, ha van olyan
¢ automorfizmusa a [0, 1] intervallumnak, amellyel minden x € [0, 1] esetén

N(x) = o~ (1 — p(x)).

Ebben az esetben az N,(x) = ¢ 1(1 — ¢(x)) negaciét a standard negacié
p-transzformaltjanak nevezziik.
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ALTALANOS MUOVELETEK FUZZY HALMAZOKON [EEACOSIGNING) (6} QG e} i3V IN 9]

KONJUNKCIOK (T-NORMAK)
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON [EESCONSINNING (o319 G a0}V 0N )]

Most a klasszikus logikai konjunkciét terjesztjiik ki. Legyen X adott
alaphalmaz, és A, B, C € P(X). Induljunk ki a klasszikus metszet alabbi
tulajdonsagaibdl:

Q@ XN A=A (identitas);

@ AN B = Bn A (kommutativitas);

@ Ha AC B, akkor AN C C BN C (monotonitas);

Q@ AN(BNC)=(AnNB)n C (asszociativitas).

Ezeket szeretnénk megérizni a kiterjesztés soran. Vagyis az alabbi
tulajdonsagokat varjuk el a konjunkciét megvalésitd
T :[0,1] x [0,1] — [0, 1] figgvénytsl:
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON [EESCONSIUNINGITe) S GV VI

(T1)

T(1,x) = x minden x € [0, 1] esetén.

(T2)
T(x,y) = T(y.x) minden x,y € [0, 1] esetén.

(T3)
T nemcsokkend fiuggveny: T(x,y) < T(z,y)

ha x < z.

(T4)

T asszociativ: T(x, T(y,z)) = T(T(x,y), z)
minden x,y, z € [0, 1] esetén.

5



ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON [EESCONSINNING (o) QNG ()39 9N 9]

TRIANGULARIS NORMAK (T-NORMAK)

DEFINICIO

Egy T :[0,1] x [0,1] — [0, 1] fiiggvényt triangularis normanak (réviden:
t-normanak) neveziink, ha teljesiti a fenti (T1)—(T4) axiémakat.

o (T1) és (T3) alapjan az is igaz, hogy T(x,0) =0 minden x € [0, 1]
esetén;

o Ugyanezért barmely T t-normara teljesiil, hogy T(x,y) < min(x,y)
minden x,y € [0, 1] esetén.

Itt min a standard konjunkci6. Ez vajon t-norma? Igen.

RA
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A NEGY STANDARD T-NORMA

TM(Xa.y) = min(x,y)
Te(x,y)=x-y
Ti(x,y) = max(x +y — 1,0)

x hay=1
To(x,y)=4¢ y hax=1
0 egyébként

7
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A NEGY STANDARD T-NORMA — NEHANY ESZREVETEL

Minden x,y € [0, 1] esetén fennallnak az alabbi egyenl&tlenségek:

To(x,y) < Tu(x,y) < Te(x,y) < Tm(x, y)
Kénnyen ellenérizhets, hogy Twm a legnagyobb t-norma, és az is, hogy
To a legkisebb.
Tm az egyetlen idempotens t-norma (T (x, x) = x).
To kivételével a tobbi folytonos.
Tp az egyetlen differencialhaté.

Tp az egyetlen szigorian ndvekvd.

RO



KONJUNKCIOK (T-NORMAK)

A NILPOTENS MINIMUM

A7z ELSG ISMERT BALROL FOLYTONOS T-NORMA

[ min(x,y) hax+y>1
Tam(x, y) = 0 egyébként
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Paraméteres t-norma csaladok

91



ALTALANOS MUVELETEK FUZZY

HALMAZOKON

A FRANK CSALAD (TF)xc[o.oq]

TH(x,y) =

Tm(x,y)
Tp(X,)/)

Te(x,y)

 log) (1+

(W= 1)(/\y 1) )

PARAMETERES T-NORMA CSALADOK

haA=0
ha =1
ha A = 00

ha A €10,1[U]1, 0]

Q92
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON PARAMETERES T-NORMA CSALADOK

A HAMACHER CSALAD (T}")xe[o,0q]

TH(x,y) =

To(x,y) ha A =00
0 hal=x=y=0
Xy ha A € [0,00[ és (A, x,y) # (0,0,0)

L AH(1-A) (x+y—xy)

aa
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

PARAMETERES T-NORMA CSALADOK

A SCHWEIZER-SKLAR CSALAD (T3°)xe[—o0,0]

TS (x,y) =

;

Tm(x,y)
TP(X7 y)

To(x,y)

| (max ((X)‘ +y — 1),0))

>

ha A = —oc0
haA=0
ha A = o0

ha A € |—00,0[U]0, o0

(o)=Y
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ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON PARAMETERES T-NORMA CSALADOK

A YAGER CSALAD (TY)xe[o,oq]

To(x,y) haA=0
TY (x,y) = { Tm(x.y) ha A = o0

max (1 - ((1fx))‘+(1fy)’\)%,0) ha A € ]0, oc

oK
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Folytonos Archimédeszi t-normak



ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON FoLYyTONOS ARCHIMEDESZI T-NORMAK

HOGYAN KONSTRUALHATUNK T-NORMAKAT?

Tekintsiink egy szigortan csokkend folytonos f : [0, 1] — [0, oo] fliggvényt,
amelyre f(1) = 0. Ekkor

Tr(x,y) = £ (min(f(0), f(x) + f(y)))

egy folytonos t-norma. Azt mondjuk, hogy T-t f generalja. Az f fiiggvényt
a T egy generatoranak nevezziik.

Belathatd, hogy a folytonos Archimédeszi t-normak egyértelmien
karakterizalhatok ezen a médon.

DEFINICIO

Egy T t-normat Archimédeszinek neveziink, ha minden x,y €]0, 1] esetén
van olyan n € N, amellyel

n-szer




ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON FoLYyTONOS ARCHIMEDESZI T-NORMAK

FOLYTONOS ARCHIMEDESZI T-NORMAK
REPREZENTACIOJA

TETEL

Egy T t-norma pontosan akkor folytonos Archimédeszi, ha van olyan
szigortian csokkend folytonos f : [0, 1] — [0, oo] fiiggvény, amelyre
f(1)=0, és

T(x,y) = FOD(F(x) + F(v)),

ahol f(=1) az f pszeudo-inverze:

_ f~1(x) hax < f(0)
(=D (y) = =
) = { 0 egyébként

Tovabba, a fenti reprezentacié pozitiv multiplikativ konstans erejéig
egyértelmdi.




ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

FoLYyTONOS ARCHIMEDESZI T-NORMAK

A standard példak koziil folytonos Archimédeszi t-normak:
o T (tukasiewicz-féle)

o Tp (szorzat).

A fenti tétel szerint tehat mindkettének létezik generatorfiiggvénye:

o fi(x)=1-x,és £ (x) = max{1 — x,0}, és ezekkel

max(x +y —1,0) = T.(x,y)= f(_l)( fiL(x) + fily))
= max{l—[(1=x)+(1—y)],0}
o fo(x) = —log(x), és £ V(x) = £51(x) = exp(—x), és

x-y = Te(x,y) = 5 V(fo(x) + foly)) = exp(~[ log(x) — log(y)])-



ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON FoLYyTONOS ARCHIMEDESZI T-NORMAK

A tukasiewicz-féle t-norma és a szorzat kdzott van egy lényeges kiilonbség:
fL(0) véges, mig fp(0) végtelen. Emiatt kell ténylegesen a pszeudo-inverzet
hasznalni fi esetén, mig fp-nek a hagyomanyos inverzét vehetjiik.

DEFINICIO
Azt mondjuk, hogy egy T folytonos t-norma
@ nilpotens, ha barmely x €]0, 1[ szamhoz van olyan y €]0, 1], hogy
T(x,y)=0;

e szigorii, ha T szigorian né a nyilt egységnégyzeten (vagyis |0, 1[%-en)

4

TETEL
Legyen T folytonos Archimédeszi t-norma, generatora pedig . Ekkor
(a) T pontosan akkor nilpotens, ha f(0) < 400 ;

(b) T pontosan akkor szigora, ha f(0) = limy_,o f(x) = +0o0.




ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON FoLYyTONOS ARCHIMEDESZI T-NORMAK

SZIGORU T-NORMAK

Nyilvanvalé, hogy barmely szigor t-norma Archimédeszi, mivel
T(x,x) < T(x,1) = x minden x € ]0, 1] esetén.

TETEL

Egy T folytonos t-norma pontosan akkor szigort, ha van olyan ¢
automorfizmusa az egységintervallumnak, hogy

T(x,y) = ¢ Ypo(x)o(y)) minden x,y € [0, 1] esetén.

Vagyis barmely szigord T t-norma izomorf a szorzattal.



ALTALANOS MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

FoLYyTONOS ARCHIMEDESZI T-NORMAK

NILPOTENS T-NORMAK

TETEL

Egy T folytonos t-norma pontosan akkor nilpotens, ha van olyan ¢
automorfizmusa az egységintervallumnak, hogy

T(x,y) = ¢ Ymax{p(x) + ¢(y) — 1,0}) minden x,y € [0, 1] esetén.

Vagyis barmely nilpotens T t-norma izomorf a tukasiewicz-féle t-normaval.
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DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK)

Most a klasszikus logikai diszjunkciét terjesztjiik ki. Legyen X adott
alaphalmaz, és A, B, C € P(X). Induljunk ki a klasszikus uni6 alabbi
tulajdonsagaibdl:

@ VU A= A (identitas);

@ AU B = BU A (kommutativitas);

@ Ha AC B, akkor AU C C BU C (monotonitas);

@ AU(BUC) = (AUB)U C (asszociativitas).

Ezeket szeretnénk megérizni a kiterjesztés soran. Vegyiik észre, hogy a
fenti tulajdonsagok — az elsé kivételével — ugyanazok, mint a konjunkciéra
vonatkozé tulajdonsagok. Ezért most egybél definialjuk a diszjunkciét
megvalésité S : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] fiiggvényt (t-konormat).



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK)

TRIANGULARIS KONORMAK (T-KONORMAK)

DEFINICIO

Egy S :[0,1] x [0,1] — [0, 1] fiiggvényt triangularis konormanak (réviden:
t-konormanak) neveziink, ha kommutativ, asszociativ, nemcsdkkens, és
5(0,x) = x minden x € [0, 1] esetén.

e Igaz, hogy S(x,1) = 1 minden x € [0, 1] esetén;
@ Barmely S t-konormara teljesiil, hogy max(x, y) < S(x,y) minden
x,y € [0, 1] esetén.

Itt max a standard konjunkcié. Ez vajon t-konorma?

Természetesen.



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK)

A NEGY STANDARD T-KONORMA

Sm(x,y) = max(x, y)

Se(x,y)=x+y—x-y

SL(x,y) = min(x +y,1)
X hay=0

Sp(x,y)=q y hax=0
1 egyébként
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DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK)

A NEGY STANDARD T-KONORMA — NEHANY
ESZREVETEL

Minden x,y € [0, 1] esetén
SM(va) < SP(va) < SL(va) < SD(X7y)

Kodnnyen lathaté, hogy Sp a legnagyobb t-konorma, és az is, hogy Sm
a legkisebb t-konorma.

Sm az egyetlen idempotens t-konorma (S(x, x) = x).

Sp kivételével a tobbi folytonos.

Sp az egyetlen differencialhaté és az egyetlen szigorian ndvekvé.
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Paraméteres t-konorma csaladok



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK) PARAMETERES T-KONORMA CSALADOK

A FRANK CSALAD (S5)ac[o,0]

Sk(x,y) =

Sm(x,y)
Sp(x,y)
Su(x,y)

1—x__ 1-y__
1—logy (1+ (A }\)_(’1\ d 1))

haA=0
ha =1
ha A = o0

ha A €]0,1[U]1, 00[



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK) PARAMETERES T-KONORMA CSALADOK

A HAMACHER CSALAD (S5}')e[0,00]N

So(x,y) ha A = 0o
SHx,y)=H{1 hal=0andx=y=1

02D g ) €10, 00 &s (A, x,y) # (0,1,1)



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK) PARAMETERES T-KONORMA CSALADOK

A SCHWEIZER-SKLAR CSALAD (55°)¢[-o0,09]

(Sm(x,y) ha A = -0
Sp(x,y) haA=0
st(x,y) =< Sp(x,y) ha A = oo

=

1— (max (((1—x)*+ (1—y)*—1),0))

ha A € |—00,0[U]0, o0



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK) PARAMETERES T-KONORMA CSALADOK

A YAGER CSALAD (SY)xc[0,0]

Sp(x,y) haA=0
SY(x,y) = { Sm(x,y) ha A = o

min ((x)‘ +y)‘)%, 1) ha A € ]0, oo



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK) PARAMETERES T-KONORMA CSALADOK

T-NORMABOL T-KONORMA (ES FORDITVA)

Legyen T egy t-norma és N egy szigori negacié. Ekkor
S(x,y) = N"HT(N(x), N(v)))
t-konorma. Vegyiik észre, hogy ez a (masodik) De Morgan azonossag:
N(S(x,y)) = T(N(x), N(y))-
Hasonl6an, ha S egy t-konorma, akkor
T(x,y) = N7H(S(N(x), N(y)))
t-norma. Ez az els6 De Morgan azonossagnak felel meg:

N(T(x,y)) = S(N(x), N(y))-



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK) PARAMETERES T-KONORMA CSALADOK

DE MORGAN HARMASOK ES DUALIS MUVELETEK

Ha N er6s negacio, akkor a két De Morgan azonossag ekvivalens.

Egy (T, S, N) rendezett harmast De Morgan harmasnak neveziink, ha T
t-norma, S t-konorma, és N szigorii negacié gy, hogy a két De Morgan
azonossag fennall.

Egy S t-konorma és egy T t-norma egymas dualisai, ha kielégitik a De
Morgan azonossagokat a standard negaciéval. Vagyis:

S(Xay) =1- T(l—X,l—y)

T(va) = 1_5(1—X,1—Y)



DISZJUNKCIOK (T-KONORMAK)

DUALIS MUVELETPAROK

T-NORMA

PARAMETERES T-KONORMA CSALADOK

T-KONORMA

Tm(x,y) = min(x, y)

Te(x,y) = xy

Ti(x,y) = max(x +y — 1,0)

min(x,y)
TD(X’ )/) =
0

ha max(x,y) =1,

egyébként.

SM(Xzy) = maX(X’y)
Se(x,y) =x+y—xy
Su(x,y) = min(x +y, 1)

max(x, y)
So(x,y) =
1

ha min(x,y) =0,

egyébkeént.
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Miveletek fuzzy halmazokon



MUOVELETEK FUZZY HALMAZOKON

MUVELETEK FUZZY HALMAZOKON

Legyen X egy nem-iires halmaz és (T, S, N) egy De Morgan harmas. Az X
tetszéleges A, B fuzzy részhalmazai esetén a halmazmiveleteket az alabbi
médon értelmezziik:

T-METSZET ANt B:
pans8(x) = T(na(x), ue(x))

S-UNIO AUg B:
rauss(x) = S(pa(x), na(x))

N-KOMPLEMENTUM (pnA:
tgya(x) = N(pa(x))
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