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1. Absztrakt

Egy graf k-magja egy olyan maximaélis részgraf, melyben minden cstcs-
nak legalabb k mésik részgrafbeli csuicesal van kapcsolata. Az ilyen részgrafok
keresése gyakori eleme a nagy adathalmazok elemzésének, tigy mint emberi
kozosségek meghatarozasa, fehérjék viselkedésének becslése vagy olyan, gya-
korlatban is stirtin hasznalt grafelméleti problémak, mint a legnagyobb klikk
keresése. A grafok a valos életben szinte mindig valtoznak, ezért fontos olyan
algoritmusok megalkotéasa, melyek képesek kovetni és kezelni a grafok valto-
zasait.

Az alabbi algoritmusok minden élvaltozasra megkeresik a graf azon ré-
szét, aminek a maximalis k-magjat érintheti a valtozas. Az eredmények nagy-
sagrendekkel javitjdk a k-magok meghatarozasanak a hatékonysagat a nem-
valtozaskovetd algoritmusokkal szemben. Egy 16 millié csticsbol allo grafra
a sebesség-kiilonbség mar milliés nagysagrendd.

2. Bevezetés

Gyakran hasznalunk az alkalmazéasainkban grafokat. Abrazolhatjuk a
emberek kapcsolati rendszerét, a web szerkezetét, telefonhivasokat, vagy fe-
hérjék felépitését. Klikkek, magok segitségével ismerhetéek fel a grafban az



Osszetartozo csoportok, amiket felhasznalhatunk célzott hirdetésre, promo-
ciokra, spamek sziirésére, biologiai folyamatok modellezésére, becslésére és
szamtalan més feladat megoldésara.

A valosagot abrazolo grafok a legtobb esetben valtoznak. Egy szociélis
héléban példaul felhasznalok jonnek-mennek és kapcsolatok alakulnak vagy
épp bomlanak fel. Uj tartalmak a weben, 1j kapcsolat a telefonkényvben,
mind valtoz6 grafokat kovetelnek.

A graf k-magjanak neveziink egy olyan maximélisan Osszefiiggd részgra-
fot, amiben minden csucs foka legalabb k. A k-magokat gyakran hasznaljak
a graf stird komponenseinek megkeresésére, grafok megjelenitésére, klikkek
keresésére (mivel egy k-klikk egy k-1-mag!), stb. A cikk a k-magok nyilvan-
tartasara nyudjt egy inkrementélis megoldast.

A dekompozicié soran minden csticshoz nyilvantartunk egy olyan k érté-
ket, ami azt jelenti, hogy a cstcs egy k-mag része, de nincs olyan k + 1-mag,
ami tartalmazza azt. Ezekbdl az értékekbdl konnyedén elGallithatjuk barme-
lyik magot. A problémara viszonylag egyszertien irhaté algoritmus, am ezek
csak statikus grafokban miikédnek. Egy véltozé grafban tehat minden él-
valtozas esetén tjra kellene szamolni az Osszes csics k-értékét. Ezt dltalaban
nem engedhetjiilk meg magunknak. Javithato a teljesitmény, ha a valtoza-
sokat kotegelve ritkAbban értékeljiik jra az értékeket, igy azonban jelentGs
késéssel reagalhatunk a valtozéasokra.

A cikkben egy olyan szekvencialis algortimus szerepel, ami megoldast
kinal a régi algoritmusok problémaira. Az algoritmus minden él-valtozésakor
frissiti a csticsok k-értékeit (a csticsok valtozésai trividlisak). Ehhez le kell
kiizdeni néhény akadalyt. Egyrészt, meg kell hatarozni minden olyan csicsot,
amit érint a valtozas. Masrészt, hatékonyan algoritmust kell adni az értékek
frissitésére.

A cikkben tehat bemutatésra keriil az els§ olyan k-mag dekompozicios
algoritmus, amely képes kovetni a graf valtozasait, és meghatarozni azt a
részgrafot, amit érint egy-egy valtozés. Tobb valtozat is bemutatasra keriil,
valamint mérésekkel tamasztjak ala a szerzék a nem inkrementalis algorit-
musokkal szembeni teljesitmény-novekedést, ami akér hatos nagysagrendii is
lehet egy 16 milli6 csiicsot tartalmazéd graf esetén.

3. Kapcsolodé munkak

A k-magokat Seidman [2| vezette be 1983-ban a grafok Osszefiiggd ré-
givinak a jellemzésére. A k-mag dekompoziciora pedig Batagelj [3] irt egy
hatékony algoritmust. AlapevetGen ezekre a munkékra épiil a tanulmény



alapjaul szolgalo cikk, aminek célja az els6 valtozaskovetd k-mag dekompo-
zici6s algoritmus megalkotésa.

A k-magok kiilonboz6 felhasznalasi teriiletein is sziilettek munkék, agy
mint a kozosségi halozatok [4, 5| elemzése, biindzsi halozatok [9] és egyéb
kozossegek felderitése[4]. Jelentds felhasznaldi tertilet a nagy halozatok vizu-
alizacioja [6, 7, 8], meghatéarozott tulajdonsagu grafok generdlasa [12], ma-
ximélis klikk-keresés [13], illetve stird részgrafok keresése [14].

A jelenlegi cikk irényitatlan és sulyozatlan grafokkal foglalkozik, talal-
hatok irdnyitott [15] és stlyozott [4] k-magokrdl szol6 cikk is. Am a jelen
cikkben leirtakhoz hasonld, inkrementalis tulajdonsagt megoldéassal eddig
senki sem foglalkozott.

A cikk megjelenésével nagyjabol egy idében jelent meg egy masik, a téma-
val foglalkoz6 cikk [16]. Azonban Li et al. algoritmusa negyedfoku, a jelenleg
taglalt megoldas linearis komplexitasi algoritmust biztosit.

4. Alapok

Ebben a részben fogalmakat definidlunk és megfigyeléseket tesziink, ame-
lyek sziikségesek a k-mag dekompozicié pontos megértéséhez. Ezekre a cikk
elméleti eredményeiben szerepl tételek bizonyitasai is hivatkoznak.

Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan és salyozatlan graf. Egy H = (V/, E')
grafban (H C G), ahol V! C V| E' pedig az dsszes (u,v) € V’'-beli csticsok
kozotti E-beli cstcs, 6(H) jelolje a H részgraf minimalis fokszamét (azaz
S(H) =min{dg(u) : uw € H} és 0g(u) az u fokszama a H-ban).

1. Definicio. Ha H eqy dsszefiiggd grdf és §(H) > k, hogy H egy k-részmag
G-ben. Tovdbbd, ha H maximdlis (azaz AH', hogy H C H' és H k-részmag
G-ben), akkor H egy k-mag G-ben

1. Megfigyelés. Legyen uw € H, ahol H k-mag. Ekkor H egyértelmi, azaz
nincs olyan mdsik k-mag, ami tartalmazza u-t.

A fenti megfigyelés alapjan ezt az egyértelmd k-magot, ami tartalmazza u
cstucsot, jeloljik Hj-val.

2. Definicié. u € H legnagyobb k-magja, jeloljik H"-val, az a k-mag, amely
tartalmazza u-t és a k = 6(HY) értéke maximdlis (azaz BH, hogyu € H és H
egy l-mag, ahol l > k). u legnagyobb k-magjinak K-értéke: K(u) = 6(H").

2. Megfigyelés. Ha H k-mag G-ben, akkor eqyértelmien létezik olyan H' C
H, amely (k —1)-mag G-ben.



3. Megfigyelés. Yu € V' csiics, ahol K(u) =k - a 2. megfigyelés alapjin -
része a H C H! | C--- C H}" magoknak.

Tehat azt mondhatjuk, hogy egy G graf dekompozicioja megfelel a csi-
csok maximalis k-magjainak a keresésével. A kovetkezs kiegészités alapjan,
adott K értékek mellett a k-magok konnyedén elgallithatok minden cstcsra.

Algorithm 1: FINDKCOREDECOMPOSITION(G(V, E))

Data: G the graph
Compute d¢ (v) (i.e., the degree) for all vertices v € V
Order the set of vertices v € V' in increasing order of ¢ (v)
for eachv € V do

K(v) < dc(v)

for each (v, w) € E do

if 6¢; (w) > 0 (v) then
L L 5@(w) — 5(;(w) —1

Reorder the rest of V' accordingly

return /X'

FindKCoreDecomposition: Graf K értékeinek elGallitasa.

1. Kiegészités az 1. algoritmushoz. Adoit eqy G grdf, ahol Yv € G-re
dK(v), azu € G,K(u) > k csics k-magja (H}') tartalmazza u-t, valamint
minden olyan w € G, K (w) > k csucsot, amelyik elérhetd u-bol egy olyan P
iton, amire Vv € P, K(v) > k. H}! elddllithato a grdf bejdrdsdval u-bol, amsi
sordn minden w csicsot bevesziink Hj'-ba, amire K(w) > k.

A kiegészités szerint tehat min- s
den bejart cstcs része Hj-nak és
midnen Hj'-beli csticsot bejarunk. A

k-mag keresési problémat tehat le- P ?
egyszerisithetjik a K értékek ki- /\: \ S,
szamolasara. Az 1. algoritmus kisza- . \‘:,
molja egy graf csicsainak a K ér- RS 2

a seed 2-core

tékeit a kovetkez6 tulajdonsag alap-

jan: Egy graf k-magjainak a megke- 3-core, also max k-core of u

reséséhez tordljiink minden cstcsot,
aminek a foka kisebb, mint k, vala- 1+ abra. Egy graf kiilonb6z6 magjai
mint térokjiik ezen csticsok éleit is.

Az abran egy grafot latunk, ahol minden cstics mellett szerepel azok K-

értékei. A teljes graf egy 2-magot alkot (G = HY). Vizsgaljuk meg az u jeld



csticsot. Az dbran szerepel a cstics egy 2-részmagja, valamint a 3-magja(H}').
A 3-mag a cstcs legnagyobb k-magja is egyben(Hy = H"). Vegyiik észre
hogy H3 C Hy

5. Elméleti eredmények

Alabb szerepelnek azok a tételek, amiket az algoritmusok épiilnek. A
tételek meghatarozzék azokat a csiicsokat, amelyek frissiilhetnek egy valtozés
esetén, illetve biztositjak, hogy mas cstcs k-értéke nem véltozhat.

4. Megfigyelés. Legyen G = (V, E) grdf ésu,v € V.. Ha van élu ésv kézott
(e € E), amire K(u) > K(v), akkor — az 1. kiegészités alapjin — e ¢ H",
viszont e € HY.

1. Tétel. Egy €l beszirdsa vagy torlése a G = (V, E) grafbol mazimum 1-
gyel vdltoztatja meg eqy uw € V' csics K értékét.

2. Tétel. Ha eqy G = (V, E) grdafban egy (u,v) él megjelenik vagy torlédik,
ahol w,v € V 1gy, hogy K (u) < K(v), akkor K(v) értéke nem vdltohat.

A 2. Tételbsl kovetkezik az is, hogy egy (u,v) beszurasa vagy torlése
K (u)-t legfeljebb 1-gyel valtoztathatja, amennyiben K (u) < K(v).

3. Tétel. G = (V, E) grifban u,v € V csicsok kizé szirunk be egy (u,v)
élt. Ebben az esetben azok a csiucsok, amelyek K értéke vdltozik, dsszefiiggd
részgrdfot alkotnak: G' C GU(u,v). Hasonlképpen, eqy (u,v) él torlése esetén
a K értékben vdltozo csicsok eqy dsszefiiggd G" C G részgrdfot alkotnak.

4. Tétel. Adott G = (V, E) grdafban, egy (u,v) €l beszirdsa (torlése) esetén
(u,v € V,K(u) < K(v)) csak azon w € V élek K értéke ndhet(csokkenhet),
amelyekre K(w) = K(u) és elérhetd u-bol egy olyan tuton, amiben minden
cstcesra K(w) = K(u).

Tehat az (u,v) él beszirasakor, legyen u a gyokeér, ha K(u) < K(v) (K(u) =
K (v) esetén barmelyik csics lehet gyokér). Minden cstcs, aminek a K értéke
megvaltozhat, elérheté egy iton, amin minden cstcs K értéke megegyezik.

6. Algoritmusok

6.1. Subcore

Az els6 algoritmus a 4. tételben lefrtak szerint frissiti a K értékeket élv-
altozaskor.



3. Definicié. Egy G = (V, E) grifban az u € V csics subcore-ja (jelolése
Su) olyan w € V csicsok halmaza, amelyre K(w) = K(u) és elérhetd u-bol
egy olyan tton, amelyben minden él K értéke megegyezik K (u)-val.

Egy él beszurasara a G = (V, E) gratba az InsertEdge, torlésére pedig
a RemoveEdge algoritmus frissiti a K értékeket. Mindkettd felhasznalja az
elébbi definiciot.

Algorithm 2: FINDSUBCORE(G(V, E), K(),u)

Data: G the graph, K: max-k values, u: the vertex
H(V', E") + empty graph; () +— empty queue

cd[v] = 0; visited[v] = false, Vv € V > Lazy init
k<« K(u) > Remember K value of the root
Q.push(u); visited|u| < true

while not Q.empty() do

v < Q.pop(); V'.push(v)
for each (v, w) € E do
if K(w) > k then
cd[v] < cd[v] + 1
if K(w) = k and not visited|w]| then
Q.push(w); E" .push((v, w))
L visited|w| < true

return H and ¢d

FindSubcore: u cstcshoz tartozé subcore halmaz megkeresése, valamint
core degree értékeinek kiszamitasa

A subcore meghatarozasat a fenti algoritmus végzi. Els6 1épésként meg
kell hatarozni a gyokércsicsot. Ez — jeldljiik r-rel — legyen a kisebbik K ér-
téki csucs, egyenlGség esetén barmelyik cstics lehet. A subcore halmaz meg-
hatérozasahoz az algoritmus egy szélességi bejarast végez u-bol kiindulva és
Osszegytijti azokat a csicsokat, amelyek a K értéke azonos a gyokércsiicséval.
Egyuttal kiszamolja a csicsok core degree - (cd) értékeit. A ed a csiucs azon
szomszédainak szdma, amelyek részei a cstics maximélis magjanak. Ebbdl az
értékbsl meghatirozhatd, hogy valtozhat-e a cstcs K értéke. Ha a csics cd
értéke kisebb, vagy egyenld a gyokércsiics K értékével, akkor azott cstccsal
tobbet nem kell foglalkozni, mert nem lehet része az 1-gyel nagyobb magnak,
a K érték valtozatlan marad. A cd kiszamitasahoz megszamoljuk, hogy az
adott csticsnak hany olyan szomszédja van, aminek nagyobb a K értéke.



Algorithm 3: SUBCORE: INSERTEDGE(G(V, F). K (), w1, u2)

Data: G the graph, K: max-k values, (w1, ug): inserted edge

T4 U > Set the root
if K(u2) < K(uyp) then r < usg

G+ GU (ur,u2) > Add the edge into G
H. cd + FINDSUBCORE(G, K, 1) > Find subcore
> Now update the K values of the vertices in H

k< K(r) > Remember K value of the root

Sort cd values in increasing order (using bucket sort)
for each v € H in order do
if cd[v] < k then - Cannot be part of a k+1-core
for each (v, w) € H do
if cd[w] > cd[v] then
cdlw] +— cd[w] — 1
L Reorder cd values accordingly

se > All remaining vertices become part of k+1-core
for each w € H do

| K(w) + k+1

break

[2°]

InsertEdge: El beszurasa G grafba u; és us cstcsok kozé

A kovetkezs algoritmus egy él beszurasakor fut. Az el6bbi algoritmus-
sal meghatarozzuk a gyokércsucshoz (r) tartozo subcore-t. A csicsokat a
subcore-ban cd szerint névekvd sorrendbe rendezziik. Minden ciklusban ki-
valasztjuk a legkisebb cd-jii, még feldolgozatlan cstcsot. Ha a emlitett cstcs
cd értéke nem nagyobb gyokércsics K értékénél, akkor csokkentjiik minden
szomszédjanak a cd értékét 1-gyel, hiszen a kivalasztott csiics nem vehet
részt egy K(r) + 1-magban. A megmaradt (azaz fel nem dolgozott) csticsok
K értékeit noveljiik, majd az algoritmus terminéal.



Algorithm 4: SUBCORE:REMOVEEDGE(G(V, E), K(), u1,u2)

Data: G: the graph, K: max-k values, (w1, ua): inserted edge

r i uq > Set the root
if K(u2) < K(uy)then r < us
G+ G\ (ur,u2) > Remove the edge from
if K(u1) # K(ug) then
L H, cd + FINDSUBCORE(G, K, 1) > Find subcore
else
H1,cdi « FINDSUBCORE(G, K, uq) = Find subcore of w1
Hs, cdy «+ FINDSUBCORE(G, K, us) = Find subcore of w19

H + H7 UH3: cd + cdy Ucdsp
> Now update the /K values of the vertices in H
k+ K(r) > Remember K" value of the root
Sort ed values in increasing order (using bucket sort)
for each v € H in order do
if cd[v] < k then > Cannot be part of a k-core anymore
K(v)+ k-1
for each (w,v) € H do
if cd[w] > cd[v] then
cd[w] < cd[w] — 1
L Reorder cd values accordingly

else break: > All remaining vertices still in a k-core

RemoveEdge: (u1,us) él torlése G grafbol

Ez az algoritmus pedig egy él torlésekor fut. Az el6bbi algoritmushoz
képest egy fontos valtozas, ha a torolt él csucsainak a K értékei megegyeznek,
akkor mindkét cstucsnak kiilon-kiilén meg kell keresni a subcore halmazat.
A ciklus azonban hasonloképpen fut. A subcore (vagy azok unidja) csicsai
koziil a legkisebb cd értékiit valasztjuk ki, és ha az kisebb, mint k£ = K(r),
akkor ez a csiics mar nem lehet része egy k-magnak, tehat csokken a K
értéke. Ugyanezért kell a szomszéd cstcsok cd értékeit is csokkenteni. Ha
a halmazban csak k, vagy annal nagyobb cd értéki cstcsok maradnak, az
algoritmus terminal.

6.2. Purecore

Az €l6z6 részben bemutatott Subcore algoritmus csak a K értékekre épi-
tett, amikor meghatarozta a csticshalmazt. Ebben a részben a Purecore algo-
ritmus keriil bemutatasra, ami az egyes csticsok tovabbi adatait is figyelembe
veszi, igy csOkkentve a halmaz méretét. Ehhez elGszor szerepeljen egy defi-

nicio:



4. Definicid. Legyen az uw € V' csiics MCD(u) (mazimum-core degree) ér-
téke u csucs w szomszédainak a szama, amire K(u) < K(w).

5. Megfigyelés. G = (V, E) grdifban v € V csicsra MCD(u) > K(u).

A megfigyelés a definiciobol adodik, hiszen MCD(u) < K(u) azt jelen-
tené, hogy a csticshoz nincs olyan k-mag, ahol k = K(u).

5. Definicié. G = (V, E) grifban u € V csics purecore halmaza (P,) legyen
u cstcs és minden olyan v € V' csics, amire teljesiil, hogy K(w) = K(u) és
MCD(w) > K(u), tovdbbd, v elérhetd u-bol egy iton, aminek minden w € V
csucesdra teljesiil, hogy K(w) = K(u) és MCD(w) > K(u)

Algorithm 5: FINDPURECORE(G(V, E), K(), u)

Data: G the graph, K: max-k values, u: the vertex
H(V',E’) < empty graph; Q <— empty queue
cd[v] = 0: visited[v] = false, Vv € V > Lazy init
k+— K(u) = Remember /K value of the root
Q.push(u); visited[u] - true
while not Q.empty() do
v < Q.pop(); V' push(v)
for each (v, w) € E do
if K(w) > kor(K(w)=Fkand
MCDEGREE(G, K, w)> k) then

cd[v] 4 cd[v] + 1

if A'(w) = k and not visited[w] then
Q.push(w); E".push((v, w));

\» visited[w] + true

return H and cd

FindPurecore: Egy graf u cstcsdhoz tartozé purecore halmazt hatérozza
meg. Az MCDegree fiiggvény a 4. definicié szerint hasznalando!

5. Tétel. G = (V, E) grifba (u,v) € E, ahol K(u) < K(v) €l beszirdsa
esetén csak a w € P, csucsoknak vdltozhat a K(w) értékiik.

A Purecore algoritmus tehat jelentGsen csokkentheti a kiértékelendd csi-
csok szamét él beszirasa esetén. Hasznaljuk az InsertEdge algoritmust a
Subcore-nél definidltak szerint, a FindSubcore hivist FindPurecore-ra
cserélve.

Egy (u,v) € E, ahol K(u) < K(v) ¢él torléseckor azonban barmely w €
Sy K értéke valtozhat, ezért ebben az esetben a Purecore moédszer nem
hasznalhaté.



6.3. Traversal

A kovetkez6 modszerrel tovabb sziikithetd a vizsgaland6 cstucsok kore,
valamint bevezetésre keriil egy modszer az M C'D gyorsabb kiszamitésara.

Az el6bb definialt Purecore algoritmus ugyan sztkiti a csticsok halmazat,
az MCD kiszamitasa azonban plusz koltséggel jar. Az algoritmus Osszessé-
gében sokkal lassabban fut a Subcore-nal, ha P, koézel akkor, mint S,. Az
MCD-t j6 lenne térolni, igy megsporolva a folyamatos tjraszamolast. Eh-
hez vezeti be a szerz§ a Purecore Degree, azaz PC'D értéket. Az két értéket
egyiitt Residential Core Degree-nek nevezi a cikk, réviden RC D-nek. Ezeket
a K-hoz hasonléan frissiteni és tarolni kell minden csdcsra.

6. Definicio. Legyen PCD(u) értéke u € V csucs azon w € V' szomszé-
dainak a szama, amire teljesil (K(u) = K(w) AN MCD(w) > K(u) vagy
K(u) < K(w)

A definici6 szerint tehat w-nak PCD(u) szamu cstcsa van, aminek a
K értéke megfelels ahhoz, hogy az 1-gyel nagyobb k-magban részt vegyen.
Minden szomszéd csics, aminek a K értéke nagyobb, mint K (u) ilyen. Ha
K(w) = K(u), de még K(w) nem érte el az MCD(w)-t, akkor az a csucs is
megfelel, hiszen a K(w) még néhet (lasd az 5. megfigyelést).

6. Megfigyelés. G = (V, E) grdafban:

o u €V csucs K értéke megudltozik = minden szomszédos v € V' cstcs
MCD(v) értéke vdltozhat

o u €V csics MCD értéke megudltozik => minden szomszédos v € V
csics PCD(v) értéke vdltozhat

Tehdt, egy u € V csics a K értékének megudltozdsa mazimum két lépésen
beliil okozhat vdltozdst a grdfban.

A megfigyelés szerint tehat egy él beszirasa vagy torlése soran az algo-
ritmus elGszor meghatarozza a gyokércstucsot, majd djraszémolja az RCD
értékeit. Ezutan frissiti minden érintett cstcs K értékét, végiil a valtozésok-
nak megfelelGen aktualizilja a csicsok RC'D értékeit.

A teljesitmény javitasa érdekében a Traversal algoritmus az InsertEdge
fliggvényre bevezeti a gyokér-figyelést. A modszer arra épiil, hogy ahhoz,
hogy barmely csticsnak megvaltozzon a K értéke egy besziras vagy torlés
hatasara, ahhoz gyckércstucs K értékének is valtoznia kell. Ezért a besziro
algoritmus soran iigyeliink arra, hogy ha a gyokércstcs K értéke nem néhet
(azaz K(u) > PCD(u)), akkor a tovabbi felesleges munka megsporolhato.
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A gyokeér figyelés miatt nem biztos, hogy minden core degree értékre sziik-
ség van az algoritmusnak, ezért a korabbi besziré algoritmussal ellentétben
menet kozben szamitja, ha sziikség van arra.

6. Tétel. A Traversal algoritmus pontosan megtaldlja azokat a v € V' csi-
csokat, amelyre K(v) vdltozik.

Algorithm 6: TRAVERSAL:
INSERTEDGE(G(V, E), K(), w1, u2)

Data: " the graph, K: max-k values, M C'D: max-core degrees,
PC D: purecore degrees, (w1,u2): inserted edge

T Ul > Set the root
if K(ug) < K(up)thenr <— ug

G+ GU (uy,u9) > Add the edge into G
PREPARERCDs

> Perform a traversal over vertices that have root’s K value, while
evicting the ones that cannot be a part of a k+1-core

S <+ empty stack > To perform DFS
visited[v] = false, Vv € V' > To perform DFES (lazy init)
evicted[v] = false, Vv € V' > To remember evicted vert. (lazy init)
cdlv] =0,Vvo € V > To find vertices to be evicted (lazy init)
k <+ K(r) > Remember the K value of the root
cd[r] <= PCD(r) > Set cd of root
S.push(r); visited[r] < true
while not S.empty() do > Do a DFS traversal
v <+ S.pop()
1 if cd[v] > k then > Vertex is currently part of a k+1-core

for each (v, w) € E do
> Neighbouring vertex currently part of a k+1-core
if K(w)=kand MCD(w) > k and
not visited[w| then
S.push(w): visited[w] < true
> Use + as cd[w]| may be < 0 due to evictions
cd[w] < cd[w] + PCD(w)

else - Vertex cannot be part of a k+1-core
if not evicted[v] then > Recursively perform eviction
| | PROPAGATEEVICTION(G, K, cd,evicted, k,v)
for each v s.t. visited[v] do i Find visited vertices
if not evicted|[v] then > If not evicted as well
L K(v)+ K(v)+1 - The vertex is part of a k+1-core
RECOMPUTERCDS

InsertEdge (Traversal):
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Algorithm 7: PROPAGATEEVICTION(G(V, E'), K (), cd]].
evicted[|, k,v)

Data: GG the graph, K': max-k values, cd: cd values, evicted:
evicted values, k: max-£ of root, v: evicted vertex
evicted[v] < true
for each (v, w) € E do
if K(w) = k then
1 cd[w] < cdfw] — 1
2 if cd[w] = k and not evicted[w] then
| PROPAGATEEVICTION(G, K, cd, evicted, k, v)

PropagateEviction:

Az InsertEdge Traversal valtozata hasonloképpen indul az eldjéhez.
Gyokércsiics meghatéarozasa utan el6késziti az RC'D értékeket, majd iniciali-
zalja a sziikséges adatszerkezeteket: az S vermet, a visited tOmbot a mar be-
jart cstcsok eltarolasara, az evicted tombot a gyokér figyelés soran kihagyott
csucsok szaméra, a cd tombot a core degree értékeknek. Az algoritmus mély-
ségi bejarast hasznal, ezért egy vermet hasznala csicsok gytjtésére, majd
bejarasara. Ha egy v € V cstcs részt vehet egy k + 1-magban, akkor minden
w szomszédjat berakja az S verembe. Ellenkezs esetben elinditja a rekurziv
PropagateEviction-t a v csticsbol. A rekurio soran a v cstics minden olyan
x szomszédjanak csokkenti a cd értékét, amire K (x) = k. Ha cd[x] = k, ak-
kor az a csics sem vehet részt a k + 1-magban, ezért rekurzivan meghivja ra
a PropagateEviction-t. Amikor a mélységi bejaras végzett, minden nem
kihagyott (evicted) cstics K értékét noveli 1-gyel. Végiil egyetlen teends ma-
radt, frissiteni az RCD értékeket.

Az éltorlés a Traversal modszer szerint a kovetkezGképpen miikodik: A
beszurashoz hasonléképpen el6késziti a valtozokat és tomboket. Ebben az
esetben is bejaras kozben frissiti a cd értékeket. Ha egy v cstcsra teljesiil,
hogy cd[v] < K (v), akkor egy rekurziv torlést indul v-bél: minden szomszéd
w csucs cd értékét csokkenteni kell 1-gyel, ha K (w) = k. Ha w-re is teljesiil,
hogy cd[w] < K(w), akkor egy tjabb rekurzi6 indul (w-bél). A rekurziok
végén az RCD értékek frissitése utan az algoritmus terminal.

6.4. Implementacio

Az algoritmus gyorsasédgéanak egyik kulcsa, hogy keriilni kell minden olyan
miiveletet, amit a teljes grafon el kell végezni. Ezért az olyan t6mbdok, mint
a visited, evicted, cd és tarsai inicializdldsa sordn érdemes lusta kiértékelésii
tombot hasznalni. Megfelel§ hasitassal elérhets egy konstans ideji lekérés,
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valamint tarteriilet sporolhat6 azzal, hogy az alapértelmezett értékeket nem

tarolja el a program. Ugyanakkor a lusta tombdk gyengébben teljesitenek, ha

azok til nagyra nének. A mérések soran lathatdé majd, hogy a lusta tombok

hasznalata a legtobb esetben megtériil.

T6bb algoritmus alkalmaz cd szerinti rendezést. A cd értékek tobbsége

egy sziik hataron beliil lesz, ezért az edényrendezés egy megfelel§ hasitassal
O(n) rendezést és O(1) elérést tesz lehetévé.

Az algoritmus miikodéséhez a generalt és valos grafokat is hasznaltak a
szerzok. A tesztekhez C++ implementaciot hasznaltak két Intel Xeon E5520
2.27GHz processzorral és 48 GB RAM memoriaval.

A generalt adatok:

e FR: Erdés-Rényi modellen alapulo graf: p = 0.1,|E|/|V] =8

e BA: Barabéasi-Albert modellen alapul6 graf

e RMAT: R-MAT generator: [0.45,0.25,0.20,0.10] valoszintiségekkel

Number Number | Maximum | Average
Graph file of vertices of edges degree degrge Max K
caidaRouterLevel 192244 609,066 1.071 6.336 32
eu-2005 862,664 | 16,138,468 68,963 37.415 388
citationCiteseer 268,495 1,156,647 1,318 8.616 15
coAuthorsCiteseer 227.320 814,134 1,372 1.163 86
coAuthorsDBLP 299,067 977,676 336 6.538 114
coPapersCiteseer 434,102 | 16,036,720 1,188 T3.885 844
cond-mat 16,726 47,594 107 5.691 17
power 4,941 6,594 19 2.669 5
protein-interaction- 1 9673 37,081 270 7.667 14

2. abra. Valos adatokon alapuld grafok tulajdonsagai: csticsok szama, élek

szama, legnagyobb fokszam, atlagos fokszam, maximaélis k

A valos adatok, forras: 10th DIMACS|17]

e cu — 2005 és caidaRouter Level: Eurépai domain halézatok

tarsszerzdi és hivatkozasi grafok

citationCliteseer, coAuthorsCiteseer, coAuthorsDBLP, coPapersCiteseer:

e cond — mat: Condensed matter collaboration graph (akarmi is az. .. )

power: Villamos hélozat
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0.0 - ! ! 0.0 — T P e|m-m £racton 1
1 10 100 1 10 100 1,000
K values K values

3. dbra. K értékek eloszlasa. Bal oldalon a generalt, jobb oldalon a valos

grafokban.
Lo B N — ', 1A0 -
0% Ter 2a 1 ol :
0.8 + Cho 7 B 0.8 =
w07 __"":2";1-24 . 0] ~caidaRouterlevel
] - —
_ ; ] , eu-2005
£06 ) R ————— 7 £ 0.6 Y —citationCiteseer
205 - 805 T~ —coAuthorsCiteseer
504 — 504 —coAuthorsDBLP
* 03 [ R 0.3 coPapersCiteseer
02 | | 0.2 ~cond-mat
4 | power U
g.; g; —protein-interaction-1
i T T T T A T T T T T
1 100 10,000 1,000,000100,000,000 1 10 100 1,000 10,000 100,000
purecore size

purecore size

4. abra. Purecore halmazok méreteinek Osszege a generalt (bal) és valos

(jobb) grafokban.

Ime néhany grafikon a kiilonboz6 grafok csticsairél. A szintetikus grafok-
nél a Barabasi-Albert modell jok kivehetd, hiszen minden csicsra K = 11. Ez
egyben hatalmas, akar tobb szazmillids purecore halmazokat is eredményez,
ahogy az a kovetkezd grafon lathatd. Az R-MAT graf csticsainak viszont csak-
nem 60%-a nagyon alacsony K értékekkel rendelkezik. Ennek megfelelGen a
purecore halmazok is kicsik.

A valos grafok hasonlé képet mutatnak. Mindegyikre jellemzs, hogy a
cstiesok 80%-anak 100 csiicsnal kisebb purecore halmaza van. Emiatt vér-
hatoan jol teljesit majd az algoritmus ezekben az esetekben. Mivel a valos
adatok tobbnyire statikusak, ezért a valtzasokat egy csiisz6 ablakkal szimu-

laltak.
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1.£+07 *“ER insertion
ER removal
1.E+06 ©RMAT insertion
ZRMAT removal
1'E+OSEBA insertion
1.E+04 ©BA removal

g‘i E+03
£+
3 g B\Ra
2 1.E+02 Ve = B —~a_
e —* H S 1.E+00 =
1.E+01 3+ 2 ER insertion
) 1.E-01 ER removal
1.E+00 - . .
O0—a—_ ~ =N SRMAT insertion
b1 (= e = s S == LE02 | ARMAT removal
EBA insertion
1.E-02 1.E-03 1&BA removal
32,678 261,424 2,091,392 16,731,136 32,678 261,424 2,091,392 16,731,136
graph size (# vertices) graph size (# vertices)

5. abra. Traversal algoritmusok skaldzhatosaga.

A kovetkezd kisérletben a Traversal algoritmus skaldzhatosagat vizsgaltak
a kiilonbo6z§ szintetikus grafokon.

A bal oldali 4bran az a sebességnovekedés lathato, ami a nem inkrementa-
lis algoritmusokhoz képest érhetd el. A vizszintes tengelyen a grafok mérete
novekszik 2'5-t61 224-ig. A legjobb skalazhatosigot (6 nagysegrend) az R-
MAT modellii éri el, készonhetSen a nagyon kicsi purecore halmazoknak. A
Barabasi-Albert grafokra viszont éppen a nagy dsszefliggdség jellemzd. Ennek
megfelelGen az algoritmus még a nem inkrementalis valtozatnal is rosszabbul
teljesit. Az el6zd vizsgalatok szerint azonban a valos adatokon alapulo grafok
nem rendelkeznek ilyen tulajdonsagokkal. El torlésért nagyjabol hasonloan
viselkedik mindharom modell.

A jobb oldali grafikon a frissitési ratat mutatja, azaz, hogy mésodper-
cenként hany élt képes feldolgozni az algoritmus. Lathato, hogy az R-MAT
tipusu gréafok teljesitménye nem fiigg a mérettdl, és az Erdés-Rényi graf is vi-
szonylag stabilan reagal a névekvé cstcsszdmra, a Barabési modell azonban
ismét drasztikusan lassitja a feldolgozas sebességét.

A kovetkezs elemzésben az egyes algoritmusok Osszehasonlitdsa lathato.
A mérés egy-egy él beszuraséra, illetve torlésére koncentral. A bal oldali
grafikonon a subcore algoritmus teljesitménye lathaté a nem-inkrementéalis
algoritmushoz viszonitva. Lathato, a gyorsulas 6.2-t61 14 000-szeresig terjed.
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6. abra. Bal: Subcore algoritmus teljesitménynovekedése a nem-inkrementalis
algoritmusokhoz viszonyitva. Jobb: Atlagos frissitési idék a kiilonbozé algo-
ritmusok esetén.

A jobb oldali 4bra a cikkben bemutatott harom modszert hasonlitja Gssze.
Lathato, hogy a Purecore bizonyos esetekben akar a Subcore algoritmusnél is
rosszabban teljesithet. Bar kisebb halmazzal dolgozik, a Purecore algoritmus
lényegesen tobb szamitast végez egy-egy cstcshoz, igy a halmaz méretébdl
ad6do elény nem mindig kifizet6ds. A traversal modszer minden esetben a
legjobbnak bizonyult.

Az utolso kisérlet a traversal al- 15
. L o1 s . P 14 - e i
goritmus futasidejét vizsgalja, aho- 13 - . h'_g_h_f,‘i"i'_“f’f’-------)‘f/
. 2oy 121 ® o @ of” e ®
gyvan az reagdl az egyes K érté- 11 e . . \\.‘ B . 4
kekre. A besziras rozsaszin, a tor- g0 *° . "\9<( o -
N . e 9 - . e A
lés zold szinnel van jelolve. Ha E g - e o €@ /"
x
K(u) < K(v), akkor u az x- & ;: e ;/;/'. '///
x
tengelyen, egyébként az y-tengelyen 51 ¢ ¢ ¢ o0 /
2 2 P 2~ 4 - . L —
lathato. Alacsony K értékekre a gra- 3] o e @ ~ came K values
fikon nem mutat tal nagy véltoza- 21 ¢ 6 @ removal
3 L 17 ¢ insertion
tossagot. Két érdekes eset azonban O
1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14

lathat6é az abran. A futasidé megle- -
=minimum

hetésen valtozoé képet mutat, ha a .
o y P ’ 7. abra. El besziras és torlés futasi
két cstics K értéke nagy, vagy azo- | . ) a1 .
K ideje a végpontok K értékei szerint.
nosak.

7. Tovabbi tervek

A cikkben jol lathato, hogy a cstics kornyezetére vonatkozo értékek felvé-
telével javithato volt az algoritmus teljesitménye. Erdemes lehet tehat meg-
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vizsgalni, hogy mekkora kornyezettel érthetd el a legoptimalisabb futésidé.
Erdemes lehet megvizsgalni, hogy hogyan alkothatok olyan modellek,
amik egyszerre tobb él hatékony modositasat teszik lehet6vé; van-e hatéko-
nyabb megoldas csticsok torlésére, mint az élek egyessével torténd kitorlése.
A bemutatt modszereket atiiltethetSk-e iranyitott, illetve Osszetett gra-
fokkal kapcsolatos alkalmazasokba is?
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