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Aritmetikai kifejezések
kiertekelese

- Gyakran felmerul6é programozasi feladat, hogy egy adott
aritmetikai kifejezest kell kiertékelni (kiszamolni).

- A probléma nehézségét az okozza, hogy a kifejezések
megszokott, természetes formaja (az un. infix irasmaod,
amikor az egyes mduveleti jelek az operandusaik kozott
helyezkednek el) nem egyerteiml és algoritmikusan
nehezen kezelhetd.

- Az egyik legjobb és leghatéekonyabb megoldasi modszer
az, hogy a kifejezest els6 Iépésben atalakitjuk un.
lengyelformava, utana pedig azt értékeljuk ki.



A lengyelforma

tukasiewicz lengyel matematikus kidolgozta az
aritmetikai formulak egy olyan atalakitasi modjat,
amelynek  segitségével a kiértékelés rendkivul
egyszerien e€s gyorsan megvalosithatd. Ennek egy
modositott valtozata terjedt el az informatikaban.

Ebben az alakban a mlveleti jelek az operandusaik utan
allnak, ezért postfix formanak, illetve a szerzé tiszteletére
lengyelformanak nevezik*. (Angol szakirodalomban:
reverse Polish notation, RPN)

Megjegyezzuk, hogy egy kifejezés lengyelformaja megegyezik a
kifejezésfa postorder bejarasaval.



a+b

atb*c
a*b+(c-d)/2
atb+c*d/2-e*f
X:=a+b
X:=a*b2

Péeldak

Ll L

ab+

abc™+
ab*cd-2/+
ab+cd*2/+ef*-
Xab+:=
xab2/M*:=



A lengyelforma tulajdonsagai

Foglaljuk 0ssze a lengyelfoma legfontosabb jellemzéit:

- nincs benne zargjel,

- az operandusok sorrendje ugyanaz, mint az eredeti
kifejezesben,

- a mauoveleti jelek sorrendje megegyezik a kifejezés helyes
kiertékeléséhez szukséges elvegzesi sorrendjukkel,

- a muaveleti jeleket kozvetlenul megelozik az operandusai
(erre utal a postfix elnevezes).

Ezek biztositjak, hogy egy lengyelformara hozott kifejezes
kiertekelése konnyen elvegezheto legyen.



Aritmetikai kifejezések

Az algoritmus targyalasa el6tt foglaljuk 0ssze a szukséges fogalmakat
és szabalyokat.

Miveletek precedenciai:

Ebben a targyalasban hat muveletet tekintunk megengedettnek: a
negy alapmuiveletet, a hatvanyozast és az értékadast.

Ezek precedencia-szintiei a kovetkez6k (a legmagasabbtol a
legalacsonyabbig):

- A (hatvanyozas)
- * (szorzas, osztas)
-+, - (Osszeadas, kivonas)

= (értékadas, definiald egyenléség*)

Tobb programozasi nyelvhez hasonléan megengedetinek tekintjuUk a tobbszoros
értékadasokat is (pl. a:=b:=0).



Aritmetikai kifejezések

Kifejezések kiértekelésekor figyelembe kell vennunk az egyes

1.

muveletek asszociativitasi (zarojelezddési) szabalyait is.

A négy alapmilvelet megegyezés szerint balrdl jobbra
zarojelezodik:

atb+c — ((at+b)+c)
A hatvanyozas és az értékadas megegyezés szerint jobbrol balra
zarojelezodik™:
X283 — (xM273)) = x"8
(Ha balrdl jobbra zarojeleznénk, akkor x*6-t kapnank.)

ToObbszoros értékadas esetén a balrdl jobbra zardjelezé6dés nem is értelmezheté.
Pl. a:=b:=1 — (a:=b):=1 nem értelmezhetd megfelel6en, csak az a:=(b:=1).



A lengyelformara hozas feladata

- Adott egy szintaktikusan helyes infix aritmetikai
kifejezest tartalmazo szekvencialis input. Alakitsuk at
lengyelformara.

- Tegyuk fel, hogy az input elemei nem karakterek,
hanem a Kkifejezés egységei (lexikalis elemei):
operandus (valtozd, konstans stb.), operator vagy
zarojel; és minden elemrol egyerteimien el tudjuk
donteni, hogy ezek kozul melyik.



Lengyelformara hozas

Az algoritmus soran az inputot szekvencialisan dolgozzuk fel, és

egy

(kezdetben Ures) verem segitsegevel allitjuk el6 a

lengyelformat:

Ha a kifejezésben a soron kovetkezd elem operandus, akkor
azt kiirjuk a kimenetre (operandus tehat sosem kerul a
verembel!).

Ha nyito zarojel kovetkezik, akkor azt a verembe dobjuk.

Ha csukd zarojel kovetkezik, akkor sorban kivesszuk a
verem tetejérdl az elemeket az els6 (legfelsd) nyitd zardjelig,
és kiijuk Oket a kimenetre, majd a nyito zargjelet is
kKivesszuk és eldobjuk (zardjelek tehat nem fognak
megjelenni a kimeneten, és csuko zarojel sem kerul soha a
verembe).



Lengyelformara hozas

« Ha operator kovetkezik, akkor az elsd nala alacsonyabb
(illetve jobbrol balra zarojelez0d0 muvelet esetén az els6
nem magasabb) precedenciaju operatorig, vagy az elsé nyito
zarojelig kivesszuk a verem tetejer0l az operatorokat, és
Kiijuk a kimenetre. Vegul a most olvasott operatort
betesszuk a verembe.

 Amikor az input vegere érunk, a verembdll az 0sszes meg
benne |évlo operatort kivesszuk és kiirjuk a kimenetre.



Példa

at+b+c*d/2-e*f

Hozzuk lengyelformara az alabbi
kifejezest:

at+b+c*d/2-e*f

Adjuk meg lepésrol lepésre a
verem tartalmat és a kimenetet.

A verem kezdetben ures. Az elsé
jel operandus, tehat Kkiirjuk a
kimenetre.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operator kovetkezik, tehat
betesszuk a verembe.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operandus kovetkezik, igy
Kiirjuk a kimenetre.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operator kovetkezik. Mivel
vele azonos precedenciaju
operator van a veremben,
igy azt kiirjuk a kimenetre,
az u 2+ jelet pedig
betesszuk a verembe. (Az
osszeadas ugyanis balrol
jobbra zarojelezodik.)




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operandus kovetkezik,
Kiirjuk a kimenetre.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operator kovetkezik, ezert
mivel magasabb preceden-
ciaju a verem tetején levo
operatornal, betesszuk a
verembe.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operandus kovetkezik,
Kiirjuk a kimenetre.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operator kovetkezik. Mivel
vele azonos precedenciaju
operator van a veremben,
igy azt kiirjuk a kimenetre, a
most olvasott ,/” jelet pedig
betesszuk a verembe.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operandus kovetkezik,
Kiirjuk a kimenetre.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operator kovetkezik. Mivel a
veremben egy nala magasabb,
majd utana egy vele azonos
precedenciaju operator van,
igy azokat kiirjuk a kimenetre,
a most olvasott ,-" jelet pedig
betesszuk a verembe.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operandus kovetkezik,
Kiirjuk a kimenetre.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operator kovetkezik.

Betesszuk a verembe, mivel
magasabb precedenciaju, mint
a verem tetejen lévo operator.




Példa

at+b+c*d/2-e*f

Operandus kovetkezik,
Kiirjuk a kimenetre.




Példa
at+b+c*d/2-e*f

A kifejezés vegere ertunk,
a veremben |évO Osszes
operatort kivesszuk es
Kiirjuk a kimenetre.




A korabbiakban megfogalmazott kikotések, egyszerisitesek mellett

Az algoritmus struktogramja

adjuk meg az algoritmus struktogramjat is.

Ehhez el6szor is vezessunk be két segédfliggvényt, amelyek megadjak

egy operator precedenciajat és zarojelez6désenek iranyat:

Qrecedencia (x)> <zz’1r6j elezés (x)>
T

x = "+" x = """
x=".=" v v x="A"
x="." x="/"
RET (1) | RET(2) | RET (3) | RET (4)

RET (jobbradl)

RET (balrél)




Az algoritmus struktogramja

< Lengyelforma (s) >
|

Empty (v)
Read (s,x)

=1 Eof (s)
F)perand(x) Fperator(x) F = (" F= Ty
. Push Pop
Write (X) v.x) v,y)
(Kiilén y """
kidolgozva)

Read (s,x)

=miIsEmpty (v)

‘ Pop (Vv,y)

Write (Y)




Az algoritmus struktogramja

N\ operaior (X)
\ zarojelezés (x)= balrol /
=IsEmpty (¥) A Top (V) A, -Tcpmnfv (‘ \ A Ton (‘ \ A: "(” A
,l,l_Jl lJy\V} Fa N 1UlJ\V}_\' \ V4 N EASEJ/ARAQIUY x RUP
precedencia (x) <= precedencia (Top (v)) precedencia (x) < precedenc1a (Top (V)
Pop (v,y) Pop (v,y)
Write (y) Write (y)
Push (v,x)

Megjegyzés: A fenti elagazas ket (szerkezetileg azonos) aga 0sszevonhato, ha
egy bonyolultabb ciklusfeltételt irunk fel:

—IsEmpty(v) A Top(v) #"(" A
( (zarojelezés(x) = balrdl A precednecia(x) <= precedencia(Top(v)))
v (zardjelezés(x) = jobbrdl A precednecia(x) < precedencia(Top(v))) )



Az algoritmus struktogramja

Ha a precedencia fuggvényunket a nyitd zardjelre is értelmezzuk oly
modon, hogy annak a precedenciaja legyen a legalacsonyabb (nulla),
akkor az  operator(x) agban szerepld ciklusok feltételei

leegyszerlsodnek:

operator (Xx)

N
Ardjelezé = balrdl
\ zarojelezés (x) /
alsEmpty (v) A aIsEmpty (v) A
precedencia (x) <= precedencia (Top (v)) precedencia (x) < precedencia (Top (v))
Pop (v,y) Pop (v,y)
Write (y) Write (y)

Push (v,x)




Tovabbi peldak
1. x;=a+b"372

Hozzuk lengyelformara a

fenti kifejezest, és nezzuk
meg minden lépésnel a

verem tartalmat, illetve a

lengyelforma kimenetének
aktualis allasat.




1. x;=a+b"3/72

Operandus jon, tehat kiirjuk
a kimenetre.




Operator jon,
verembe.

1. x;=a+b"3/72

berakjuk a




1. x;=a+b"3/72

Operandus jon, tehat kiirjuk
a kimenetre.




1. x;=a+b"3/72

Operator jon, berakjuk a
verembe a szabalyoknak

megfelelben.




1. x;=a+b"3/72

Operandus jon, tehat kiirjuk
a kimenetre.




1. x;=a+b"3/72

Operator jon, berakjuk a
verembe a szabalyoknak

megfelelben.




1. x;=a+b"3/72

Operandus jon, tehat kiirjuk
a kimenetre.




1. x;=a+b"3/72

Operator jon, berakjuk a
verembe a szabalyoknak

megfelelben.




1. x;=a+b"3/72

Operandus jon, tehat kiirjuk
a kimenetre.




1. x;=a+b"3/72

A kifejezés ,elfogyott”, igy
Kiirjuk a verem tartalmat a

kimenetre.




2. (a+b)*(c-d)

Hozzuk lengyelformara a
fenti kifejezest.

Nyitd zardjel az elsO jel,

tehat betesszuk a

verembe.




2. (a+b)*(c-d)

Operandus kovetkezik,
tehat kiirjuk a kimenetre.




2. (a+b)*(c-d)

Operator kovetkezik, tehat
betesszuk a verembe.




2. (a+b)*(c-d)

Operandus kovetkezik,
tehat kiirjuk a kimenetre.




2. (a+b)*(c-d)

Csukoé zarojel kovetkezik,
tehat a nyitdozargjelig

mindent Kiirunk a
verembdl, a zarogjelpart

eldobjuk.




2. (a+b)*(c-d)

Operator kovetkezik, tehat
betesszuk a verembe.




2. (a+b)*(c-d)

Nyitd zarojel kovetkezik,
tehat betesszuk a

verembe.




2. (a+b)*(c-d)

Operandus kovetkezik,
tehat kiirjuk a kimenetre.




2. (a+b)*(c-d)

Operator kovetkezik, tehat
betesszuk a verembe.




2. (a+b)*(c-d)

Operandus kovetkezik,
tehat kiirjuk a kimenetre.




2. (a+b)*(c-d)

Csukoé zarodjel kovetkezik,
tehat a nyitozargjelig

mindent Kiirunk a

verembdl, a zargjelpart
eldobjuk.




2. (a+b)*(c-d)

Vegul uritsuk ki a vermet,
mivel a kifejezes veégére

ertunk.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Hozzuk lengyelformara a
fenti kifejezest.

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operator kovetkezik, igy
betesszuk a verembe.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Nyitd zarojel kovetkezik, igy
betesszuk a verembe.




3. x:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operandus kovetkezik, igy
Kiirjuk a kimenetre.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operator kovetkezik, igy
betesszuk a verembe.

_|_

”/‘\




3. x:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operandus kovetkezik, igy
Kiirjuk a kimenetre.

_|_

”/-\




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Csukoé zarodjel kovetkezik,
igy a nyitd zargjelig
mindent Kiuritunk a
verembdl, majd a zargjel-
part eldobjuk.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operator kovetkezik, igy
betesszuk a verembe.




3. x:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operandus kovetkezik, igy
Kiirjuk a kimenetre.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operator kovetkezik, mivel
nala magasabb

precedenciaju  operator

van a veremben, azt
kiijuk, a ,--t pedig

betesszuk a verembe.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Nyitd zarojel kovetkezik, igy
betesszuk a verembe.




3. x:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operandus kovetkezik, igy
Kiirjuk a kimenetre.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operator kovetkezik, igy
betesszuk a verembe.




3. x:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operandus kovetkezik, igy
Kiirjuk a kimenetre.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Csukoé zarodjel kovetkezik,
igy a nyitd zargjelig
mindent Kiuritunk a
verembdl, majd a zargjel-
part eldobjuk.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operator kovetkezik, igy
betesszuk a verembe.




3. x:=(a+b)*c-(a+b)"2

Operandus kovetkezik, igy
Kiirjuk a kimenetre.




3. X:=(a+b)*c-(a+b)"2

A kifejezés vegere ertunk,
Igy kiuritjuk a vermet.




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Hozzuk lengyelformara a

fenti kifejezest.

Operandus kovetkezik, igy
Kiirjuk a kimenetre.




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, igy

betesszuk a verembe.




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Nyito zardjel kovetkezik, igy

betesszuk a verembe.

)
” 7~




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.

)
” 7~




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, igy

betesszuk a verembe.




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, a nala

magasabb precedenciaju
operatort kiirjuk, a ,+"-t

betesszuk a verembe.

I +




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.

A~ +




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Csukoé zarodjel kovetkezik,

Igy kiirjuk a kimenetre a
vermet a nyito zarogjelig, a

zarojelpart eldobjuk.




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, igy

betesszuk a verembe.

[ N ]
|




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

2 db  nyitd  zardjel

kovetkezik, igy betesszuk
azokat a verembe.

I~}




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.

[ N J
I~




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, igy

betesszuk a verembe.

'ﬁ |~~~ >




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.

'ﬁ |~~~ >




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, és

mivel jobbrol-balra
szabaly van, a vele

azonos precedenciaju

operatort nem irjuk ki. Az

operatort betesszuk a
verembe.

~l==~ > >




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.

°|i |~ > >




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, 2 db

nala magasabb
precedenciaju operator

van a veremben igy

azokat kiirjuk a

kKimenetre. A ,+" operatort
a verembe rakjuk.

I~~~ +




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.

'ﬁ ~|~~| +




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, nincs

vele egyenlo, illetve nala
magasabb precedenciaju

operator a veremben, igy

betesszuk a verembe.

|}~ +] *




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Nyito zargjel kovetkezik, igy

betesszuk a verembe.

.ﬁ ~| =~ F| %™




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.

.ﬁ ~| =~ F| %™




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, igy

betesszuk a verembe.

.Ii\/‘\/‘\_l_ = |7 1




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre.

.Ii\/‘\/‘\_l_ = |7 1




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Csuko zarojel kovetkezik,

Igy kiirjuk a kimenetre a
kovetkezO nyito zarojelig

az 0sszes operatort, majd

a zarojelpart eldobjuk.

|}~ +] *




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Szintén csuko zarodjel kovetkezik, igy

Kiirjuk a kimenetre a kovetkez0 nyito
zarojelig az osszes operatort, majd

a zarojelpart eldobjuk.

” N N




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, igy betesszuk a
verembe.

[ N}
” ~ || %




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Nyitd zardjel kovetkezik, igy betesszuk

a verembe.

[ N ]
I~ [~




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy kiirjuk a

kimenetre.

[ N ]
I~ % [~




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, igy betesszuk a
verembe.

T~ * |~ +




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy kiirjuk a
Kimenetre.

T~ * |~ +




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operator kovetkezik, mivel vele

azonos precedenciaju operator van
a veremben, azt kiirjuk, a ,-"-t pedig

betesszuk a verembe.

I~ % [~




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

Operandus kovetkezik, igy kiirjuk a

kimenetre.

'ﬁ\/—\:e/\ I




4. x:=(a*b+1)/((x "y 2+u*(v-3))*(f+g-4))

2 db csuko zarojel kovetkezik, azutan a

Kifejezésnek vege lesz, igy lenyegeben
mindent kiirunk a verembdl,

természetesen a zardjeleket eldobjuk.
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