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5: Az IP Prefix Lookup Probléma lIl.
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Internet Protocol IP

® Az adatok a kuld6tdl a cel allomasig IP-csomagokban kertilnek atvitelre
® A csomagok fejléce tartalmazza a cél IP-cimét

| Network Address | Host Identification |
) Prefix g

| Network | Subnet | Host |
) Prefix g

® Minden csomopont (router) a cél cime alapjan dont, hogy melyik szomszédos
csomopontnak kell tovabbitania a csomagot

® Az ehhez szliikséges informaciot minden csomopontban egy routing-tabla
tarolja
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IP Prefix Lookup Problema

® A cimek W hosszusagu binaris sztringek.

Egy router routing-tablaja R
® bejegyzéseket tartalmaz (x,y) formaban

® x: legfeljebb W hosszu binaris sztring, melynek a neve prefix.
X lehet az Ures sztring is, amit g-nal jel6lunk,

® y: egy a router-bdl kivezetd link.
® Minden x binaris sztringhez R legfeljebb egy (x,y) bejegyzest tartalmaz.
® A bejagyzések szama a routing-tablaban N.

Feladat:
® A routerhez érkez6 csomaghoz, melynek cél cime k,

® talaljuk meg az (x,y) bejegyzést R-ben a leghosszabb egyezd prefixszel
(BMP).
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Prefix expanzi(') [Srinivasan, Varghese 99]

® Az IP Prefix Lookup binaris keresessel a prefixhossz szerint O(log r) id6t
igényel, ahol r a nemures hosszosztalyok szama.
® A routing-tablakban IPv4 esetén
® Az osztalyok L, és L, kozott legtobbszor dresek, igy legtobbszor r < 25;

® Gyakran a L, L,, osztalyok tartalmazzak messze a legtdbb
bejegyzest.

® Cél: A routing-tablat gy modositani, hogy a hosszosztalyok szama
csOkkenjen.

® Alapoétlet: egy i < W hosszu x prefixet kicsrélhetlink ket (i+1) hosszu prefixre
Xx0-ra és x1-re anélkul, hogy a routing-tabla viselkedését megvaltoztatnank:
Minden célcim, amelyben x prefix, vagy x0-lal vagy x1-gyel kezd6dik.
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Prefix expanzio

® Azt mondjuk, hogy két routing-tabla R és R ekvivalens, ha minden k
célcimre teljesul, hogy mindazon csomagok, melyekben a cél cime k, R és
R” altal ugyanazon a linkeken tovabbitodnak.

® Az x prefix helyettesitését x0 és x1 altal az x prefix expanzidjanak
nevezzik.

® Az x prefix expanziQja a routing-bejegyzésekre nézve azt jelenti, hogy (x,y)-t
helyettesitjtk (x0,y)-nal és (x1,y)-nal. Pontosabban:

® TOroljuk (x,y)-t R-bdl;
® Megvizsgaljuk, hogy egy (x0,y") bejegyzés mar benne van-e R-ben.
Ha még nincs, beflzzik (x0,y)-t R-be.

® Megvizsgaljuk, hogy egy (x1,y"") bejegyzés mar benne van-e R-ben.
Ha még nincs, beflzzik (x1,y)-t R-be.
® A prefix expanzio utan a routing-tabla ekvivalens marad az eredetivel.
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Prefix expanzio

® Egy i hosszU x prefix j-szeri expanzidja utan legfeljebb 2! (j prefix all el
R-ben, melyek hossza i+j.

® Ha R-t prefix expanziok utjan ugy maodositjuk, hogy csak s kulénb6zé
prefixhossz maradjon és az Uj tabla az eredetivel ekvivalens marad, akkor
® el6sz0r rogzithetjuk az s hosszt 1, < 1,< ... <l , amely osztalyok majd a
nem Ures osztalyok lesznek. Az I, hossz legalabb olyan nagy, mint a
leghosszabb prefix hossza az eredeti routing-tablaban.

® R bejegyzéseit hossz szerint ndvekvd sorrendben dolgozzuk fel.
Minden nemures L; hosszosztalynal a kovetkezd eseteket
ktlonboztetjuk meg:
OHa il {l,l,,...,l, }, akkor folytatjuk a kdvetkezd hosszosztallyal.

®Kulonben L; minden x prefixéhez expanziot hajtunk vegre. Ha xO0 ill.
x1 még nem volt benne L ,-ben, akkor beflzzuk L, ,-be.

Lukovszki Tamas Halozatok II, 2006 6



Prefix expanzio

Példa:
® R a prefix expanzio elétt: 7 nem Ures hosszosztaly 6sszesen 8 bejegyzés:

e L ={0y,), (1,y,)}
e, = {(10:)’3)}

® L, ={(111,y,)}
® L, = {(1000,y)}

® L. ={(11001),y:}
® L, = {(100000),y,}
® |, ={(1000000),yg}

® R a prefix expanzioé utan, amelyben csak 1,=2, 1,=5, 1,=7 hossz fordul elb,
dsszesen 13 bejegyzés:

® L, ={(00y,), (O1.y,), (10,y5), (11,y,)}
® L ={(11100y,), (11101,y,), (11110,y,), (11111,y,),
(10000,y5), (10001,y,), (11001,y,)}

® | ={(1000000,y,), (1000001,y-)}
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A hosszosztalyok valasztasa — Dinamikus programozas

® Tehat prefix expanzioval konstrualhato egy ekvivalens routing-tabla, ami

® kevesebb hosszosztalyt tartalmaz. Ebbdl rovidebb keresési id6 adodik
(pl. a binaris kereséssel a prefixhossz szerint);

® rendszerint tdbb bejegyzést tartalmaz.

® Hogyan lehetal,, [,,..., I, hosszosztalyokat kedvez6en megvalasztani, ha
s el6re adott? Hogyan lehet a bejegyzések szamat minimalizalni?

® Egy optimalis megoldast dinamikus programozas segitségevel
szamithatunk ki. (az optimalis megoldast a részfeladatok el6zetesen
kiszamitott optimalis megoldasaibdl allitjuk dssze.)
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A hosszosztalyok valasztasa — Dinamikus programozas

® Legyen m a maximalis prefixhossz az adott R routing-tablaban.

® Jel6lje M[1,k], I {0,1,...,m} -re és k [{1,2,...,s} -re, a prefixek minimalis
szamat, amit ugy kaphatunk, hogy az eredeti hosszosztalyokat L,...,L,
(I = 0 esetén ez az ures halmaz) prefix expanzioval ugy valtoztatjuk meg,

® hogy legfeljebb k nem Ures hosszosztaly marad és
® L, a hosszosztaly a maximalis hosszal.

L L, L

hosszosztaly marad

X (—>

<

® M[m,s] ertéke ekkor megadja a minimalis szamu prefixet, amit akkor
kapunk, ha egy routing-tablat s nem Ures hosszosztallyal optimalis prefix
expanzioéval konstrualunk.

Lukovszki Tamas Halozatok II, 2006 9



A hosszosztalyok valasztasa — Dinamikus programozas

® Legyen E[k ,k;], 1 £k; <k, <m az a segedvaltozd, ami megadja, hany
prefix all el6 a L,, hosszosztalyban, ha minden prefixet a Lkl,Lk +1r--1 b,
hosszosztalyokbol prefix expanzioval k, hosszusagura pévitank.
A példankban pl. E[3,5] = 7.
E[k,.k;] minden (k,,k,) parra hatdkonyan kiszamithato.
L, Lk1 Lkz L

® Ekkor a kdvetkezd érvenyes

® M[l,1] = E[1,]] Viz1 (1)
® M[0,k]=0 Vk=1 (2)
® M[L,K] = miny{ M[j,k-1] + E[j+1,1] } VIi>0,k>1 (3)
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A hosszosztalyok valasztasa — Dinamikus programozas

® (1) (M[I,1] =E[1,l],V1=1) érvényes, mert M[l,1] és E[1,l] definicidja
azonos.
® (2) (M[0O,k] =0,V k=1) érvényes, mert hosszosztalyok egy tres
halmazabdl prefix expanzio utjan sem keletkezik 0j prefix.
® (3)-ban ( M[l,K] = miny, { M[j,k-1] + E[j+1,1] }, VI >0, k>1) jamasodik
legnagyobb hossz 1 utan, amelyre egy nem Ures hosszosztalyt valasztunk.
® Minden rogzitett j-re egy optimalis prefix expanziota 1,2,...,1
hosszosztalyokbol k nem tres hosszosztallyal ugy kapunk, hogy
vesszunk egy optimalis prefix-expanziot a 1,2,...,) hosszosztalyokbal
k-1 nem Ures osztallyal és a j+1,...,l osztalyok egy prefix-expanzidjat
L, hosszosztalyra.
® A minimum minden j fol6tt, O < j < ¢, megadja az optimalis prefix-
expanziot a 1,2,...,1 hosszosztalyokhoz k nem Ures osztallyal.
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A hosszosztalyok valasztasa — Dinamikus programozas

® Legyen P[l,k] az a j értek, melyre M[l,k] = ming{ M[j,k-1] +E[j+1,l] } a
minimumot adja. A szamitas végen
m, P[m,s], P[P[m,s],s-1], ...
megadjak a prefixek hosszait az s hosszosztalyban.

Algoritmus Optimalis_Prefix_Expanzio
Input: E[k,,k,] , V1 <k, <k,<m; és ahosszosztalyok szama s
Output: M[l,k] és P[l,k] , VO <I<sm, 1<k <s
1. forl=0tomdo
fork=11to s do
if1 =0 then M[l,k] .= 0; P[LK] :=0;
else if k = 1 then M[I,K] := E[1,1]; PJl,Kk] :=0;
else
M[L k] := minosj<l{ M[j,k-1] +E[j+1,1] };
P[l,K] := az a ], amelyre az el6z6 sor a minimumot adta;
fi;
od;
0. od;

BPOONOOORWLN

Lukovszki Tamas Halozatok II, 2006

12



A hosszosztalyok valasztasa — Dinamikus programozas

Tetel 1. Az Optimalis_Prefix_Expanzio algoritmus kiszamitja M[m,s]-ben egy
adott s-re a prefixek minimalis szamat, amit akkor kapunk, ha egy routing-
tablat s nem ures hosszosztallyal optimalis prefix-expanzioval konstrualunk.
Az algoritmus futasi ideje O(sW?). O
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A hosszosztalyok valasztasa — Dinamikus programozas

® Dinamikus programozassal megoldhatjuk a kbvetkezd problemakat
optimalisan (vagy majdnem optimalisan):

® Tekintsiink egy konkrét adatstrukturat az IP Prefix Lookup problémahoz
(pl. Binaris kereses prefixhossz szerint). Valasszuk a prefixhosszakat a
prefix-expanziohoz s nemitres hosszosztalyra ugy, hogy az
adatstruktura tarigenye minimalis legyen. (binaris keresésnél
prefixhossz szerint a tarigenyt a prefixek szama plussz a jelzések
szama hatarozza meg.)

® Tekintsuink egy konkret adatstrukturat az IP Prefix Lookup
problémahoz. Legyen adott az adatstruktiranak megengedett tarteltlet
(pl. az rendelkezésre alloé second-level-cache mérete altal). Valasszuk
a prefixnosszakat a prefix-expanzidéban ugy, hogy a megengedett
tarteriletet ne Iépjik tul és a worst-case BMP keresesi idd minimalis

legyen.
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Multibit-Trie es prefix-expanzio

® A BMP keresése Trie adatstruktaraval O(W) id6t
igényel (worst-case).
® Egy lehetbség a keresési id6 megjavitasara: _ /
Minden Trie-csomopontban a célcimnek egyszerre %% Y
tobb bitetjét kezelni. 0011 ys -
® Ha pl. egy Trie-csomoépontban 3 bitet glO: '
11 -

egyszerre kezellnk, akkor a Trie-
csomoépontnak tartalmazni kell egy 23 elemd
arrayt, melynek elemei egy masik Trie-
csomopontra mutatnak vagy egy linket 1104 -
tarolnak. S

100:| -
101:| -
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Multibit-Trie es prefix-expanzio

® Egy Multibit Trie egy olyan Trie, amiben az élek cimkéi egy v
csomopontbol a gyermekeihez mind egyforman k, hosszuak.

® A cimkék tarolasa helyett egy 2kv elem( arrayt

hasznalunk.
® Az array i. elemében, 0 <i < 2kv, az all, hogy

oP
L,
Ls

® |étezik-e egy €l a Trie-ban i cimkével,
és ha igen, hova vezet;

® ahhoz a prefixhez, ami a gyokerbdl
a v-hez vezet6 uton levo élek cimkéinek
és az i sztring konkatenaciojakent all el6,
tarolunk-e egy linket.

elda;

{ (00,y,), (O1y,), (10,y,), (11,y,) }
{(11100,y,), (11101y,), (11110,y,), (11111}y,),

(10000,y;), (10001,y:), (11001,y,) }

L, ={(1000000,ys), (1000001,y,) }

00:
01:
10:

y1'

yl'/

Ys

11: y,

000:
001:

010 -
011 -
100:| -

110: -

111 -

000:| -

001:

011: -

100:
101:

110:
111;

Y5 \Ooz Yg -

Ys - 01 vy, -
10:| -
11 - -

ys -

Ya

Ya -

y4 -

y4 -
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Multibit-Trie es prefix-expanzio

® A bitek szama b, amit egy v Trie-csomopontban
kezellink, egy nemures hosszosztaly és a kovetkezd
nemdures osztaly hosszkuldnbsége. A példankban ez
a gyokerben 2, annak gyermekeinél 5-2=3, és azok

gyermekeinél 7-5=2.

® Egy k célcim keresése:
A w gyokérben tekintjik k elsé b,,
bitjét k[1..b,]-t. A keresést annal a
gyermeknél folytatjuk, amelyre w-ben
az array k[1..b]-edik eleme mutat,
ha ilyen mutato letezik. Amig ilyen
mutato létezik, kovetjik a megfeleld utat.
Az utolso link y, amit ezen az uton talaltunk,
az tartozik a BMP-hez.

00:
01:
10:

y1'

Y1 -

ys 7

Yo

000:
001:

010 -
011 -
100:| -

110: -

111 -

000:| -

001:

011: -

100:
101:

110:
111;

Y5 \Ooz Yg -

Ys - 01 vy, -
10:| - -
11 - -

ys -

Ya

Ya -

y4 -

y4 -
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Multibit-Trie es prefix-expanzio

® A worst-case kereseési id6 egy T Multibit-Trie-ban linearis T melységéhez,
azaz O(s), ahol s a nem Ures hosszosztalyok szama.

® Egy bejegyzés beflizése vagy torlése hatakonyan elvégezheto.
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A tarigény minimalizalasa a Multibit-Trie-ban

® A Trie minden v csomd@pontjanak tarigénye 2
(az array elemeinek szama v-ben).

® AT Trie teljes tarigénye Z, - 2°.

Optimalizalasi feladat: Hogyan kell egy megadott s esetén az s hosszosztalyt
kivalasztani, hogy a Multibit-Trie tarigénye minimalis legyen?

Feltétel: A hosszosztalyok és a Trie rétegei k6z6tt egy-az-egyhez megfelelés
van. (Multibit-Trie esetén enélkul a feltétel nélkll is optimalizalhatunk.
[Srinivasan, Varghese 99])

® A Trie egy rétege azon Trie-csomopontok halmazat jelenti, melyek a gyokértél

ugyanolyan tavolsagra vannak. Az 1. réteg a gyokérbdl all. A 2. réteg a gyokeér
gyermekeibél, és igy tovabb...

® Az i. réteg megfelel az L; hosszosztalynak.

® Kovetkezéskeppen egy réeteg minden csomopontjanal ugyanannyi bitet
tekintlnk.

® Ezért egy réteg minden csomopontja ugyanakkora tarigenyd.
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A tarigény minimalizalasa a Multibit-Trie-ban

® Jeldlje AJj,l], 0 =<l =m, a nemures L, hosszosztaly minimalis tarigényét,
ha a tdle rovidebb leghosszabb nemires hosszosztaly L, j <.

® A[j,l], 0 =j <1< mkiszamitasa:

® Felepitlink egy 1-Bit-Trie-t T,-t az eredeti prefixekhez
uttomaorités nelkal.

® Legyen n(i) azon csomopontok szama T,-ben, amelyek
tavolsaga a gyokeértdl i és legalabb egy gyermekik van.

® Teljesul: Alj,l] = 2% n(j).
A Multibit-Trie L, -nek megfeleld retegének minden
csomopontjaban az array minden eleme, amely
T,-ben egy olyan csomopontnak felel meg, aminek
legalabb egy gyermeke van, L;,-nek megfelel6 reteg
csomopontjara mutat. Tehat az L, -nek megfeleld
rétegnek pontosan n(j) csomopontot kell tartalmaznia,
amelyek mindegyike 2% elemet tartalmaz.
Minden O <j <l = m —hez A[j,l] kiszamithato T,
segitségével O(m2) = O(W?) id6 alatt.
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A tarigény minimalizalasa a Multibit-Trie-ban

Példa:

® L, ={(0,y,), (1,y,)} T
® L, ={(10,y,)}

® L;={(111.y,)}
® L, =1{(1000.y5)}

® L. ={(11001),y:}
® L, = {(100000),y,}
® | ={(1000000),yg}

® A[0,2] = 220 n(0) = 41 = 4,
® A[2,5] =252 n(2) =82 = 16,
® A[5,7]=275n(5) = 4'1 = 4.

® Ez megadja egy 3 szint( Trie
tarsziksegletet L,, L és L.
hosszosztalyokkal.
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A tarigény minimalizalasa a Multibit-Trie-ban

® Tekintstk azt a Multibit-Triet, ami akkor keletkezik, ha az
eredeti L,,...,L, hosszosztalyokat ugy alakitjuk at prefix
expanzioval, hogy

® legfeljebb k nem Ures hosszosztaly marad és
® |, a legnagyobb hosszt tartalmazd hosszosztaly.
® Legyen M[l,k] a minimalis tarigénye a Trie retegeinek a
gyokertdl addig a retegig, ami L, —nek felel meg, ha k ¥
hosszosztalyt engediink meg. Ekkor érvenyes:

Opt:
M[1,1] = A[0,]] Viz1 (4) M
M[0,k] = O Vk=1 () /L rétege |

MILK] = minge,{ M[j,k-1] + Afj, ]} hal>0, k> 1 (6) —
2L n(j)..
L, retege

Y
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A tarigény minimalizalasa a Multibit-Trie-ban

(4) (M[L,1] = AJ0,l],V 1=1)igaz, mert a gyoker tarszukséglete pontosan
AJ0,l] = 2In(0) = 2!, ha L, az a nemUres hosszosztaly, ami a legrévidebb
sztringeket tartalmazza.

(5) (M[O,k] =0 fur V k = 1) csak annyit mond, hogy egy uUres Multibit-Trie
nem igényel tart.

(6) (M[L,k] = mingg{ M[J,k-1] + A[j,I] } fur 1 > 0, k > 1) igaz, mert az L-t
megel0z6 leghosszabb hosszosztalyra, Li-re minden lehetéseget
megvizsgalunk és ekkor a tarigeny a kdvetkez6 ket erték dsszege:

® Az optimalis tarigény a Multibit-Trie retegekhez, amelyek a
hosszosztalyoknak L;-ig felelnek meg és legfeljebb k-1 nem Ures
hosszosztalyt tartalmaznak (ezt M[j,k-1] irja le) és

® Az L, hosszosztaly retegének a tarigénye (ezt A[j,l] irja le).
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A tarigény minimalizalasa a Multibit-Trie-ban

® Dinamikus programozassal hatakonyan ki tudjuk szamitani M[l,k] minden
érteket.

® M[m,s] megadja a minimalis tarigenyt a Multibit-Trie-hoz, ami s réteget
tartalmaz.

® Legyen P[l,k] az aj ertek, amire M[1,k] = miny.,{ M[j,k-1] +A[},l] } a
minimumot veszi fel. A szamitas vegen

m, P[m,s], P[P[m,s],s-1], ...

adja meg a prefix-hosszakat az s hosszosztalyban.
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A tarigény minimalizalasa a Multibit-Trie-ban

Algoritmus Optimalis_Multibit_Trie
Input: A[j,l], V0 <j< 1< m; Ahosszosztalyok szama s

Output: M[1,k] és P[1,k], VO<lI<m,1l<k <s
1. forl=0tomdo

2. fork=1tosdo

3. if 1 = 0then M[l,k] :=0; PJ[L,k] :=0;

4. else if k = 1 then M[l,k] := A[O,I]; P[l,k] :=0;

5. else

6. MI[Z,K] := mingg{ M[j,k-1] +A[},] };

7. P[l,k] .= az a }, amire az el6z6 sor a minimumot adja;
8. fi;

9. od;

10. od;
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Az optimalis Multibit-Trie kiszamitasanak id  ©analizise

® Az 1-Bit-Trie felépitése es az n(i) und A[j,l] értekek kiszamitasa
O(NW + W?) id6t igényel.

® MJl,K] értekeinek kiszamitasa az Optimalis-Multibit-Trie algoritmussal
O(s*W?) idét igényel.

® Osszesen: O(N-W + s-W?) id6.

Tétel 2: Legyenek egy routing-tabla bejegyzései eés a kivant nem Ures
hosszosztalyok szama s adva. Az s nemiures hosszosztaly kivalasztasa,
amely a routing-tablahoz egy s retegt Multibit-Trie tarigényét minimalizalja,
O(N-W + s-W?) id6 alatt kiszamithato. O
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