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Multicasting
® Az adatok egy kuldétél egyidejileg tobb fogadohoz kertlnek atvitelre

® Felhasznalasi teriletek:
® Real time Streaming, Video-On-Demand
® Telefon-, Videokonferencia (all-to-all multicast)
o ..

® Multicasting tAmogatasa:
® Ethernet (csomag tipus 0800)
® [P (A D osztaly cimei Multicast céljara vannak lefoglalva)

® Egy multicast-csoport (group) minden tagja ugyanazt a D osztalybeli
cimet hasznalja
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Multicasting

® Naiv megoldas: Multicast-via-Unicast:
® A kuld6 egy kulén masolatot kild az adatokrol minden foadonak.

® Nagyon inefficiens: A kildott csomagok szamasokkal nagyobb, mint ami
szukseges lenne (kilondsen rossz all-to-all multicast esetén).

® Egy multicast-fa felepitése segitsegével:
® Minden linken csak egyszer tovabbitodik egy csomag.
® A routerek dontik el, hogy egy csomagot tobb linken is tovabbitanak-e.

vvvv

H

Router

Naiv megoldas Multicast-fa
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Multicasting

® Hogy néz ki egy optimalis multicast-fa?
® A haldzat terhelése minimalis legyen.

® Feltesszik: minden egyes linken az atvitel kéltsége
flggetlen az iranytol.

® Steiner Problema:
® Adott: Egy 6sszefligg6 iranyitatlan graf G=(V,E),
élsulyok c: E - R*,
terminal-csomdpontok halmaza NOV.
(N: a multicast-csoport tagjai: a kildé és minden fogado;

c(e): a kdltség, ami akkor Iép fel, ha az e linken adatot
viszunk at. P.l.: 1/savszélesséq)

® T=(V',E") eqgy Steiner-fa G-ben, ha T egy részfaja
G-nek és NOV’. A V'\N beli csomopontokat Steiner-
csomopontoknak nevezzik.

® Amit keresunk: Egy T Steiner-fa G-ben, melynek a
stlya c(T):=2 .5 c(e) minimalis.
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Steiner-fak

® Specialis eset: N=V

® Egy Steiner-fa feszitéfaja G-nek.

® Egy minimalis Steiner-fa minimalis feszitéfaja G-nek.

® Ekkor a Steiner probléema hatekonyan megoldhat6 (Prim algoritmusa).
® Specialis eset: |[N|=2

® Egy Steiner-fa egy ut a két terminal-csomopont kézott.

® Egy minimalis Steiner-fa egy kegrévidebb ut.

® Ekkor a Steiner problema hatekonyan megoldhat6 (Dijkstra algoritmusa).
® Altalanos esetben a Steiner probléma NP-nehéz.

® Meg akkor is, ha minden él sulya 1.

® PTAS (polynomial time approximation scheme) sem létezik a Steiner
problémahoz, ha P # NP.

® Egy PTAS egy olyan algoritmus, ami minden konstans €>0—hoz az
optimalis megoldas egy (1+¢)-approximatiojat n-ben polinomialis id6
alatt kiszamitja, azaz a kiszamitott megoldas koltsége az optimalis
megoldas koltségének legfeljebb (1+€)-szorosa.
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Approximacios algoritmusok

® Legyen P egy optimalizalasi problema.
Legyen P(l) a problema optimalis megoldasa egy adott | instanciara (inputra).
® A Steiner probléma esetén:
®l=G,c, N [egy adott iranyittlan graf, eélsulyok, terminalok]
® P(l) = ¢(T) [a minimalis Steiner fa sulya]

® A P problama g(n) relativ approximacios rataval (roviden g(n) rataval)
approximalhato, ha letezik egy polinomialis ideji algoritmus A, ugy hogy
minden n méretl | instanciara :

P(l) AU
max {3 (19} < 9(n)

ahol A(l) az A altal kiszamitott megoldas az | instanciara.
Egy ilyen A-t egy g(n)-approximacios algoritmusnak nevezzink a P
probléemahoz, a megoldast pedig g(n)-approximacionak.
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Steiner-fak — Tévolség-Heurisztika [Takahashi, Matsuyama 1980]

® Egy algoritmus a Steiner probléma
2-approximaciojahoz

® Alapdétlet:
1. Visszavezetjik a problémat egy minimalis
feszit6fa M=(N,F) kiszamitasanak problémajara. \
2. Megmutatjuk, hogy a minimalis feszitéfa M
kotsége c(M) legfeljebb 2-szer nagyobb, mint egy
minimalis Steiner-fa T koltsége c(T). /
3. A minimalis feszit6fabol M -bél konstrualunk egy
Seiner-fat T'-t, ugy hogy ¢(T") < c(M).
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

® 1. [épes: Kiszamitjuk a G'=(N,F) Tavolsag-grafot
G=(V,E)-hez:
® Legyen minden u,vON parhoz d(u,v) egy
legrévidebb at hossza u-tol v-hez G-ben.

® A tavolsag-graf G'=(N,F) tartalmaz minden u,vLN,
u#v, parhoz egy f={u,v} élet, melynek sulya

c’(f) ;= d(u,v).
® 2 |épés: Kiszamitunk egy M minimalis feszitofat
G -ben.

® 3 lépés: Kiszamitjuk G egy H részgrafjat, amely M
minden f={u,v} éléhez tartalmazza egy
legrévidebb Ut csomopontjait és éleit u-tol v-ez
G-ben.
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

® 4. |epes: Kiszamitjuk a G graf V(H) altal indukalt
részgrafjat H’-t.
® 5. |épés: Kiszamitjuk H™ egy minimalis feszitéfajat
T -t
® T  egy Steiner-fa G-ben.

® Megjegyzés: Alternativ, ki lehetne egy minimalis
feszitéfat direkt H-hoz szamitani ahhoz, hogy egy
2-approximaciot kapjunk egy minimalis. Azaltal,
hogy H™ -hoz szamitunk ki egy minimalis
feszit6fat, bizonyos esetekben jobb eredményt
lehet elérni.

® 6. |épés: Eltavolitjuk T"-bél azokat a Steiner-

csomopontokat (V(T)\N azon csomopontjait),
melyeknek a foka 1.
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

Futasi id6:
® 1. lepés: G kiszamitasa: O(|N| (n log n + m))
® Minden u € N csomoponthoz szamitsuk ki egy legrévidebb utak fajat Dijkstra
algoritmusaval
® 2. lépés: M kiszamitasa: O(]N|?)
® G -ben |N| csomopont van es O(|N|?) él. Prim algoritmuséaval: O(|N|?) id6
® 3. [épes: H kiszamitasa: O(|N]| n)

® Az M fa |N|-1 élének mindegyikét G-ben egy uttal helyettesitjik, amely utak
mindegyikének hossza legfeljebb n-1

® 4. |épes: H kiszamitasa: O(m)
® G minden élénel teszteljik, hogy mindkét végpontja H-ban van-e
® 5. [épes: T kiszamitasa: O(n log n + m)
® Prim algoritmusaval
® 6. [épes: A Steiner-csomopontok eltavolitasa, melyek foka 1: O(n)
® Osszesen: O(JN| (n log n + m)) id6
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Steiner-fak — Tavolsag Heurisztika

Az approximacios rata elemzése

® Jeldlje OPT egy minimalis Steiner-fa koltségét.

Lemma 1:
a) Legyen W’ a tdvolsag graf G” egy M minimalis

feszitbfajanak a sulya. Ekkor W™ < (2 — 2 / |[N|)OPT.

b) T sulya legfeljebb W".

Biz. a):
® Legyen T egy minimalis Steiner-fa

® Legyen P egy ut, amely egy tetszdleges s csomopontbdl
indul és egyszer ,korulfutja T-t*

® Kezdjiuk el T egy preorder bejarasat s-bél indulva es
adjuk hozza P-hez az éleket abban a sorrendben,
amelyben bejarjuk 6ket.

® T minden éle kétszer fordul elé P-ben.
® Ervényes: X . c(e) =2 OPT.

P = abcdcbhefeba
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

Vagjuk szét P-t azokon a helyeken, ahol egy N beli csomopont
elészor fordul eld.

® |N| dtdarabot kapunk.
Tavolitsuk el a legnagyobb sulyu utdarabot
® A megmarado |N|-1 atdarab sulya
<2 ((IN]-1) / IN]) OPT = (2 — 2/ |N]) OPT.
® Minden utdarab egy N beli csomépontbdl indul és egy

N beli csomopontban végzédik, ugy hogy minden N beli
csomopontban csak egy utdarab kezdddik és egy végzadik.

Tekintsiik minden utdarabhoz a megfelel6 élet a G™ tavolsag-
grafban.

® lLegyen P,, egy utdarab u-tol v-hez.
Ekkor: c"({u,v}) s c(P, ).
® Ez az |N|-1 él egy feszitbfat képez G -ben,
melynek sulya < (2 -2/ |N|) OPT.
G” egy minimalis feszit6fajanak M-nek a sulya W

< (2 —2/ |N|) OPT. Utdarabok:
abcd, dcbef, feba
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

Biz. b) (T" stlya c(T") <W"):

a vegpontok kozaotti legrovidebb uttal G-ben.

Ha alegrévidebb utak eldiszjunktak lennéenek, akkor H
sulya c(H) egyenld lenne M sulyaval ¢’ (M)=W"-vel.
Mivel a legrévidebb utak k6zos éleket is 1
tartalmazhatnak, c(H) < W’". 1

H egy minimalis feszitéfajanak T,, -nak a sulya c(T,,) /

A 3. lépésben az algoritmus helyettesiti M minden élét \

nem nagyobb mint c(H) < W".
Mivel HOH", c¢(T") s ¢(T) s W". 5

Miutan eltavolitottuk a Steiner-csomoépontokat, melyek V
foka 1, a suly csak cstkkenhet.

Tetell: A bemutatott algoritmus O(|N| (n log n + m)) id6 >
alatt kiszamit egy Steiner-fat, melynek kdéltsége
legfeljebb (2 — 2/ |N|) OPT < 2 OPT.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata  [Mehihorn 1988]

Alapadtlet:

® Az 1. lépésben a G” tavolsag-graf helyett egy G~ grafot szamitunk ki
c:E(G”) - R* élsulyokkal, ugy hogy
® Minden minimalis feszitéfa M™™ a G grafban a ¢”” élsulyok szerint
egyben egy minimalis feszitéfa a G™ grafban c élsulyok szerint, és
(M) =c'(M");
® G~ kiszamithaté O(n log n + m) idében.
® Kiszamitunk egy M™" minimalis feszitéfat G™* -ben.
® Ezutan végrehajtjuk az eredeti tavolsagheurisztika lépéseit M-t
hasznalva.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

G”" kdvetkezdkepp definialt:
® Minden z, [J N csomdponthoz legyen

N(z) ={z} U{vOV\N:d(v,z)=min,d(v,z") und

i = min{j : d(v,z)=min,d(v,z")} }

Vegyuk észre: N(z), z,[N, egy particiot definial V-ben.

® E(G”):={{z.z}:z,zON,
O{u,v} O E(G) mit u O N(z), v O N(z)}
®c(z,2) = min{d(z;,u) + c({u,v}) + d(v,z) :
{uv} OE(G), u ON(z), v ON(Zz) }

Figyeljik meg:
® G lehet G"-nek egy valbddi részgrafja.

® Egy él sulya G™"-ben lehet kisebb is mint G"-ben (nagyobb
nem lehet).
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata
G”” konstrukcigja:

® Adjunk hozza a G grafhoz egy Uj v,csomoépontot es

minden z O N -hez egy Uj {v,,z} elet c({v,,z}) = 0 élsullyal.

® Feltétel: Az eredeti G graf minden élének sulya >0.

® Szamitsunk ki v, kezdécsomoponttal egy legrévidebb
utak fajat T -t Dijkstra algoritmusaval.

Lukovszki Tamas Halbzattervezés, 2006
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

® TOroljuk v,-t és minden hozza incidens élet T4-bol.
® T, reszfakra esik szet.
® Minden részfa pontosan egy terminalcsomopontot
tartalmaz (ez a feltételbdl kdvetkezik az eredeti graf
éleinek a sulyardl).
® A z [N terminal részfaja pontosan N(z)-t
tartalmazza.

® Minden vV -re a kiszamitott legrévidebb ut
koltsége dist(v) pontosan a d(v,z) értéek, ahol z[N,
VLIN(2).
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

® ¢c":E(G") - R* kiszamitasa
® Teszteljuk G minden {u,v} élére, hogy u és v kulonb6z6
N(z) és N(z;) halmazban van-e.
® Ha igen, es {u,v} az elsé el N(z;) es N(z;) kozétt, vagy
d(u,z) + c({u,v}) + d(v,z) kisebb mint az aktualis koltseg
¢ ({z;,z}}), akkor legyen
¢ ({z,z}) :=d(u,z) + c({u,v}) + d(v,z).
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

Lemma 2: Legyen M™" a G~ graf egy minimalis feszitéfaja ¢~ élsulyok szerint.
Akkor M™" a G” grafnak egy minimalis feszit6faja ¢” elsulyok szerint.

Biz.: Megmutatjuk:
(1) G’-nek van egy olyan M* minimalis feszit6faja, hogy M* minden {z,,z} éle
G™"-ben is benne van ées ¢ ({z;,z})=c" ({z;,z})-
Ha (1) teljesul, akkor
® M* minimalis feszitéfaja G""-nek is és
® G~ minden mas M™" minimalis feszitéfajara teljesul, hogy
c’(M7) =c " (M*) =c’(M¥),
ezért M egy minimalis feszité6faja G -nek ¢” elsulyok szerint.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

Tegyuk fel: (1) nem teljestl. Legyen M°egy minimalis
feszitb6faja G -nek, amely
a) maximalis szamu G™~ beli elet tartalmaz, azaz

| E(M9 N E(G™) | maximalis, és

b) az élek Osszkoltsege 2y neC (€) minimalis azon
minimalis feszitéfak k6zott, amikre a) igaz.

Ekkor teljesdl:

® vagy létezik egy él {z,,z}IE(M9)\ E(G""),
® vagy egy olyan el letezik {z_,z}IE(M?, amelyre

c " ({z,,z}) >¢"({z,,z}) =d(z,,z,).

Legyen P egy legrévidebb ut z-t6l z-hez G-ben c szerint.
Tekintstnk egy olyan {u,v} élet, hogy u és v kulénb6zé
particidban van: mondjuk uliN(z;), vOIN(z)).

Lukovszki Tamas
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

Definicio szerint teljesul d(z;,u) = d(z,u), d(z;,u) < d(z,u).

Mivel N(z;) es N(z) k6zo6tt G-ben legalabb egy él van,
pl. {u,v}, kovetke2|k hogy {z;,Z}UE(G™).

{z;,z}} koltsége G™"-ben:
¢c’({zyz})  =min{d(u*,zj) + c({u*,v*}) + d(v*,z) :
u*UIN(z), v*UN(z)) }

< d(u,z) + c({u,v}) + d(v,z)
< d(u,zg) + c({u,v}) + d(v.z)
=c(P)
= d(z,,z,)
= ¢"({zo.2)).

Ezért P minden {u,v} € P élre, melynek vegpontjai

klonb6z6 particioban vannak, ulIN(z), vLIN(z), teljesul
hogy ¢ ({z,z}) = c'({z,,2}).

Lukovszki Tamas
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

® Tekintsuk a P utat z.-t6l z-hez G""-ben, ami kovetkez6kepp definialt:
® {7z} OE(P”) - O {uyv}OE(P), amelyre uN(z;), vVON(z), i#.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

® Haaz{z,z}életa G graf M°minimalis feszit 6fajabol
eltavolitjuk, M°két részfara M;°és M, esik szet. \zsj P

® Mivel P egy Ut z-t6l z-hez G™"-ben, letezik legalabbegy @ O™ R
{z,z} € P”" el, Ugy hogy @
V(M) és zUV(M)).

® Ha{z,z}tM>ben {zi,z-l}-vel kicseréljuk,
kapunk egy masik feszitéfat M*-t, amelyre Z
® c (M) =c(M)- c’({z,z) + ¢ ({z,7}) = ¢ (M9 Zi gy

Ezért M* egy minimalis feszitéfaja G -nek. /r

® A feltételink miatt;
® vagy {z,,z}UE(G™"), ekkor
IE(M*)NE(G™)| < |[E(M) NE(G™)| ;

® vagy {z,,z}0E(G™) ugy hogy c”({z.,z}) > ¢ ({z,z}), ekkor
¢ ({zszi}) > ¢ ({z,2) 2 ¢ ({z,7}), es ¢ (M*) < c"(M?.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

Tetel 2: Mehlhorn valtozata a tavolsag-heurisztikanak O(n log n + m)) id6
alatt kiszamit egy Steiner-fat, melynek koltsege legfeljebb
(2 —-2/|N|) OPT < 2 OPT.
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Steiner-fak — Dinamikus Programozas
[Dreyfus, Wagner 1972]

® Exakt algoritmus a Steiner probléma megoldasahoz.

® Az idéigeny exponencialis |[N|-ben.

® Egy DIV halmazra és egy vIV csomodpontra jel6lje S(v,D) egy
minimalis Steiner-fa koltségét, ahol a terminalok halmaza D U {v}.

® S(v,D) a kdvetkezd rekurzidval kiszamithato:
® S(v,D) = min - { d(v,w) + ming,yp{S(W,D")+S(w,D\D"}}

® w-t 0sszekoté csomopontnak nevezziik
® w foka =3
® Lehetséges, hogy w=v
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Steiner-fak

Megjegyzések:

24
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Legjobb ismert polinomialis ideji approximacio a Steiner problemahoz:
approximatios rata 1+ %2In 3 = 1,55 [Robins, Zelikovsky 2000]

Egy algoritmus, ami a gyakorlatban nagyon jol mikodik, az u.n. iteralt 1-heurisztika
[Kahng, Robins "95]:

Legyen S:=@ (S a kényszeritett Steiner-csomédpontok halmaza)
Szamitsunk ki a tavolsag-heurisztikaval egy T Steiner-fat N U S terminalokkal
do

Minden vV \ (N U S)-hez szamitsunk ki egy T, Steiner-fat
N U S U {v} terminalokkal a tavolsag-heurisztikaval,

Legyen u egy csomopont, amelyre c(T,) minimalis;
if (c(T)<c(T)) then S:=SU{u}, T:=T, fi
until (T-t nem tudtuk megjavitani)
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