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Hal6zattervezési Problémak

® A halozattervezeés kilonb6zd problémak sorozatat foglalja magaba

® A cél altalanosan:
® Egy alacsony koltségl halézat megtervezése, amely adott forgalomigényeket
kielégit.
® A topologia és a routing meghatarozasa

® Azon csomopontparok meghatarozasa, melyeket egymassal egy linkkel
dssze kell kotni.

® A linkek kapacitasanak megatarozasa.

® Minden forgalomkovetelményhez az Utvonal meghatarozasa, melyet a
routing hozzarendel.
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Buy-at-Bulk Halozattervezeési Problemak

® A buy-at-bulk halozattervezési probléma egy kabeltipussal (ND1K):

® Adott:
® V: csomopontok n elemi halmaza, a csomopontok 1-t6l n-ig szamozva vannak
® R=(r;): Forgalomigeny-matrix

® r,1R,,: forgalom egy id6egyseg alatt i -tdl j-be. Ez valamilyen alap-egysegben
adott (pl. 2Mbps).

® F: Egy link installalasanak fix alapkéltsége.
Kapacitas-figgetlen, minden linknél azonos.

® A=(a;): Koltség-matrix
® 3,[IR,,: Egy egységnyi kapacitasu link installalasanak a koltsége i es j kozott.
oA szimmetrikus és érvényes ra a haromszdg-egyenlétlenség:
Vijki g s ay +ay
® Feladat: hatarozzunk meg minden r; forgalom-igényhez, O<isjsn, egy P; utat, Ugy hogy
Y emi e (F+lqe)] a;) minimalis,

ahol
®E = E(U0<I<J<n ;) az installalt linkek halmaza,
® g(e) = eDF,iir az igények 6sszege, melyek utvonala az e linket tartalmazza
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Buy-at-Bulk Halozattervezeési Problemak

Megjegyzes: Az el6zd folian definialt probléma egy leegyszerisitése a
gyakorlatban fellép6 halézattervezesi problemanak
® Egy link kapacitas-fliggd koltsége gyakran nem linearisan figg a
kapacitastol
® Tovabbi korlatozasok lehetségesek, pl.:
® Hal6zat atmérdje
® Csomopontok foka

® Egy link kapacitasanak meghatarozasanal gyakran van szerepik
sztochasztikus faktoroknak is (kilondsen Access haldézatok esetén)

Packet level (TCP):

AcCcCess rate

Average
bandwidth
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Buy-at-Bulk Halozattervezeési Problemak

Lemma 1: Legyen OPT az ND1K probléma optimalis megoldasanak a kdltsége. A
kovetkez6 alsd korlatok érvényesek OPT-ra:
(1) OPT = Fe¢(n-1) + MST,
ahol MST egy minimalis feszitéfa koltsége az n csomopont altal
meghatarozott teljes grafban, melyben az (i,j) el sulya a;, i,j€V, i4.
(2) OPT 2 F.(n'l) + z1Si<j$n rija‘ij

Biz..
(1) A halozatnak dsszefligbnek kell lenni, es tartalmaznia kell egy feszitéfat,
melyben minden él kapacitasa legalabb 1. A kapacitas-fiiggetlen koltsége n-1
élnek F¢(n-1) és a kapacitas-figg6 legalabb MST.

(2) A haldzat legalabb n-1 élet tartalmaz: a kapacitas-fliggetlen koltség igy
2 F+(n-1). Minden r; igeény legalabb r;a; kapacitasfiggé koltseget okoz, mivel a
haromszog-egyenliGtienseg miatt nincs olyan Gt i és j kozott, ami révidebb mint a.
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Access Halbozattervezés

® A végfelhasznalok egy access haldzaton keresztll csatlakoznak a
gerinchalozathoz

® Az access haldzat u.n. koncentrator csomopontokbal all

m”um”um”n§
™

o | \]‘
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N

Gerinchaldzat
(backbone)

Access halbzat .
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Access Halbozattervezés

® Access halozattervezés egy kabeltipussal (AND1K)

® Minden forgalomigény egy kitiintetett csomoépontot, mondjuk az 1-es csomoépont, és
egy masik csomopontot kot 6ssze

® Az 1-es csomopontot forrasnak nevezzik
® Adott:
® V: csomopontok n elemd halmaza, a csomoépontok 1-t6l n-ig vannak szamozva
® [genyekr;>0,2<isn
® F: Egy link installalasanak fix alapkoltsege
® A=(a;): Koltség matrix: szimmetrikus és teljesiti a haromszdg egyenldtlenseget
® Feladat: hatarozzunk meg egy P,; utat minden r,; igényhez, 2 <i < n, Ugy hogy

Y o-agoe (F +1a(e) [ ay) minimalis,
ahol

® E'=E(U,..,P,): az installalt linkek halmaza,
® g(e) = Zempli r;i: az igények 6sszege, melyek utvonala az e linket tartalmazza
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Approximacios Algoritmus Access Halozattervezéshez
[Khuller, Raghavachari, Young 95]

® Bemutatunk egy approximacios algoritmust a AND1K problémahoz

® Alapja: Egy kdnnyl kozelitéen legrévidebb utak fajanak
(light approximate shortest path tree LAST) kiszamitasa

® Egy (a,B)-LAST T egy G=(V,E) grafhoz c : E - R* élsulyokkal és s kezdb
csomoponttal egy feszité6faja G-nek, amely

1. approximalja G-nek egy legrovidebb utak fajat s kezdé csomoponttal,
azaz minden vV csomopontra teljesul
d;(s,v) < a dg(s,v),
ahol

® d (s,v) az Ut hossza s-t6l v-hez T-ben
® dg(s,v) egy legrévidebb Ut hossza s-t6l v-hez G-ben
2. konnyd: c(T) =pBc(T,,), ahol T,, egy minimalis feszitéfaja G-nek.
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Access Halozattervezeés - LAST

Lemma 2: Legyen G az n csomépontu teljes graf a; élsulyokkal.
Legyen T egy (a,B)-LAST G-hez az 1-es kezdb csomoponttal.
Legyen P,; az ut az 1-es csomoponttdl i-hez T-ben.

Akkor T halozat koltsége a fenti routinggal <(a+p)OPT.

Biz.: Legyen E'=E(T) a T halézat éleinek halmaza.
Minden elJE" él legalabb egy P,; uton el&fordul.
A T haldézat koltsége, amely a routingbol adodik:
C=Fe(n-1) + Syl ale) 1
Minden el]E" élhez legyen A(e) := f}q(e) q(e)
A(e) az a kapacitas az e élen, amit megfizettink, de nincs ra sztikseg.
Ekkor C=C,+C,, ahol
C1 = 2o oed(€) &; und
C, =Fe(n-1) + Z_;,neDE) 3
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Access Halozattervezeés - LAST

Eqgy r,; igény r,; d(1,i) koltséget ad C,-hez.

Mivel T egy (a,B)-LAST, ry;d-(1,i)) =y o dg(1,1).

Mivel az elsulyokra érvényes a haromszog-egyenldtlenség, dg(1,i) = ay;.
Ezert

) Ci = Lpgian 4 Gr(L1) S O 2y 1y Ay -

gy Lemma 1 (2) miatt C, = a OPT.

Mivel A(e) <1 minden elJE" élre és T egy (a,B)-LAST, érvényes hogy
C, <Fe(n-1) + 2oy dy < Fe(n-1) + BMST.

lgy Lemma 1 (1) miatt C, < 3 OPT, és ezért

C < (a+p)OPT. O
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Egy (a,B)-LAST kiszamitasa

® Cél: Egy algoritmus, amely kiszamit egy (a,B)-LAST-ot lehetdleg kicsi a és 3
éertekekkel.

® Egy LAST kiszamitasahoz sziikseg lesz egy minimalis feszitfa
csomopontjainak preorder szamozasara.

Algoritmus Preorder_szamozas
Input: Baum T=(V,E)

Output: preorder szam num[v] minden vV csomoOponthoz

1. procedure preorder(node v)

2. begin

3.  num[v]:=i; =i+l

4. for all child w of v do

5. preorder(w);

6 od;

7. end;

8. =1, AS AR VA
0 preo rde r( S) : o St
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Egy (a,B)-LAST kiszamitasa

Lemma 3: Legyen T eqy feszitéfaja egy G=(V,E) grafnak c : E-R*
élsulyokkal és legyen s a T gyokere. Legyen z,,z,,...,z, tetszbleges
k+1 csomopont T-ben preorder szam szerint novekvé sorrendben.

Ekkor
2 1< O (Z1.1,2) < 2¢(T).

Biz.: Tekintsik a P utat, amelyet T preorder bejarasa .-~ ‘. NG

definial. T minden éle pontosan kétszer
fordul elé P-ben. Ezért

2eree)C(e) = 2 ¢(T).
P tartalmaz minden i-hez, 1 <i <k, egy
reszutat z, , elsd el6fordulaséatol z; els6
el6fordulasaig.
E részut hossza > d; (z.,,z).
Mivel ezek a részutak diszjunkt részutak
P-ben, kovetkezik az allitas. m
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Egy (a,B)-LAST kiszamitasa

Algoritmus: (a,)-LAST
Input: Egy 6sszefligg6 iranyitatlan graf G=(V,E), kezdécsomopont sV,
élsulyokc: E-R*ésa,f ertéekeka>1espB=1+2/(a-1).
Output: (a,B)-LAST T.
1. Kiszamitunk egy T,, minimalis feszitéfat G-ben;
Kiszamitjuk a legrévidebb utat s-t6l minden mas csomdéponthoz G-ben;
2. Kiszamitjuk T,, csomoépontjainak preorder szamozasat s gyokérrel;
3. H:=T,
4. forall vV preorder szam szerint névekvé sorrendben do
Kiszamitunk egy lerdvidebb utat P-t s-t6l v-hez H-ban;
if c(P)zadg(s,v) then
Legyen P, a legrévidebb ut s-t6l v-hez G-ben;
Adjuk hozza P eleit H-hoz ( azaz E(H) := E(H) U E(P)) );
fi;
od;
5. Kiszamitunk H-ban s kezd6écsomoéponttal egy legrévidebb utak fajat T-t;
6. return T,
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Egy (a,B)-LAST kiszamitasa

Lemma 4: Legyena>1éspB=1+2/(a-1).
A H grafra az (a,B)-LAST algoritmusban érvényes:

(1) minden v OV csomopontra, egy legrovidebb ut kbltsége s-t6l v-hez H-ban
< adg(s,v), és
(2) H 0Osszkoltsege c(H) < B c(T,,).

Bew.: A 4. lepés biztositja, hogy (1) teljesal. -
(2): Legyen PASS és z,,...,z, azon csomopontok sorozata .
preorder szam szerint novekvo sorrendben, melyek
a 4. lépésben P, (egy legrovidebb ut s-t6l z-hez
G-ben) hozzéadasat okoztak H-hoz.

Amikor z; (i=1,...,k) a 4. lepesben feldolgozasra
kertl, H tartalmazza azt az utat, ami
kovetkez6képp all 6ssze:

® P, ,, egy legrévidebb Ut s-tdl z; ,-hez G-ben " ot
kiegészitve

® T, preorder bejarasa altal definialt ut
részutjaval z_,-t6l z-hez. o’

S
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Egy (a,B)-LAST kiszamitasa

Ezen ut kéltsege dg(s,z;4) + dr, (2.1,2).

Mivel egy legrovidebb P Gt s-t6l z-hez H-ban legfeljebb ekkora koltségl és

c(P) > a dg(s,z) (4. lepes miatt), teljestl hogy
dg(s.zi.1) *+ dr (Zi.1,Z) > a dg(S,z), atrendezve:
a dg(s.z) - dg(s.z;y) < dp, (Zi.1,2)).

Osszeadva minden i-re, i=1,...,.k (mivel ds(s,z,) = 0):

a dG(S,Zl) - dG(S,Zo) < dTM(ZO’Zl)
a dg(s,z,) - dg(s,z,) < dTM(Zlizz)
a dG(S,Zk) - dG(S’Zk-l) < dTM(Zk'l’Zk)

gy
21<i«(0-1) dg(s,2) < leisdeM(Zi-l’Zi)

S
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Egy (a,B)-LAST kiszamitasa

Lemma 3 miatt 2, dr (Z4,Z) < 2¢(Ty).
gy
2 1<iad6(5,2) < (11 (0-1)) 21440y, (21.1,2) < 2¢(Ty) / (a-1).
Mivel
c(H) = c(Ty) + Z144ds(s,2) = (1 +2/(a-1)) c(Ty),
a bizonyitas teljes O

Satz 1:Legyena>1ésp=1+2/(a-1). A (a,B)-LAST algoritmus
polinomialis id6 alatt kiszamit egy (a,B)-LAST-ot G-ben,
azaz egy T feszit6fat, amelyre

® VvV :d(s,v)=adg(s,v)es

® c(T)<Bc(T,). 0
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Access Halbzatervezés

Megjegyzés: Az ANDKI1K access haldzattervezés problémaban
(a+B) = (a + 1 + 2/ (a-1)) ertéket kell minimalizalni ahhoz, hogy a legjobb
approximacios ratat garantaljuk.
A minimum o = B = 1+V2.
Ekkor az approximacios rata (a+p) = (2+2V2) = 4,82.

Algorithmus: AND1K

Input: csomopontok n elemi halmaza V, (csomopont 1 a forras);
forgalomigények r;;, 2 < i < n; fix koltség F, koltseg matrix A = (ay)

Output: Utak P,;, 2 <i=<n.

1. Kiszamitunk egy (1+V2, 1+V2)-LAST-ot T-t az 1-es kezdécsomoponttal a
teljes grafban, melynek csoméponthalmaza V es az elsulyok g,

2. Pj:=azutl-t6li-hez T-ben,2<i<n.
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Access Halbozattervezés

Tétel 2: Az AND1K algoritmus kiszamitja polinomialis id0 alatt az AND1K
probléma egy megoldasat, melynek koltsége legfeljebb (2+2+2) OPT. O

Lukovszki Tamas Halbzattervezés, 2006 18



lrodalom

® S. Khuller, B. Raghavachari, and N. Young: Balancing minimum spanning and
shorthest path trees . Algorithmica, Vol. 14, 305-322, 1995.

® F. Salman, J. Cheriyan, R. Ravi, amd S. Subramanian: Buy-at-bulk network
design: approximating the single-sink edge installation problem.
Proc. ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA97), 1997.

Lukovszki Tamas Halbzattervezés, 2006 19



