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Hal6zatok strukturgjanak dsszehasonlitasa

Hierarchikus telefon-hal6zat Az Internet

Switching
office ™=,

Toll /

office
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Aszimptotika

Legyen f,g : N2> R két fuggvény.

® f majdnem mindig nem nagyobb g-nél, f <. g, ha
OngONy On2ng, n 0Ny : f(n) < g(n).

® f(n) = O(g(n)), ha OcOR:f <,,cg. (ckonstans, n-tdl fliggetlen)
® f(n) = Q(g(n)), ha OcOR:cg <,,f.

® f(n) = ©(g(n)), ha f=0(g) és f = Q(g).

® f(n) = o(g(n)), ha lim,_., f(n) / g(n) = 0.

® f(n) = w(g(n)), ha lim,__., g(n)/f(n) = 0.
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Aszimptotika

Egy algoritmus komplexitasa:

® Legyen P : probléma,
| : input,
A: algoritmus, ami megoldja P-t

® T,(I) :az A algoritmus futasi ideje | inputtal
® S,(l) :az A algoritmus tarigénye | inputtal
® T,(n) :=sup {T(I): |l =n}

® S,(n) :==sup {S,(I) : |I] £n}
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Aszimptotika

P probldma komplexitasa:

® T(P) = O(f(n)), ha OA algoritmus, hogy A megoldja P-t és T,(n)= O(f(n))
® T(P) = Q(f(n)), ha O A algoritmus ami megoldja P-t : T,(n) = Q(f(n))

® T(P) = ©(f(n)), ha T(P) = O(f(n)) és T(P)= Q(f(n))

® T(P) = o(f(n)), ha OA algoritmus, hogy A megoldja P-t és T,(n) = o(f(n))
® T(P) = w(f(n)), ha O A algoritmus, ami megoldja P-t : T,(n) = w(f(n))
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Grafok

® Kommunikécios halézatok reprezentacidja: Grafok
® Graf G=(V,E)

® V: Csomopontok (cslicsok) halmaza

® E: Elek halmaza

® Amikor tobb graffal dolgozunk, akkor egy G graf csomépontjainak
halmazat V(G) —vel, éleinek halmazat E(G) —vel jeldljik.

® Csomopont — Router, Switch, Host...
® E| — fizikai dsszekottetés (Link)
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Iranyitatlan grafok

® Az élekhez nics irany hozzarendelve
® Az éleket a csomopontok kételemi részhalmazai reprezentéljak: e={u,v}
® Azt mondjuk, hogy az él e={u,v} a u és v csomdponthoz incidens.

® Ha a csomopont u és v egy éllel 6ssze van kotve, akkor azt mondjuk, hogy u
és v adjacens.

o«
\

O\./‘
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Irdnyitott grafok (Digrafok)

® Minden élnek van egy kezddpontja és egy végpontja
® Az éleket csomOpontok rendezett parjaval reprezentaljuk e=(u,v).
® Egy v csomopont ki-foka: |{ e O E: e=(v,w) }|
® Egy v csomOpont be-foka: |[{ e O E: e=(u,v) }|
® Egy specidlis eset: szimmetrikusan iranyitott grafok:
(uVv)OE < (v,u)CE.

e
'\ '\
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Gréafok reprezentacioja

® A tovabbiakben mindig n=|V| a csomodpontok szama és m=|E| az élek
szadma a grafban.

® G graf szokasos reprezentécidja:
® A csomopontok listaja
® Az élek listaja

® Minden csomoponthoz egy lista a hozza incidens élekrél
(iranyitott grafoknal egy kuldn lista a bemend es a kimend élekrol)

® Tarigény: O(n+m)
® Alternativ: Adjazecia matrix
® nxn matrix A

® 3, = 1, ha csomdpont i és j 6ssze vannak kotve egy éllel,
egyebként 0.

® Tarigény: O(n?)
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Sulyozott grafok

® A csomopontokhoz ill. élekhez gyakran sulyok vannak rendelve.
PIl. minden élhez rendelhetiink egy kapacitast ¢ : E - R* fliggvény altal,
ami a link savszélességét adja meg.

5
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Ut, kor

® Egy Ut u-t6l v-hez egy G=(V,E) grafban (u,vIV) egymast kovetd élek
egy olyan sorozata (Xy,X;),(X1.Xp), - ,(X.1,X), @hol u =Xy, v =X,

® Egy egyszer( Ut u-tél v-hez egy olyan Ut u-tél v-hez, ahol minden
csomapont csak egyszer fordul elé.

® Egy P Ut hossza egy sulyozatlan grafban az élek szama P-ben.

® Egy P Ut hossza egy sulyozott grafban az élek sulyainak dsszege P-
ben.

® Egy kor (ciklus) egy G=(V,E) grafban egymast kdveté élek egy olyan
sorozata (Xg,Xy),(X1,X5), -, (X.1.X), @ahol Xo= X,

® Egy egyszeri kor egy olyan kdr, amelyben minden csomépont csak
egyszer fordul elé.
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Osszefligg 6ség, er 6s Osszefligg 6ség

® Egy iranyitatlan graf G osszefliggd, ha G-ben minden csomépontbdl
minden mas csomoponthoz létezik egy ut.

® Egy iranyitott graf G er6sen 6sszefliggd, ha G-ben minden
csomépontbol minden mas csomoponthoz 1étezik egy iranyitott Ut.

‘\/ ‘\ ‘/ \.

Osszeflggd nem erésen dsszefliggd
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Teljes graf, részgraf, indukalt részgraf

® Egy graf teljes, ha a graf minden lehetséges élet val6ban tartalmaz.

® Egy G'=(V',E") gréf részgrafja G=(V,E) grafnak, ha V'OV és E'[IE.

® G’ indukalt részgrafja G-nek, ha E” minden olyan élet tartalmaz
E-bél, amely V" két csomépontjat koti dssze.

- - —
\C \C

részgraf indukalt részgraf
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Fak, Feszit 6fak

® Egy iranyitatlan gréaf egy fa, ha 6sszefligd és nem
tartalmaz kort.

® Egy iranyitatlan G=(V,E) graf feszit6faja egy olyan fa, /
melynek csomoéponthalmaza V és részgréafja G-nek. ®
® A csomopontokat, melyek foka 1, leveleknek nevezzik.
® Ha egy fa egy csomépontja ki van jeldlve mint gyokér,
akkor a fat gyokeres fanak nevezzik.
® Egy gyokeres faban minden v csomopontnak a gyokér 4
kivételével pontosan egy p(v) szililé csomopontja van,
amely v-hez adjacens és a v-tél a gydkérhez vezetd

egyértelm{ aton van. Minden més v-hez adjacens
csomopontot v gyermekének nevezink.

® Ha egy iranyitatlan graf nem 6sszefiiggd, akkor a
maximalis 6sszefliggd részgrafjait a graf 6sszefliggd
komponenseinek nevezzik.

Egy feszit6fa
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Minimalis Feszit 6fa

® Probléma :
Epitsiink fel egy olyan kommunikéacios halozatot, amely az adott
kommunikéaciés csomoépontok halmazat 6sszefliggéen dsszekoti.
Ehhez a csomopont parok kdzott vezetéket fektethetlink le, amelyek
koltsége a két végponttdl fiigg. A cél, a csombdpontokat minimalis
koltségl vezetékkel 6sszefliggéen 6sszekotni.

® Legyen G(V,E) egy iranyitatlan graf sulyozott élekkel, ahol az élek
sulyat egy ¢ : E - R* figgvény adja meg. Egy minimalis feszit6fa
(MST) G-ben egy olyan feszitéfa T=(V,E"), amelyre
c(T) := Y. c(€) minimalis.
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Egy minimdlis feszit 6fa kiszamitasa

Tétel 1: Legyen E'0E egy olyan élhalmaz, hogy G-nek létezik egy T
minimalis feszitéfaja, amely minden E” -beli élet tartalmaz.
Legyen T" egy részfaja T-nek, amely E” altal adott.
Legyen ellE egy él, melynek sulya minimalis azon élek kdzott, melyek
egyik végpontja T'-ben, a masik G\T -ben van.
Ekkor létezik egy minimalis feszitéfa, ami E'U {€} minden élét

tartalmazza.
T @ /‘\ G\T’
- @
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Egy minimélis feszit 6fa kiszamitasa

Biz.: Legyen T egy minimdlis feszit6faja G-nek, ami tartalmazza E’-t.
Ha T az e élet is tartalmazza, kész vagyunk. Tegyk fel, hogy e O T.
Akkor T U{e} tartalmaz egy C kort, ami T -beli és G\T -beli csomdpontokat
is tartalmaz. igy C-nek tartalmaznia kell az e élen kivill legalabb mégegy
e élnet T" és G\T  kozott. Mivel e sulya minimalis minden ilyen él kézott,
c(e) < c(e’). Legyen T =T U {e}\{e"}. Ekkor T"" egy feszitdfa, melyre
c(T) < c(T), és T" tartalmazza E'U{e} —t. O

T @ /‘\ G\T’
- ®.

~
.....
.
»,
.

|('D

Lukovszki Tamas Halozattervezés, 2007 19

Egy minimélis feszit 6fa kiszamitasa

Tétel 1 implikélja, hogy egy minimalis feszitéfat ki tudunk szamitani
ugy, hogy egy ures E” élhalmazzal indulunk és minden I1épésben
hozzadunk E’-hez egy olyan e élet, amely az 8sszes él kdzil, ami az
aktualis részfakbdl kivezet, minimalis suly.
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Kruskal algorithmusa
4 _ N
Input : Egy 0sszefligg6 iranyitatlan G=(V,E) graf c : E - R* élsulyokkal
Output : G egy minimalis feszitéfaja T=(V,E")
E":=0;
for all e={u,v} OE slly szetint névekvé sorrendben do
if u és v kilénb6z6 dsszefiiggd komponensében van G'=(V,E")-nek then
E":=E"U{e};

fi;
od;
return T=(V,E");

\ )
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Kruskal algoritmusanak helyessége

Indukcio:
® E'=0@ : az Ures élhalmazt minden minimalis feszit6fa tartalmazza.

® Legyen E” az aktudlis élhalmaz. Indukcids feltétel: E -t tartalmazza egy
minimalis feszitéfa T. Legyen e={u,v} az az él, ami éppen feldolgozésra
kertl. Ha u és v csomépont TNE" ugyanazon T~ részfajdban van, akkor
T U{e} tartalmaz egy C kort, ugy hogy e egy maximalis sulyu él C-ben,
mivel az élek suly szerint névekvd sorrendben kerilinek feldolgozasra.
Kdvetkezésképpen e nem keril bele E -be.

® Ha u és v csomoOpont TNE” kilonbzé 6sszefliggé komponensében van,
akkor {u,v} egy minimalis sllyu él, ami az u-t tartalmaz6 részfabdl kivezet,
mivel az élek suly szerint névekvd sorrendben keriinek feldolgozasra.
Ekkor Tétel 1 szerint lIétezik egy minimalis feszitéfa, ami az E"U{e}
élhalmazt tartalmazza. igy e belekeril E -be.
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Kruskal algoritmusanak elemzése

® Az élek sorbarendezése: O(m log m) = O(m log n) id8, O(m) tar
® Tesztelni, hogy az éppen feldolgozéasra keriilg él végpontjai
ugyanabban az 6sszefiiggé komponensben vannak-e, és ha nem,
akkor a két 6sszefliggd komponens egyesitése: amortizaltan
O(a(m,n)) idé.
® Union-Find adatstruktira segitségével (R. Tarjan, 1979)
® a(m,n) az Ackermann fliggvény egy funkcionalis inverze:
a(m,n) = min{ z : A(z, 4 m/n]) > log n }, ahol
A(i,0)=0, A(i,1)=2 haiz0,
A(0,))=2j hajz0,
A= A(i-1, A(i,j-1)) haiz1,jz2.

® Osszesen: O(m log n) id6, O(n+m) tar
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Prim algoritmusa

T . ‘ G\T’

® Kivélasztunk egy tetszéleges s csomépontot, mint
kezddépont.

® Mindig azt a T" részfat tekintjuk, amely s-t
tartalmazza.

minimalis sulydt és hozzaadjuk E"-hez.
® Ezaltal T minden lépésben egy éllel és egy
csomoponttal lesz nagyobb.
® Minden idépontban csak egy T részfa van,
ami tébb mint egy csomépontot tartalmaz. ® @
® Tétel 1 feltételei teljestinek, igy n-1 1épés utdn T
egy minimalis feszitéfava né.

Lukovszki Tamas Hal6zattervezés, 2007 24




Prim algoritmusa

Hogyan lehet minden Iépésben a hozzdadando e élet hatékonyan meghatarozni?

® e sulya minimalis kell hogy legyen mindazon élek k6z6tt, amelyek egy T -beli
csomopontot egy G\T -beli csoméponttal kdtnek éssze.

® Ehhez egy u.n. Priority-Queue adatstruktdrat hasznalunk.
Egy Priority-Queue Q a kdvetkez6 operaciokat bocsajtja rendelkezésre:

® Q.Insert(e,p): e elem hozzdadésa p prioritassal Q-hoz,

® Q.DecreasePriority(e,p): cstkkenti a prioritasat a Q -ban mar tartalmazott
e elemnek p-re,,

® Q.DeleteMin(): visszaadja Q legalacsonyabb prioritdsu elemét és torli azt
Q-bdl.
® Alternativdk Q implementalasara:
® Binaris kupac (binary heap): mindharom operacié O(log n) id6 alatt.
® Fibonacci Heap: Insert és DecreasePriority O(1) id6ben és DeleteMin
O(log n) id6ben amortizaltan.

Lukovszki Tamas Halézattervezés, 2007 25

Prim algoritmusa

Invariansok:

® Q taralmazza az 6sszes vOG\T csomépontot, ami T"-bdl egy éllel
elérhetd. Legyen e, egy minimalis sulya él azon élek kozil, melyek egy
T -beli csomdpontot kdtnek 6ssze v-vel. Akkor v prioritasa Q-ban: c(e,).

® Minden v csoméponthoz, ami Q-ban van, nyilvantartjuk egy from[v]
véltozéban a minimalis sulya et élet T und v kozott.

Inicializalas:

® A startcsomoépont s minden v szomszédjat beletesszik Q-ba c({s,v})
prioritassal és

® e={s,v} élet taroljuk from[v]-ban.

Lukovszki Tamas Hal6zattervezés, 2007 26

Prim algoritmusa

® A kovetkezd élet, amit E'-hez hozzaadunk, a Q.DeletMin()
operacioval hatarozhatjuk meg:
ezzel megkapjuk azt a v € G\T" csomopontot, amely T"-bél
egy minimalis sulya éllel érhet6 el.
® Ezutan az e, =from[v] élet hozzaadjuk E"-hez.
® Ezutan a kovetkez6 adtokat kell aktualizalni,
hogy az invariansok érvényesek maradjanak
(v mostmar T -ben van):
® v azon w szomszédjait, amik még nincsenek benne
Q-ban, hozzé kell adni Q-hoz c({v,w}) prioritassal és

from[w]-ben tarolni kell {v,w}-t. (] )
® v azon w szomszédjainal, amik méar Q-ban vannak, és
nagyobb a prioritasuk, mint c({v,w}), cstkkentenikella = @ ®

prioritast c({v,w})-re és
from[w]-ben tarolni kell {v,w}-t.
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Prim algoritmusa

a N
Input : egy 6sszefliggé iranyitatlan 10. while |[E’|<|V|-1do
G=(V,E) graf c : E- R* élsulyokkal  11. v := Q.DeleteMin();
Output : G egy minimalis feszit6faja 12. E":= E"U {from[v]};
T=(V,E") 13. ready[v]:=true;

14. for all e={v,w}do

1. s:=tetszb6leges startcsomodpont 15. if wOQ and c(e)<c(from[v]) then
V-bél; 16. from[v]:=e;

2. ready[s]:=true; 17. Q.DecreasePriority(w,c(e));

3. ready|v]:=false, Vv e V\{s}; 18. else if wQ and not ready[w] then

4. priority_queue Q; 19. from[w]:=e;

5. forall e={s,v} € Edo 20. Q.Insert(w,c(e));

6. from[v] :=e; 21. fi;

7. Q.Insert(v,c(e)); 22. od;

8. od; 23. od;

9. FE:=g; 24. return T=(V,E");

k %
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Prim algoritmusa

Futasi id6 (Fibonacci Heap-pel):

® # Q.Insert(): n (csomoépontonként 1) - O(n) idé

® # Q.DeleteMin(): n (csomépontonként 1) - O(n log n) idé

® # Q.DecreasePriority(): <m (élenként <1) - O(m) id6

® # Ateszt a 15. és a 18. sorban: m (élenként 1) - O(m) id6
@ |nicializalas: O(n) id6

® Osszesen: O(n log n + m) id6

Tarszikséglet: O(n+m)
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Megjegyzések

® Az aszimptétikusan leggyorsabb algoritmus a minimalis feszitéfa
kiszamitasara O(na(m,n) + m) idét és O(n+m) tarat igényel
[B. Chazelle 1998].

® A minimalis feszitéfa kiszamitasanak idéigényére ismert als6 korlat
Q(n+m).

@ Nyitott Probléma: Meg lehet-e javitani az alsé vagy a felsé korlatot?
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Legrévidebb utak faja — single source shortest paths

® Adott:
® Egy iranyitott graf G = (V,E), ¢ : E — R, nem negativ élsulyokkal
® Kezdd csomépont s € V
® | egyen
® P Utvonal stlya c(P) := 2 .pC(e) az élek sulyainak 6sszege P-ben
® u és v tavolsaga G-ben, u,veV, egy legrévidebb Gt stlya G-ben u és
v kdzott : d(u,v) := min{ c(P) : P egy ut u-tél v-hez G-ben}
® Keressik:
® egy legrovidebb utat s kezdé csomoponttl minden mas v € V \ {s}
csomoéponthoz G-ben
® Feltesszik, hogy minden v € V \ {s} elérhetd s-b6l. Nem elérhetdé
csomolponthoz nem létezhet legrévidebb Ut sem
® Megoldas:
® Egy fa, melynek gyokere s és minden v € V \ {s} csoméponthoz
tartalmaz egy legrovidebb utat s-tél v-hez G-ben
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Dijkstra algoritmusa

® Otlet: A legrovidebb utakat hosszuk szerint ndévekvd sorrendben szamitjuk ki.
® Minden v € V csomoponthoz kiszamitjuk a kovetkezé értékeket:
® d[v]: egy legrovidebb ut hossza s-t6l v-hez,
® pred[v] : a v-t megel6z8 csomdbpont egy legrovidebb aton s-tél v-hez.
® Az algoritmus végrehajtdsa utan az élhalmaz { (pred[v],v) : v OV \{s}}
megadja egy legrovidebb utak fajat s gyokérrel G-ben.

® Egy v csomopontot ,kész“-nek jeldliink: ready[v] = true , ha mar
meghataroztunk egy legrévidebb utat s-tél v-hez (rov. legrovidebb s-v utat).

® A ,.nem kész" csomoépontok I
“ current distance d[v]

halmazét, amelyeket egy
source node s

.K€sz" csomépontbdl egy éllel
elériink, horizont -nak nevezzik.
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Dijkstra algoritmusa

@ Invariansok:

® Minden horizont beli csomépontot egy Q priority-queue -ban térolunk,
ugy hogy minden v O Q csomoépontra a kévetkezé érvényes:

od[v] egy legrévidebb s-v Ut hossza mindazon utak koz6tt, melyek
v-n kivil csak ,kész* csomdpontokat tartalmaznak,

®pred[v] a v-t megel6z6 csomopont egy ilyen uton,
® v prioritasa Q-ban d[v]
@ Inicializalas

® d[s]:=0, ready[s]:=true,

® s minden v szomszédjara:
od[v]:=c(s,v), pred[v]:=s, ready[v]:=false,
®Q.Insert(v,d[v] ).

® Mindenv € V \ {s} csomé&pontra:
®d[v]:=c0, ready[v]:=false.
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Dijkstra algoritmusa

® Az invaridnsok meg6rzése egy iteracio utan
® Minden lépésben egy Uj csomobpont lesz ,kész", egy csomdpont v minimalis
prioritdssal.
® d[v] mar tartalmazza a helyes értéket.
Mivel v minimdlis prioritasd csomépont, minden olyan s-v (t sulya, amely ,nem kész*
csomapontot is tartalmaz, legalabb olyan nagy, mint annak az Gtnak a hossza, amit
mar megtalaltunk a csak ,kész“ csomépontokat tartalmazé utak kozott.
® Legyen Adj[v] :={u: (v,u) € E}, veV, a v-hez adjacens csomodpontok halmaza
® minden u € Adj[v], hau € Q,
meg kell vizsgalni, hogy s-t6l u-hoz direkt
v-bél egy révidebb Ut vezet-e, mint azok
az utak, amik csak v-t6l kilbnb6z6
.Kész"” csomépontot tartalmaznak.
Ha igen, akkor aktualizaljuk
® pred[u] := v és d[u] := d[v] + c(v,u),
® csokkentsuk u prioritasat Q-ban.
® minden u € Adj[v], hau O Q és u ,nem kész":
® pred[u] := v, d[u] := d[v] + c(v,u),
® u-t be kell szarni Q-ba d[u] prioritassal.
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Dijkstra algoritmusa

- _ N
Dijkstra (G,s,c) 12 while Q# @ do
Output : egy legrévidebb utak faja 13 V= Q.DeleteMin();
T=(V,E’) G-ben s gyokeérrel 14 E'=E U{(pred[v],v)}
01 E :=@: 15  ready|v] := true;
02 ready[s] := true; 16 forgll u € Adj[v] do
03 ready[v] :=false; Vv OV\{sk 17 if u 0 Q and d[v] + c(v,u) < d[u]) then
04 d[s] :=0; 18 pred[u] :=v;
05 dv]:i=occ0; VvOV\{sk 19 d[u] := d[v] + c(v,u);
20 Q.DecreasePriority(u,d[u]);
06 priority_queue Q; 21 else if u 0 Q and not ready[u] then
N 22 pred[u] :=v;
07 forall v O Adj[s] do 23 du] := d[v] + c(v,u);
08 predv] =s; 24 _ Q.Insert(u,d[u]);
09  d[v] :=c(s,V); 25 fi
10  Q.Insert(v,d[v]); 26 od
11 od 27 od

& %
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Dijkstra algoritmusa

Futéasi id6 (Fibonacci Heap-pel):

® # Q.Insert(): n (csomdpontonként 1) -- O(n) id6

® # Q.DeleteMin(): n (csomoépontonként 1) -- O(n log n) id6
® # Q.DecreasePriority(): <m (élenként <1) -- O(m) idd

® # Ateszta 17. és 21. sorban: m (élenként 1) -- O(m) id6
® Inicializalas: O(n) id6

® Osszesen: O(n log n + m) idé

Té&rigény: O(n+m)
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Dijkstra: Példa

szimmetrikusan iranyitott élek
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OSPF (Open Shortest Path First) Routing

® Minden router tarol egy legrovidebb utak fat, a legrévidebb utakat sajat magéatol
minden cél-cimhez.

® Startup:
® Amikor egy router-t bekapcsolunk, kild egy ,hello“-csomagot minden
szomszédjanak,
@ Miutan a ,hello“-csomagokat visszakapja
® Meghatéaroz egy routing kapcsolatot mindazon router-ekkel a routing
adatbankok szikronizalasaval, amely routerek ezt a szinkronizalast
megengedik.
® Update:
® Minden router rendszeres idékdzénként kiild egy update-lizenetet, amely a
§ajét u.n. link-state“-jét (a routing-adatbankjat minden mas routerhez) irja le.
Igy minden router megkapja a lokalis halézati topolégia leirasat.
® Minden router kiszamit egy legrovidebb utak fajat. Ez a fa minden

kommunikéacios célhoz megadija a kdvetkezd routert, amin keresztil kell
kildeni az Gzenetet.
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