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2: Multicasting — Steiner Fak
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Multicasting
® Az adatok egy kuild6tél egyidejlileg tobb fogaddhoz keriilnek atvitelre

® Felhaszndlasi tertletek:
® Real time Streaming, Video-On-Demand
® Telefon-, Videokonferencia (all-to-all multicast)
o .

® Multicasting tamogatasa:
® Ethernet (csomag tipus 0800)
® |P (A D osztaly cimei Multicast céljara vannak lefoglalva)

® Egy multicast-csoport (group) minden tagja ugyanazt a D osztalybeli
cimet hasznalja
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Multicasting

® Naiv megoldas: Multicast-via-Unicast:
® A kildd egy kiulén masolatot kild az adatokrél minden foadénak.
® Nagyon inefficiens: A kildott csomagok szdmasokkal nagyobb, mint ami
szikséges lenne (kuléndsen rossz all-to-all multicast esetén).
® Egy multicast-fa felepitése segitségével:
® Minden linken csak egyszer tovabbitédik egy csomag.
® A routerek dontik el, hogy egy csomagot tobb linken is tovabbitanak-e.

Multicast-fa

Naiv megoldas
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Multicasting

® Hogy néz ki egy optimalis multicast-fa?
® A halézat terhelése minimalis legyen.
® Feltesszik: minden egyes linken az atvitel koltsége
fliggetlen az iranytol.
® Steiner Probléma:
® Adott: Egy 6sszefliggd iranyitatlan graf G=(V,E),
élsulyok c: E - R,
terminal-csomoépontok halmaza NOV.
(N: a multicast-csoport tagjai: a killdé és minden fogado;
c(e): a koltség, ami akkor Iép fel, ha az e linken adatot
visziink at. P.l.: 1/savszélesség)
® T=(V',E’) egy Steiner-fa G-ben, ha T egy részfaja
G-nek és NOV'. A V'\N beli csomépontokat Steiner-
csomopontoknak nevezzuk.
® Amit keresunk: Egy T Steiner-fa G-ben, melynek a
stlya c(T):=Z .o c(e) minimalis.
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Steiner-fak

® Specidlis eset: N=V

® Egy Steiner-fa feszitéfaja G-nek.

® Egy minimalis Steiner-fa minimalis feszit6faja G-nek.

® Ekkor a Steiner probléma hatékonyan megoldhat6 (Prim algoritmusa).
® Specidlis eset: |N|=2

® Egy Steiner-fa egy Ut a két terminal-csomépont kézott.

® Egy minimalis Steiner-fa egy kegrovidebb ut.

® Ekkor a Steiner probléma hatékonyan megoldhaté (Dijkstra algoritmusa).
® Altalanos esetben a Steiner probléma NP-nehéz.

® Még akkor is, ha minden él silya 1.

® PTAS (polynomial time approximation scheme) sem létezik a Steiner
problémahoz, ha P # NP.

® Egy PTAS egy olyan algoritmus, ami minden konstans €>0-hoz az
optimalis megoldas egy (1+¢€)-approximatiéjat n-ben polinomidlis id6
alatt kiszamitja, azaz a kiszamitott megoldas koéltsége az optimalis
megoldas koltségének legfeljebb (1+¢)-szorosa.
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Approximéciés algoritmusok

® Legyen P egy optimalizalasi probléma.
Legyen P(I) a probléma optimalis megoldasa egy adott | instanciara (inputra).
® A Steiner probléma esetén:
®|=G,c, N
O P(l) =c(T)

[egy adott iranyittlan graf, élsulyok, terminalok]
[a minimalis Steiner fa sulya]

® A P problama g(n) relativ approximacios rataval (réviden g(n) rataval)
approximalhato, ha létezik egy polinomidlis ideji algoritmus A, Ugy hogy
minden n méretd | instanciéra :
P A
MmaXx {A(I)a p([)} < g(n)
ahol A(l) az A altal kiszamitott megoldas az | instanciara.
Egy ilyen A-t egy g(n)-approximaciés algoritmusnak nevezzink a P
probléméhoz, a megoldast pedig g(n)-approximaciénak.
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika  [Takahashi, Matsuyama 1980]

® Egy algoritmus a Steiner probléma

® Alapdtlet:
1. Visszavezetjuk a problémét egy minimalis
feszitéfa M=(N,F) kiszamitdsanak problémajara. \
2. Megmutatjuk, hogy a minimalis feszit6fa M
kotsége c(M) legfeljebb 2-szer nagyobb, mint egy
minimalis Steiner-fa T koltsége c(T).
3. A minimalis feszit6fabdl M -bél konstruélunk egy
Seiner-fat T'-t, agy hogy c(T") < c(M).
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

® 1. |épés: Kiszamitjuk a G"=(N,F) Tavolsag-grafot
G=(V,E)-hez:
® Legyen minden u,vON parhoz d(u,v) egy
legrdvidebb Gt hossza u-tdl v-hez G-ben.
® A tavolsag-graf G'=(N,F) tartalmaz minden u,vON,
u#v, parhoz egy f={u,v} élet, melynek sulya
c’(f) :=d(u,v).

® 2 |[épés: Kiszamitunk egy M minimalis feszit&fat / 5
2
5

G’-ben.

® 3 |[épés: Kiszamitjuk G egy H részgréafjat, amely M &,
minden f={u,v} éléhez tartalmazza egy 1
legrévidebb Gt csomdpontjait és éleit u-tél v-ez
G-ben.
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Steiner-fdk — Tavolsag-Heurisztika

® 4, |épés: Kiszamitjuk a G graf V(H) altal indukalt vg
részgrafjat H'-t.
® 5. [épés: Kiszamitjuk H™ egy minimalis feszitéfajat ° \
T -t
® T egy Steiner-fa G-ben.
©® Megjegyzés: Alternativ, ki lehetne egy minimalis 1
feszitéfat direkt H-hoz szamitani ahhoz, hogy egy 5
2-approximaciot kapjunk egy minimalis. Azaltal,
hogy H" -hoz szamitunk ki egy minimalis
feszitéfat, bizonyos esetekben jobb eredményt
lehet elérni.
® 6. |épés: Eltavolitjuk T -bél azokat a Steiner-
csomopontokat (V(T)\N azon csomépontjait),
melyeknek a foka 1.
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

Futasi id6:
® 1. |épés: G’ kiszamitasa: O(IN]| (n log n + m))
® Minden u € N csoméponthoz szamitsuk ki egy legrévidebb utak fajat Dijkstra
algoritmusaval
® 2. |épés: M kiszamitasa: O(|N|?)
® G’-ben |N| csomépont van és O(|N|?) él. Prim algoritmuséaval: O(|N|?) id&
® 3. |épés: H kiszamitasa: O(|N| n)
® Az M fa |N|-1 élének mindegyikét G-ben egy Uttal helyettesitjiik, amely utak
mindegyikének hossza legfeljebb n-1
® 4. |épés: H  kiszamitasa: O(m)
® G minden élénél teszteljik, hogy mindkét végpontja H-ban van-e
® 5. |épés: T™ kiszamitasa: O(n log n + m)
® Prim algoritmusaval
® 6. |épés: A Steiner-csomoépontok eltavolitdsa, melyek foka 1: O(n)
® Osszesen: O(IN| (n log n + m)) id6

Lukovszki Tamas Hal6zattervezés, 2007 10

Steiner-fak — Tavolsag Heurisztika

Az approximacios rata elemzése
® Jeldlje OPT egy minimalis Steiner-fa koltségét.
Lemma 1:
a) Legyen W’ atavolsag graf G” egy M minimalis
feszitéfajanak a sulya. Ekkor W* < (2 — 2/ |N|)OPT.
b) T sulya legfeljebb W".
Biz. a):
® Legyen T egy minimalis Steiner-fa
® Legyen P egy Ut, amely egy tetszéleges s csomopontbol
indul és egyszer ,korilfutja T-t*:

® Kezdjuk el T egy preorder bejarasat s-bél indulva és
adjuk hozz4 P-hez az éleket abban a sorrendben,
amelyben bejarjuk 6ket.

® T minden éle kétszer fordul elé P-ben.
® Ervényes: I ¢pc(e) =2 OPT.

P = abcdchefeba
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

® Vagjuk szét P-t azokon a helyeken, ahol egy N beli csomépont
elészor fordul elé.
® |N| atdarabot kapunk.
® Tavolitsuk el a legnagyobb silyu Gtdarabot
® A megmaradé |N|-1 atdarab sulya
<2 ((IN]-1) / IN])) OPT = (2 — 2/ |N|) OPT.
® Minden Utdarab egy N beli csomépontbdl indul és egy
N beli csomépontban végzédik, tgy hogy minden N beli
csomoépontban csak egy Utdarab kezdédik és egy végzdadik.
® Tekintsik minden Gtdarabhoz a megfeleld élet a G” tavolsag-
grafban.
® lLegyen P, egy Utdarab u-tol v-hez.
Ekkor: ¢"({u,v}) s c(P, ).
® Ez az |N|-1 él egy feszitéfat képez G -ben,
melynek sulya < (2 -2/|N|) OPT.
® G’ egy minimdlis feszitéfajanak M-nek a sulya W
<(2-2/|N]) OPT.

Utdarabok:
abcd, dcbef, feba
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Steiner-fdk — Tavolsag-Heurisztika

Biz. b) (T" stlya c(T") s W’):
® A 3. |épésben az algoritmus helyettesiti M minden élét
a végpontok kdzotti legrévidebb dttal G-ben. 5 \

® Ha alegrovidebb utak éldiszjunktak lennének, akkor H
sulya c(H) egyenl6é lenne M sulyaval ¢’ (M)=W"-vel.

® Mivel a legrovidebb utak k6zos éleket is I,
tartalmazhatnak, c(H) < W'. 1

® H egy minimalis feszitéfajanak T, -nak a sdlya c(T,) °
nem nagyobb mint c(H) < W', /

® Mivel HOH, c(T") < c(Ty) W' 5

® Miutan eltavolitottuk a Steiner-csomépontokat, melyek vg
foka 1, a suly csak csokkenhet.

Tétell: A bemutatott algoritmus O(JN]| (n log n + m)) id6 °

alatt kiszamit egy Steiner-fat, melynek koltsége
legfeljebb (2 — 2/ |N|) OPT < 2 OPT.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata  [Mehihorn 1988]

Alapotlet:
® Az 1. |épésben a G’ tavolsag-graf helyett egy G grafot szamitunk ki
¢ ":E(G"") - R* élIsulyokkal, ugy hogy
® Minden minimalis feszitéfa M a G™” grafban a c”” élsulyok szerint
egyben egy minimalis feszitéfa a G” grafban c élsulyok szerint, és
(M) =c(M7);
® G’ kiszamithaté O(n log n + m) idében.
® Kiszamitunk egy M"" minimalis feszitéfat G -ben.
® Ezutan végrehajtjuk az eredeti tavolsagheurisztika lépéseit M™" -t
hasznalva.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn véltozata

G"" kovetkezdképp definialt:
® Minden z,0 N csoméponthoz legyen

N(z) :={z} U { v OV\N:d(v,z)=min,d(Vv,z") und

i =min{j: d(v,z)=min, d(v,z")} }

Vegyuk észre: N(z;), zON, egy particiét definidl V-ben.

® E(G") ={{z.z}:z,zON,
O{u,v} O E(G) mitu O N(z), v ON(z)}
() c"(zi,zj) := min{d(z,u) + c({u,v}) + d(v,zj) :
{uv} DE(G), uON(z),vON(z)}

Figyeljuk meg:

® G”’ lehet G"-nek egy valodi részgrafija.

® Egy €l sulya G""-ben lehet nagyobb is mint G -ben (kisebb
nem lehet).
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn véltozata
G’ konstrukcioja:

® Adjunk hozza a G grafhoz egy (j v,csomopontot és )
minden z O N -hez egy Uj {v,,z} élet c({vy,z}) = 0 élstllyal. |
® Feltétel: Az eredeti G graf minden élének sulya >0.

® Szamitsunk ki v, kezdécsomoponttal egy legrévidebb
utak fajat T4 -t Dijkstra algoritmusaval.
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Téavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata Tévolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

® Torodljik vyt és minden hozz4 incidens élet T4-bél. ® ¢"":E(G”") - R* kiszamitasa

® T részfakra esik szét. ® Teszteljik G minden {u,v} élére, hogy u és v kilonb6zé

® Minden részfa pontosan egy terminalcsomépontot N(z) és N(z;) halmazban van-e.
tartalmaz (ez a feltételbdl kévetkezik az eredeti graf ® Ha igen, és {u,v} az elsé él N(z) es N(z) kozott, vagy
éleinek a sulyaral). d(u,z) + c({u,v}) + d(v,z) kisebb mint az aktualis koltség

® A z [N terminal részfaja pontosan N(z)-t C:({anj})- akkor legyen
tartalmazza. ¢’ ({z,z}) :=d(u,z) + c({u,v}) + d(v,z).

® Minden vV -re a kiszamitott legrovidebb Gt
koltsége dist(v) pontosan a d(v,z) érték, ahol zON,
VON(2).
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