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3: Multicasting — Steiner fak (folytatas)
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Multicasting

® Hogy néz ki egy optimalis multicast-fa?
® A hélézat terhelése minimalis legyen.
® Feltesszik: minden egyes linken az atvitel kdltsége
fuggetlen az iranytol.
® Steiner Probléma:
® Adott: Egy 6sszefliggé iranyitatlan graf G=(V,E),
élsulyok c: E - R*,
terminal-csomépontok halmaza NOV.
(N: a multicast-csoport tagjai: a kiildé és minden fogado;

c(e): a koltség, ami akkor Iép fel, ha az e linken adatot
viszlnk at. Pl.: 1/savszélesség)

® T=(V',E’) egy Steiner-fa G-ben, ha T egy részfaja
G-nek és NOV’. A V'\N beli csomo6pontokat Steiner-
csomopontoknak nevezzik.

® Amit keresiink: Egy T Steiner-fa G-ben, melynek a
stlya ¢(T):=Z .5 c(e) minimalis.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata  [Mehihorn 1988]

Alapdétlet:
® Az 1. [épésben a G’ tavolsag-graf helyett egy G~ grafot szamitunk ki
¢ ":E(G”") - R* élsulyokkal, tgy hogy
® Minden minimdlis feszitéfa M"" a G*” grafban a c”” élsilyok szerint
egyben egy minimalis feszitéfa a G” grafban c élsulyok szerint, és
¢ (M) = c/(M7);
® G” kiszamithat6 O(n log n + m) idében.
® Kiszamitunk egy M"" minimalis feszit6fat G*” -ben.

® Ezutan végrehajtjuk az eredeti tavolsagheurisztika Iépéseit M-t
hasznalva.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn véltozata

G kovetkezSképp definidlt:
® Minden z,0 N csoméponthoz legyen

N(z) :={z} U { vOV\N:d(v,z)=min,d(v,z") und

i =min{j : d(v.z)=min,;\d(v,z)} }

Vegytuk észre: N(z;), zON, egy particiét definial V-ben.

® E(G") ={{z.z}: 2,2 0N,
O{u,v} O E(G) mitu ON(z), v ON(z)}
[ c"(zi,zj) := min{d(z,u) + c({u,v}) + d(v,zj) :
{uv} OE(G), uON(z), vON(z) }

Figyeljuk meg:

® G’ lehet G"-nek egy valodi részgréfia.

® Egy él stlya G”"-ben lehet nagyobb is mint G"-ben
(kisebb nem lehet).
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata
G konstrukcidja:

® Adjunk hozza a G grathoz egy 0j v,csomopontot €s
minden z O N -hez egy Uj {v,,z} élet c({v,,z}) = 0 élsullyal. !
® Feltétel: Az eredeti G graf minden élének sulya >0.

® Szamitsunk ki v, kezdécsomoponttal egy legrévidebb
utak fajat Tg -t Dijkstra algoritmusaval.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

® Toroljuk vyt és minden hozza incidens élet Ts-bél.

® T részfakra esik szét.

® Minden részfa pontosan egy terminalcsomépontot
tartalmaz (ez a feltételbdl kdvetkezik az eredeti gréaf
éleinek a sulyaral).

® A z [N termindl részfgja pontosan N(z)-t
tartalmazza.

® Minden vV -re a kiszamitott legrovidebb Gt

koltsége dist(v) pontosan a d(v,z) érték, ahol z[ON,
VON(2).
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn véltozata

® ¢"":E(G”") - R* kiszamitasa
® Teszteljuk G minden {u,v} élére, hogy u és v kilonb6zé
N(z) és N(z) halmazban van-e.
® Ha igen, és {u,v} az els0 él N(z) és N(z) kozott, vagy
d(u,z) + c({u,v}) + d(v,z) kisebb mint az aktualis koltség
¢”"({z,z}), akkor legyen
¢ ({zz}) =d(u,z) + c({u,v}) + d(v,z).
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn véltozata

Lemma 2: Legyen M a G™” graf egy minimalis feszitéfaja ¢’ élsulyok szerint.
Akkor M a G” grafnak egy minimalis feszitéfaja ¢” élsulyok szerint.

Biz.: Megmutatjuk:
(1) G"-nek van egy olyan M* minimalis feszitéfaja, hogy M* minden {z,,z;} éle
G’"-ben is benne van és ¢’ ({z,z})=c ({z;,z}).
Ha (1) teljesul, akkor
® M* minimalis feszitéfaja G""-nek is és
® G" minden mas M"" minimdlis feszit6fajara teljesul, hogy
¢ (M) = ¢ (M) = ¢ (M%),
ezért M egy minimalis feszit6faja G'-nek c” élsilyok szerint.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

Tegyik fel: (1) nem teljesil. Legyen M°egy minimalis

feszitéfaja G'-nek, amely

a) maximalis szamu G™* beli élet tartalmaz, azaz
| E(M9 NE(G™) | maximalis, és

b) az élek osszkoltsége 2¢yyqngeC (€) minimalis azon
minimalis feszit6fak kdzott, amikre a) igaz.

Ekkor teljesdl:

® vagy létezik egy él {z.,z}OE(MI \ E(G”),

® vagy egy olyan él létezik {z.,z}0O0E(M9, amelyre
¢ ({zoz}) >¢"({z2}) =d(z,.2).

Legyen P egy legrévidebb 0t z-tél z-hez G-ben ¢ szerint.
Tekintslink egy olyan {u,v} élet, hogy u és v kiilénbdz6
particioban van: mondjuk uCIN(z;), vON(z)).
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

® Definicio szerint teljestl d(z;,u) < d(zg,u), d(z;,u) < d(z,u).
® Mivel N(z) és N(zl) k6zott G-ben legalabb egy él van,
pl. {u,v}, kovetkezik hogy {z;zZ}[JE(G™).
® {z,z} koltsége G™"-ben:
c’({z,z))  =min{d(u*,z) + c({u*,v*}) + d(v*,z) :
u*0N(z), v*ON(z) }
<d(u,z) + c({u,v}) +d(v,z)
<d(u,zg) + c({u,v}) + d(v,z)
=c(P)
= d(z,2)
= ¢'({zo2))-
® Ezért P minden {u,v} € P élre, melynek végpontjai
kllonbozé particioban vannak, ulIN(z;), vON(z), teljestl
hOgy C”({Zilzj}) = C'({Zslzt})'
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn véltozata

® Tekintsik a P”" utat z,-t6l z-hez G”"-ben, ami kdvetkez8képp definialt:
® {7,730 E(P”) = O {uyv}0OE(P), amelyre uON(z), VON(z), i#.
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn véltozata

eltavolitjuk, M°két részfara M,°és M,°esik szét.

® Haaz{z,z}életa G  graf M°minimalis feszit &fajabol \j
ZS

prr

® Mivel P egy Gt z-t6l z-hez G”"-ben, letezik legaldbb egy ~  ~O©™ """ HE
{z,z} € P él, ugy hogy @
zOV(M,) és zOV(MY).

® Ha {z,z}-t M>ben {zi,z-l}-vel kicseréljuk,
kapunk egy masik feszit6fat M*-t, amelyre z

......

Ezért M* egy minimalis feszitéfaja G -nek.
® A feltételink miatt:
® vagy {z,,z}OE(G""), ekkor
[E(M)NE(G™)] < [E(MI) NEG™)] ;
® vagy {z,,z}0OE(G™) ugy hogy ¢"({z,z;}) > ¢"({z..z}), ekkor
¢ ({zs,24) > ¢’ ({zo2d) 2 ¢ ({z,2}), €s " (M*) <" (M.

® (M) =c' (M) - c'({z5,2}) + ¢ ({z,2}) < ¢’ (M) /Ztr
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Tavolsag-Heurisztika — Mehlhorn valtozata

Tétel 2: Mehlhorn valtozata a tavolsag-heurisztikanak O(n log n + m)) id6
alatt kiszamit egy Steiner-fat, melynek koltsége legfeljebb
(2—-2/]|N|) OPT < 2 OPT.
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Steiner-fak — Dinamikus Programozas
[Dreyfus, Wagner 1972]

® Exakt algoritmus a Steiner probléma megoldasahoz.

® Az id6igény exponencialis [N|-ben.

® Egy DOV halmazra és egy vV csomépontra jeldlje S(v,D) egy
minimalis Steiner-fa koltségét, ahol a terminalok halmaza D U {v}.

® S(v,D) a kdvetkezd rekurzidval kiszamithato:

® S(v,D) = min,,{ d(v,w) + ming. 5{S(w,D")+S(w,D\D"}}

® w-t 6sszekdté csomopontnak nevezzik
® w foka =3
® | ehetséges, hogy w=v
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Steiner-fak

Megjegyzések:
® Legjobb ismert polinomialis idej(i approximécié a Steiner problemahoz:
approximatiés rata 1+ % In 3 = 1,55 [Robins, Zelikovsky 2000]

® Egy algoritmus, ami a gyakorlatban nagyon jol mikddik, az u.n. iteralt 1-heurisztika
[Kahng, Robins "95]:

1. Legyen S:=@ (S a kényszeritett Steiner-csomopontok halmaza)
2. Szémitsunk ki a tavolsag-heurisztikaval egy T Steiner-fat N U S terminalokkal
3. do
4. Minden vOV \ (N U S)-hez szamitsunk ki egy T, Steiner-fat
N U S U {v} terminalokkal a tavolsag-heurisztikaval;
5. Legyen u egy csomopont, amelyre c(T,) minimalis;
6. if (c(T)<c(T) then S:=SU{u};T:=T, fi

7. until (T-t nem tudtuk megjavitani)
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