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A mivészeti galéria probléma

A mivészeti galéria probléma (art galery problem):
A “mivészeti galéria” megfigyelése kamerakkal / 6rokkel.

® A galéria tervét egy sikbeli sokszdggel P hd
(polygon) modellezik.

® Feltessziik, hogy ez egy

N

egyszerl soksz6g, azaz

® egy 6nmagat nem metszé
poligonalis lanc hatarolja és ——
® nem tartalmaz lyukat.
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A mivészeti galéria probléma

® Legyen P egy egyszerii sokszdg és p és q két pont P-ben.
® Azt mondjuk, hogy p és g latjak egymast, ha P teljes egészben

tartalmazza a pq szakaszt.
[ ]

[]: Azon pontok halmaza P-ben,
melyeket p lat

A mivészeti galéria probléma:

® Adott: Egy egyszerl sokszog P.

® Feladat: Hol és hany pontot (6rt)
kell elhelyezni P-ben, Ggy hogy
minden P beli pontot legaldbb
egy Or lasson.

(6r:  mozgasérzékel6 szenzor,
kamera, fényforras,...)
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A muvészeti galéria probléma

® Az 6rok minimalis szamanak kiszaitasa NP-nehéz.

® De: Megmutatjuk, hogy | n/3 | 6r elegendd, ahol
n a csucsok szdma P-ben.

® Néhany esetben | n/3 | 6r sziikséges is.
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Sokszbgek haromszdogelése

® Egy P sokszdg haromszdgelése (A-elése) egy planér felosztasa P-nek,
melynek

® csomopontjai P cslcsai,

® élei egyenes szakaszok a csucsparok kozott
(az éleket atléknak is nevezik),

® fellletei pedig haromszdgek.
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Sokszogek haromszogelése

Lemma 1: Minden n cslcsu egyszeri( soksz6g P haromszdgelésében
pontosan n-2 haromszdog van.

Biz.: Indukcio n szerint.

® n=3 esetén igaz, P egy haromszdg.

® | egyen n>3. Feltétel, a lemma éllitasa igaz
minden m<n esetén.
El6szor megmutatjuk, hogy P-nek van egy atléja.
Ezutan alkalmazzuk az indukci6s feltételt a két
sokszOgre, amire ez az atl6 osztja P-t.

Legyen v az a csucsa P-nek, melynek u
koordinatai lexikografikusan minimalisak.

Legyen u és w a két v-vel szomszédos csucs.

- Ha az uw szakasz teljesegészben P-ben van, Vv

akkor uw egy atlé. W
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Sokszogek haromszogelése

- Ha uw nincs teljesegészen P-ben, akkor
uvw A tartalmazza P egy vagy tébb cslcséat.
Legyen ezen csucsok kozil v* az a csucs,
melynek tavolsaga uw-t6l maximalis.

Ekkor a w’, szakasz nem metszheti P egy
oldalat sem, mert egy ilyen oldal egyik
végpontja az uvw A belsejében lenne és

a tdvolsaga uw-t6él nagyobb lenne mint v'-nek. Ezért v’ egy &tl6.

Minden atlo P-t két sokszdgre P,-re és P,-re osztja.

Legyen m, és m, a csticsok szama P,-ben és P,-ben.

Mivel m, < n és m, < n, az indukcios feltétel szerint P, és P,
A-elhetd, és ezzel P is.

Mivel P,-nek és P,-nek pontosan két kbzds csucsa van, m;+m,=n+2.

P, és P, A-elése az indukcios feltétel szerint m;-2 és m,-2 A-t tartalmaz.
Ezért P A-elése n-2-t. O
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Sokszogek haromszogelése — m  (igaléria probléma

® Lemma 1 implikalja, hogy minden n csucsu egyszer(i P sokszdgben
elegendd n - 2 6r, A-enként 1. Ez azonban tdl ,nagyvonald*.
Ha az 6roket bizonyos jol kivalasztott cslicsokban helyezzik el, akkor
kevesebb 6&r is elegendé.
® A  stratégia“:
® Valasszunk ki a cslicsok egy (lehetbleg kicsi) részhalmazat, gy
hogy a A-elés minden A-ében legaladbb egy kivalasztott cslcs van.
® Helyezziik el az 6roket ezekben a csucsokban. Ekkor az egész P
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Sokszogek haromszogelése — m (igaléria probléma

® Szinezzik a A-elés cslcsait 3 szinnel, Ugy hogy a csucsok, melyek egy
éllel 6ssze vannak kotve, kiilonb6z6 szintek legyenek.

® Ekkor minden A csucsai 3 kilénb6zé szint kap.
® Ez 3 szinosztalyra osztja a cslcsok halmazat.

® Kivalasztjuk a legkisebb szinosztalyt és az éroket ezekben a
csucsokban helyezzik el.

® Meg kell mutatni, hogy a ,A-elés 3 szinnel szinezhetd”

=y
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Sokszogek haromszogelése — m (galéria probléma

Lemma 2: Tekintsik egy sokszdg A-elését T-t egy grafként. Ekkor T
3 szinnel szinezheté.
Biz.:
Egy planér graf G dudl-grafja G* az a graf, melynek csomépontjai G-nek a
feluletei. Két csomopont G*-ben pontosan akkor van 6sszekotve egy éllel,
ha a megfelel6 fellletek G-ben egy él altal szomszédosak.
Tekintstik T dual-grafjat T*-t
(a kulsé felulet kivételével).
Mivel minden atlé P-t két sokszdgre osztja,
T* barmelyik élének torlése két komponensre
osztand T*-t. Tehat T* egy fa. (Ez nem lenne
érvényes olyan sokszogre, amelyben lyuk van.)
Tovabba, T* foka 3, mivel minden A-h6z T-ben
legfeljebb 3 szomszédos A van.
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Sokszogek haromszogelése — m  (igaléria probléma

T szinezéséhez T* bejarasat hasznaljuk mélységi keresés (DFS) altal.
® Egy tetszdleges T* beli csomdponttal kezdiink.
® T megfelel§ A-ének a csucsait 3 kilonbdzd szinnel szinezzik.
® Meg6rizzik azt az invarianst, hogy T minden elért A-ének csucsai
helyesen vannak szinezve.
® Amikor T*-ben bejarunk egy (u,v) élt,
az u-nak és v-nek megfeleld A-eknek
t,-nak és t,-nek T-ben van egy kdzos oldala.
® Ekkor a kdzos oldal két végpontja mar
szinezett.
® A harmadik cslcs szinezéséhez t,-ben
a 3-adik szint hasznaljuk.
A DFS utan T-ben egy helyes szinezést kapunk 3 szinnel. O
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Sokszogek haromszogelése — m  (igaléria probléma

Tétel 1: Legyen P egy egyszeri sokszdg
n csuccsal. Akkor P legfeljebb | n/3|
6rrel mindig megfigyelhetd.
Vannak olyan sokszdgek, melyekben
| n/3] 6r szikséges is. O
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® Mivel a szinezés utan a 3 szinosztaly kézul
legalabb egy < |n/3] csucsot tartalmaz és
minden A-ben pontosan egy csucs ezzel a
szinnel van szinezve, a kdvetkezé teljesdl:




A haromszogelés kiszdmitasa

® E|6sz0r P-t u.n. monoton sokszégekre bontjuk.
® Ezutan ezeket a monoton sokszdgeket A-eljik.

® Akkor mondjuk, hogy egy egyszer(i sokszdg P egy h egyenes szerint
monoton, ha minden h-ra ortogonalis h” egyenesre P N h” dsszefliggé,
azaz P N h” vagy egy pont, vagy egy szakasz.

® P x-monoton, ha az x-tengely szerint monoton.
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre

5 csucstipust kildonbdztetlink meg:
Legyen v egy csucs és a(v) belsd szdg v-nél P-ben. Ekkor v egy

® Start-cslcs: v mindkét szomszédja jobbra van v-tél és a(v)<m,
® Split-csucs: v mindkét szomszédja jobbra van v-t8l és a(v)>,
® End-cstcs: v mindkét szomszédja balra van v-t6l és a(v)<m,
® Merge-csucs: v mindkét szomszédja balra van v-tél és a(v)>Tr,
® Regular-csucs: kilonben.

o Start

= End
o Regular
< Split

> Merge
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre

Lemma 3: Egy P sokszdg akkor x-monoton, ha nem tartalmaz se
split-csticsot se merge-csucsot.

Biz.: Tegyuk fel, hogy P nem x-monoton, akkor |étezik egy vertikalis egyenes
h, melyre h N P tdbb mint 1 6sszefliggé komponenst tartalmaz. Valasszuk
h-t 4gy, hogy a legmélyebben 1évé komponens egy szakasz nem egy pont.
Legyen p és q a szakasz két végpontja.
Kovessik P hatarat g-bol
balra indulva addig, amig egy
r € P N h metszéspontot nem
taldlunk. Ha p#r, akkor Utkézben
kellett lenni egy split-csticsnak.
Kulénben kdvessiik P hatarat
g-bdl jobbra indulva addig, amig
egy r' € P N h metszéspontot nem talalunk.

Ekkor utkézben kellett lenni egy merge-cstcsnak. O
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre — plane swep

® igy tehat a split- és a merge-csucsokat kell P-ben kezelni. A sokszogeknek
P felbontasa utdn nem szabad ilyen cslcsokat tartalmazniuk.

® P felbontasahoz egy plane-sweep eljarast hasznalunk.

Plane sweep

L M 7
® csusztassunk egy fuggdleges egyenest <
(sweep-line) balrél jobbra a sikon
® Egy sweep-status adatstruktdrdban taroljuk
a sweep-line és a szcenarié metszetét.

® A sweep-status adatstruktirat csak bizonyos
eseményeknél (event point) kell aktualizalni
(amikor az egyenes és a szcenarid metszete
véltozik).
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre — plane swep

® Sweep-Status T: egy hinaris kereséfa.
Az algoritmus futasa alatt T mindig P-nek azon
oldalait (éleit) tarolja, melyek h-t metszik, a
metszéspontok y-koordinatainak megfeleléen
rendezve.

® Eseménypontok: P csucsai. Ezeket egy Q _—
varakozasi sorban taroljuk, ahol Q egy Priority- <
Queue.
® Egy csUcs prioritdsa a csucs x-koordinataja
(pontosabban: a cslcs koordinatai
lexikorafikusan). h
® Q-t rendezett listaként is implementalhatjuk,
mivel minden esemény kezdettél fogva
ismert.
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre — plane swep

® P Minden e oldaldhoz, amelyet a Sweep-Status T tartalmaz, tarolunk egy pointert:
helper(e). Ez P-nek arra a legjobboldalibb v cstcsara mutat,
® amely balra van h-tél és

—
| e
® P belsejében v és e egy fuggdleges szakasszal 6sszekdthetd.
® Ha nincs ilyen csucs, akkor helper(e) a bal végpontja e-nek. bene)
® Ha h elér egy v; split-cstcsot, akkor meg kell talalni P-nek

azokat az e; és e, €éleit, amelyek a T-ben direkt v, felett

illetve direkt v; alatt vannak. Ekkor a szakasz v;-tél helper(e))-hez
(és helper(e,)-hoz) nem metszheti P egy masik élét és igy
teljesen P-ben van.

® Miutan h elért egy v split-csucsot, v, lesz g, és e, Uj helper()-je
és a két vi-hez incidens élé.

® Elegendd a helper() mutatét csak azokndl az éleknél tarolni,
amelyek direkt az Ujonnan elért csucs folott vannak T-ben.
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre — plane swep

Az események feldolgozasa:

Legyen v az aktudlis csucs, amit h éppen elér.

® v split-csucs: Keressilk meg P azon e és e” élét, ami
direkt v felett és direkt v alatt van T-ben. Flizzik be az
atlot, amely v-t és helper(e)-t 6sszekoti. Flizzik be T-be
P-nek a v-hez incidens két élét. Ezutan az e és a v-hez

incidens alsé oldal helper() mutatéjat allitsuk v-re. 2
® merge-csucs: Toroljuk a v-hez incidens két élt T-bél.

Keressik meg azt az e élt, ami direkt v f6l6tt van T-ben.

Legyen helper(e):=v. (Kés6bb még visszatériink erre az esetre)
® start-csucs: Flizzik be a két incidens élet T-be. .

A fels6 él helper() mutatdja legyen v.

® end-csucs: Toroljik a két incidens élt T-bél.
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre — plane swep

® felsé reqularis-csucs: Cseréljik ki T-ben az élt, ami balrdl incidens v-hez a
jobbrdl incidens e élre. Legyen helper(e):=v.

® alsé requléaris-csucs: Cseréljik ki T-ben az élt, ami balrdl incidens v-hez a
jobbrdl incidens e élre. Legyen e az az él, ami T-ben direkt v felett van.
Legyen helper(e):=v.

e _ e — — Ve~ T o—
e

> oL V

v =

. / .
Split Merge Start End fels®

Vv
I -
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre — plane swep

® A split-csucsokat teljesen feldolgoztuk.
Atlokat flztiink be mindegyiknél. Az 0j sokszdgekben mar nincs split-csucs.
A merge-csucsokat kell még teljesen feldolgozni.
® 1. lehet8séq: Végrehajtunk egy masik plane sweep-et hatrafele.
® 2. lehet8séq: Csak egy plane sweep (csak balrél jobba).
® Minden alkalommal, amikor egy e élnél
helper(e) megvaltozik, teszteljik, hogy a
régi helper()-csucs egy merge-csucs-e.
Ha igen, akkor flizzlik be az atl6t a régi
és az U] helper()-cslcs kozott.
® Ugyanigy, mindig, amikor h egy e élt elhagy,
teszteljik, hogy helper(e) egy merge-csucs-e.
Ha igen, flizziik be az atl6t e jobb oldali
végpontja és helper(e) kdzott.
® Ennek ugyanaz a hatdsa mint a ,hatrafele plane sweep“-nek.

Hélézattervezés, 2007 21 Lukovszki Tamas

P felbontdsa x-monoton sokszdgekre — plane swep

Helyesséq:
® Az (lj sokszogekben nyilvanvaléan nincs se split- se merge-csucs.

® Azt kell még megmutatni, hogy nem flizink be olyan atl6t, amely P
valamelyik élét vagy egy mésik 4tl6t metsz.

® Egyszerliség végett tegyik fel, hogy nincs két egyenlé x-koordinataju
csucs (a kiterjesztés az altalanos esetre egyszeri: a lexikografikus sorrend
segitségével). Legyen wv egy atld, amit akkor fliztink be, amikor egy split-
csucsot elértiink. A Q tartomany aT-ben v-hez
szomszédos élek és a fliggbleges szakaszok
kdzott w-n és v-n keresztll nem tartalmaz csucsot
a helper() definicioja miatt. Ezért a wv atlé nem
metszhet se masik atlét se P-nek egy élét.

® A merge-csucsoknal beflizétt atlékra hasonlé
érvek ismételhetdk.
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P felbontdsa x-monoton sokszdgekre — plane swep

Fut4si id6 és tarigény:
® Minden esemény (csucs) feldolgozasa O(log n) idét igényel.
® Osszesen: O(n log n) id6. Tarigény O(n).

Lemma 5: Egy egyszerl sokszdg felbonthaté x-monoton sokszdgekre
O(n log n) id6 alatt O(n) tarigénnyel. O
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Monoton sokszdgek haromszogelése

® L egyen P egy x-monoton sokszdg.

® Egyszeriliség kedvéért tegyik fel, hogy P nem tartalmaz egyenlé
x-koordinataju csucsokat.

® Egy plane sweep-et hajtunk végre balrél jobbra.
Ennek soran P-be &tlokat fliziink be, amikor csak lehetséges.
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Monoton sokszdgek haromszogelése

Invarians: Legyen v;, i>2, az a csucs P-ben, amelyet a h sweep line éppen
elért. Legyen R a nem-haromszdgelt tartomany P-ben h-tél balra. Legyen
u a legbaloldalibb csiics R-ben. Ekkor

® R-t két x-monoton lanc hatarolja, a felsé lanc és az alsé lanc. Mindkét lanc
legalabb egy élt tartalmaz.

® Ha a lanc v-tél u-hoz tébb mint egy élt tartalmaz, akkor ez a lanc egy u.n.
reflex-lanc, azaz a lanc minden belsé csicsanal a belsé szog legalabb Tt

® A masik lanc csak egy élt tartalmaz, melynek bal végpontja u és jobb
végpontja jobbra van h-tél.
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Monoton sokszdgek haromszdgelése

i=2: az invarians u=v,-gyel teljesul. A v,v, lanc csak egy élt tartalmaz, a
masik lanc pedig abbdl a masik élbél all, amely v,-hez incidens.

i>2: Tegyuk fel, hogy az invarians teljesul v, ;-re. Az algoritmusnak a
kovetkezé eseteket kell kezelni:

® 1. eset: u,...,v,, egy reflex-lancot alkot és v, a
masik lancon van. Ekkor flizziink be egy atlét
v;-t8l a reflex-lanc minden csucséhoz u-ig
(exkluziv u). Ezutéan legyen u:=v,,. Most a
reflex-lanc egyetlenegy élt tartalmaz v,u-t.
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Monoton sokszdgek haromszdgelése

® 2. eset: v, ugyanazon a lancon van mint v; ;.
Ekkor menjlink a lancon v;-t6l hatrafele és flizziink be minden lathaté
cslicshoz egy &tlét, amig el nem érjuk az elsd csucsot, ami vi-b8l mar nem
lathatd. (Lehetséges, hogy egy atlét se fliziink be. (2b. Eset).)
Ezutan a v-bél latato csdcsokat toroljik a lanchbol.
Ekkor az uj lanc v-t8l u-ig egy reflex-lanc.
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Monoton sokszdgek haromszogelése

Implementélas:
® A reflex-lanc cslcsai egy veremben tarolhatok.

® Egy flag adja meg, hogy a verem a felsé vagy az also lancot tarolja.

® Tegyuk fel, hogy minden csucshoz tudjuk, hogy az alsé vagy a felsé
lancon van.

Elemzés:
® Ha P csucsai sorba vannak rendezve balrdl jobbra,
akkor a A-eléshez O(n) id6 sziikséges.
® P csucsainak balrdl jobbra rendezet sorrendje O(n) id6 alatt kiszamolhat6
a csuicsok éramutatoval ellentétes sorrendjébdl.
® A A-elés soran 6sszesen O(n) pop-, push-operaciét iranytesztet
(v; a lancon pontosan akkor lathato vi-bdl, j+1<i, ha Zvyv;,,v, < T)
hajtunk végre, O(1) id6 alatt operacionként.
® Az adatstruktirak tarigénye O(n).
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Sokszogek haromszogelése — m (igaléria probléma

Lemma 6: Legyen P egy x-monoton sokszdg n csuccsal. Akkor P egy
haromszogelése O(n) id6 alatt O(n) tarigénnyel kiszamithato. O

Tétel 2: Legyen P egy egyszeril soksz6g n cslccsal. Akkor P egy
haromszogelése O(n log n) id6 alatt O(n) tarigénnyel kiszamithaté. O

Kodvetkezmény: Legyen P egy egyszer(i sokszdg n csuccsal.
Akkor a |n/3] 6r elhelyezése, amelyek P-t megfigyelik,
O(n log n) id8 alatt O(n) tarigénnyel kiszamithato. O
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