Szamitasi modellek

2. Alapok, Grammatikak, Nyelvek

Szamitasi modellek 1 Lukovszki Tamas



Alapok, terminoldgia

e Abécé: szimbbélumok/bet(ik egy véges, nemiires halmaza.

* Szavak vagy sztringek egy V abéceé felett: Egy V abécé elemeibdl
kepzett véges sorozatok.

* Egyu=t... t, sz06 hossza: u-ban lévo betlk szama n.
Jelolés: |u]=n
* Aziires szb ¢: a 0 hosszu szo ( |g] = 0).
* V*:szavak halmaza V felett, amely tartalmazza az ires szot (€) is.
* V*=V*\{e} . nemlres szavak halmaza V felett.

* Példa:
Legyen V = {a,b}, ekkor ab és baaabb szavak V felett.
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Alapok, terminoldgia

°* Legyen V egy abécé és legyenek u és v V feletti szavak.
Ekkor az uv szot az u és v szavak konkatenaltjanak
nevezzUuk. (Az u sz0 betli utan irjuk a v szo betdit.)

* luvl=lul +|vl.

e Példa:
Legyen V ={a,b}, u = abb és v = aaab.
Ekkor uv = abbaaab, vu = aaababb.
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Alapok, terminoldgia

Tulajdonsagok:
* A konkatenacid asszociativ, de altalaban nem kommutativ.

* hau,v e V* uz#v, akkor uv kilonbozik vu szotol,
kivéve ha V egyetlen betlt tartalmaz (nem
kommutativ).

* hauv,w e V* akkor u(vw) = (uv)w (asszociativ).

* V* zart a konkatenacid muaveletre
(azaz barmely u,v € V* esetén teljestl uv € V*).

* A konkatenacio egységelemes mivelet, az egységelem az ¢
(azaz minden u € V* esetén teljesul u = ue = €u).
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Alapok, terminoldgia

* Legyen i nemnegativ egész szam és legyen u egy V abéce
feletti sz6 (u € V*). Az u szo iI-edik hatvanya u' az u szo i
darab peldanyanak konkatenaltja.

* Konvencio: u° = &.

* Példa:
Legyen V = {a,b} €s u = abb egy sz0 V felett.
Ekkor u® = ¢, u* = abb, u? = abbabb, u* = abbabbabb, .
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Alapok, terminoldgia

* Legyenek u és v szavak V felett. A szavak u és v azonosak,
ha mint szimbolumsorozatok elemrol-elemre megegyeznek,
azaz, |ul=|v| ha minden /= 1,...,|u|, az u sz0 i-edik betlje
megegyezik a v sz0 i-edik betdjével.

* Legyen V egy abéecé és legyenek u és v szavak V felett.

Az u részszava v-nek,
ha v = xuy teljesil valamely x,y € V* szavakra.

* Az u szo valédi részszava v-nek, ha x és y kdzul legalabb az
egyik nem Ures, vagyis ha xy # €.

* Hax=c¢, akkor az u szo a v szo prefixe.
* Hay =c¢, akkor az u sz6 a v sz6 szuffixe.
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Alapok, terminoldgia

* Példa:
Legyen V = {a,b} és u = abb.
* Az urészszavai: €, a, b, ab, bb, abb.
* Az uvalodi részszavai: €, a, b, ab, bb.
* Az u prefixel: g, a, ab, abb.
* Az u szuffixei: &, b, bb, abb.
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Alapok, terminoldgia

* Legyen u egy sz0 V felett. Az u sz6 tukorképe vagy
forditottja az a u! sz6, amelyet ugy kapunk, hogy u
szimbolumait forditott sorrendben irjuk le.

°* Legyenu=a:...ar,,a € V,1<i<n. Ekkoru?t=a,...a.
< (u—l)—l = U.
* (Ut =(@W)tteljesul,i=1, 2, ...

* Példa:
Legyen V = {a,b}, u = abba és v = aabbba
Ekkor u™t = abba (palindrom) es v'! = abbbaa.
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Alapok, terminoldgia

* Legyen V egy abéceé és L egy tetszlleges részhalmaza V*-nek.
Ekkor L-t egy V feletti nyelvnek nevezzik.

* Az iires nyelv (egy olyan nyelv, amely nem tartalmaz egyetlen szot sem) jelélése .

* Egy V abéce feletti L nyelv véges nyelv, ha véges szamu szo6t tartalmaz, egyébként
végtelen.

*  Példa:
Legyen V = {a,b} egy abéce.
L. ={a, b, €}.
L,={ab'|i=0}.
Ls={uu?|u e V*}.
L.={(@")?|n=1}
Ls={u|u € {a, b}", Na(u) = Nn(u)}, ahol Na(u) és Np(u) az a és a b szimbolumok u-beli
el6fordulasainak szamat jeldli.

L. egy véges nyelv, a tbbbi végtelen.
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Alapok, terminoldgia

* Egy generativ grammatika G egy (N, T, P, S) 4-es, ahol
* N és T diszjunkt véges abecék (azaz N n T = ).
* N elemeit nemterminalis szimbolumoknak nevezzik
* T elemeit terminalis szimbolumoknak nevezzik.
* S e Nakezdbé szimbhdlum (axioma).

* Prendezett (x,y) parok véges halmaza, ahol
x,y € (N U T)* és x legalabb egy nemterminalis
szimbolumot tartalmaz.

* P elemeit atirasi szabalyoknak (produkciés
szabalyoknak) vagy réviden szabalyoknak nevezik.
X — y hasznalhato (x,y) helyett, ahol - € (NU T) .
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Alapok, terminoldgia

* Példa:
o Gy = ({S, A, B}, {a, b, C}, {S—)C, S—>AB, A-aA, Boe,
abb - aSh}, S) nem generativ grammatika.

°* G.=(S,A B, C},{a b, c},{S-a, S-AB,A-Ab, B-¢,
aCA - aSc}, S) generativ grammatika.
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Alapok, terminoldgia

* Legyen G = (N, T,P,S) egy generativ grammatika és u,v € (N U T)*.
A v sz0 kdzvetleniil vagy egy Iépésben levezethetd az u sz6bol G-
ben, ha u = uwxu. és v=uyu, ,aholu,u, € NUT)*esx - y € P.
Jeldlés: u =c V.

* Legyen G = (N, T,P,S) egy generativ grammatikaésuv € (NU T)*.
A v sz0 levezethetd az u szobol G-ben, jeldlés u =*s v,

ha u = v, vagy

van olyan sz6z € (N U T)*, amelyre u =*; Z és zZ =g V.
=* a = reflexiv és tranzitiv lezartja.

=*a = tranzitiv lezartja.
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Alapok, terminoldgia

* Legyen G = (N,T,P,S) egy generativ grammatika es
uv e (NUT)*
A v sz0 k lépésben levezethetd u szobol G-ben, k= 1, ha
van olyan szavakbol allé sorozat u,, ..., Uksa € (N U T)*,
amelyre u=ui, V=Ux+1, €S Ui =¢ Uix1, 1L < < K.
* A vszo levezethet6 u szobol G-ben, ha
° vagyu=y,
°* vagy van olyan k = 1 szadm, amelyre v levezethet0 u-
bol k 1épésben.
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Alapok, terminoldgia

* Legyen G = (N,T,P,S) egy generativ grammatika.
A G altal generalt nyelv L(G):
LG)={w|S=>*cw,w e T*}

* Azaz, L(G) olyan szavakbdl all, amelyek levezethetok S-bol
és T*-beliek.
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Alapok, terminoldgia

* Példa:
Legyen G = (N, T,P,S) egy generativ grammatika, ahol
N ={S,A,B}, T ={a,b},
P={S - aSb,S - ab, S - ba}.
Ekkor L(G) = {a"abb" , a"bab" | n = 0}.

* Példa:
Legyen G = (N, T,P,S) egy generativ grammatika, ahol
N ={S,X,Y}, T ={a,b,c},
P={S - abc, S - aXbc, Xb - bX , Xc - Ybcc, bY - Yb,
aYy - aaX,aY - aaj}.
Ekkor L(G) = {a"b"c" | n = 1}.
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Alapok, terminoldgia

* Minden grammatika general egy nyelvet, de ugyanaz a
nyelv t6bb kilonb6z6 grammatika altal is generalhato.

* Két grammatika ekvivalens, ha ugyanazt a nyelvet
generaljak.

* Két nyelv gyengén ekvivalens, ha legfeljebb az ures
szoban kulonboznek.

Szamitasi modellek 16 Lukovszki Tamas



Chomsky hierarchia

* Legyen G = (N,T,P,S) egy generativ grammatika.
A G grammatika i-tipusu, i =0, 1, 2, 3, ha P szabalyhalmazra a
kovetkezOk teljesilnek:
* = 0: nincs korlatozas.
* j=1: P minden szabalya u,Au. - uivu, alaku, ahol
u,u,ve NUT) A e N,éesv + ¢, kiveve aS - € szabalyt,
ha létezik ilyen szabaly P-ben.
Ha P tartalmazza az S - € szabalyt, akkor S nem fordul el6
egyetlen szabaly jobb oldalan sem.
* |=2:P minden szabalya A - v alaku, ahol
AeNésve (NUT*.
* j=3: P minden szabalya vagy A — uB vagy A - u alaku, ahol
A B e Nésu e T*
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Chomsky hierarchia

* EgyL nyelvi-tipusu, =0, 1, 2, 3, ha i-tipusu
grammatikaval generalhato.

* £,1=0,1, 2,3, jeldli az i-tipusu nyelvek osztalyat
(csaladjat).
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Chomsky hierarchia

* O-tipusu grammatikakat mondatszerkezetili (phrase-structured)
grammatikaknak is nevezzuk.

* 1-tipusu grammatikak a kdrnyezetfiiggd (context-sensitive) grammatikak.
Egy A nemtermindlis valamely el6fordulasa v széval csak u: és u. kontextus
jelenlétében helyettesitheto.

* 2-tipusu grammatikakat kornyezetfiiggetlen (context-free) grammatikaknak
nevezzuk. Egy A nemterminalis v-vel valé helyettesitese barmely kontextusban
megengedett.

* 3-tipusu grammatikakat regularis (regular) vagy véges allapotu (finite state)
grammatikaknak hivjuk, a veges allapott automatakkal valo kapcsolatuk miatt.

* A0,1,2,3-tipusu nyelvek osztalyait rendre rekurzivan felsorolhato,
kornyezetfliggd, kérnyezetfiiggetlen, valamint regularis nyelvosztalynak
nevezzuk.
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Chomsky hierarchia

Nyelvészeti hattér
"The cunning fox hastily ate the leaping frog.”

S - A+ B (S: sentence, A: noun phrase, B: verb phrase)
A - C+ D+ E (C: article, D: adjective, E : noun)

B - G+ B (G : adverb)

B - F+ A (F:verb)

* C - the

°* D - cunning
* E - fox

* G - hastily
* F - ate

* D - leaping

* E - frog
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Chomsky hierarchia

Nyelvészeti hattér

* + (space)

* cunning — leaping , fox — frog (felcserélhetd, de mas lesz a
jelentés)

* szintaktikailag helyes mondat
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Chomsky hierarchia

* Nyilvanvalo, hogy 23 € £, € foand L1 C Lo .
*  Megmutathatd, hogy a kdvetkez6 is fennall (Chomsky hierarchia):
/3 C [, C L[4 C [Lo.

* Az 1, és £, nyelvosztaly k6zOtti tartalmazasi relacio nem lathato
azonnal a grammatikak definiciojabal.

* Szintén L;-et generdaljak az u.n. hossznemcsokkentd grammatikak.
Ezek p -~ g szabalyaira|p | <| q | teljesll, kiveve az S - ¢ alaku
szabalyt, feltéve, hogy P-ben létezik ilyen szabaly.

HaS - € € P, akkor S nem fordul el6 P egyetlen szabalyanak
jobb oldalan sem.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* Legyen V egy abécé és legyenek L1, L, nyelvek V felett
(azaz, L, € V* L, C V)
* unié: L, Ul,={u|lu e lLivagyu € L,}.
° metszet: LinL={u|luel,éesu e L.}
* Kkiilonbség: L.i-L,={u|u e Liésu &L}

* Példa:
Legyen V = {a,b} egy abécé és L. ={a,b} és L, = {€,a,bbb} nyelvek V
felett. EKkor
L. U L,={g a, b, bbb}
L, nL,={a}
L, - L,={b}
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* Az L € V*nyelv komplementere a V-re az L = V* — L nyelv.

* Példa:

Legyen V = {a} egy abece és legyen L = {a*" | n = 0}.
Ekkor L = v* - {a*" | n = O}.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* Legyen V egy abécé es L,, L, nyelvek V felett
(azaz, L, € V* L, C V*). L; és L, konkatenacioja
L., = {U1U2 | u, € L, , U € L, }

* Megjegyzés:
A kOvetkez0 egyenloségek minden L nyelvre ervényesek:
*JJL=LD = és
e {e})L =L{e} =L.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* L'jel6li az L nyelv i-edik iteraciojat (a konkatenacio
muveletre nézve), ahol i = 1. Konvencio: L° = {e}.

* Az L nyelv iterativ lezartja (vagy Kleene lezartja):
L* = U;o L.

* L pozitiv lezartja: L* = Uiy L.

* Megjegyzés:
Hae € L, akkor L* = L*. Maskulonben, L* = L* — {€}.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* Pelda (konkatenacio):
Legyen V ={a, b} és L. ={a, b}, L, = {¢, a, bbb},
Ls={a*b* | n=0}es Ls={a™b™ | n = 0}. Ekkor
* [,L,={a, b, aa, ba, abbb, bbbb},
* [sL,.={a*b*a™b™|n =0, m= 0}
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

°* Legyen Vegy abécé es L C V*. Ekkor az L nyelv
tikorképe (vagy forditottja) L ={u*|u € L}.

°* Megjegyzések:
° (L) 1=L,
e  (Lilz...Lp) Y=Lyt .. LM,
e (LYt=(L1), aholi=0,
o (L*)—l — (L‘l)*.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* Példa (tukar, forditott):
Legyen V ={a,b} és L ={g, a, abb} egy nyelv V felett. EkKkor
L1 ={g, a, bba}.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* EgyL € V*nyelv prefix nyelve
PRE(L) ={u|u e V* uv € L valamely v € V*-re }.

*  Megjegyzes:
Definicio szerint, L € PRE(L) minden L € V* nyelvre.

* EgyL € V*nyelv szuffix nyelve
SUF(L)={u|u e V*,vu € L valamely v € V*-re }.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* Legyen Vi és V, két abécé. A h: Vi* - V,* lekéepezeést
homomorfizmusnak nevezziik, ha a kdvetkez0 feltetelek teljesilnek:
°* minden u € Vi* szOra pontosan egy v € V>* sz0 letezik, amelyre
h(u) = v.
* h(uv) = h(u)h(v), minden u, v € Vi*-ra.

* Megjegyzesek:
* A fenti feltételekbdl kovetkezik, hogy h(g) = €.
Valamint, minden u € Vi*-ra h(u) = h(eu) = h(ug).
°* Mindenu=a&a....ana € Vi,1<i<n, szora teljesul, hogy
h(u) = h(a1)h(az) . . . h(an).
Ez azt jelenti, hogy elegendé a h leképezést V; elemeire
megadni, ez automatikusan kiterjesztodik Vi*-ra.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

Egy homomorfizmus h : Vi* - V>* e-mentes ha minden
u € Vi*-ra h(u) + e.

* Legyen h: Vi* - V>* egy homomorfizmus.
Egy L C Vi* nyelv h-homomorf képe a kévetkezo nyelv:
h(L)={w € Vo>*|w=h(u),u € L}

* Példa (homomorfizmus):
Legyen Vi1 =V, = {a,b} két abécé. Legyen h : Vi* - V,o* eqgy
homomorfizmus, ahol h(a) = bbb, h(b) = ab és L = {a, abba}.
Ekkor h(L) = {bbb, bbbababbbb}.
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Nyelvekre vonatkozé miiveletek

* Egy h homomorfizmus egy izomorfizmus, ha teljesul:
Y u,ve Vi*: ha h(u) = h(v), akkor u =v.

* Pelda (izomorfizmus, decimalis szamok binaris
reprezentacioja):
V1:{O, 1, 2, .. .,9}, VZZ{O, 1},
h(0) = 0000, h(1) = 0001, ..., h(9) =1001
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