Szamitasi modellek

4: Regularis kifejezések, véges automatak
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Regularis kifejezések

Felhasznalasok:

* szovegszerkesztOkben keresés, csere

*  keres6 motorok

* szovegfeldolgozé programok (pl. sed és AWK)
* programozasi nyelvek, lexikalis elemzés

* genom elemzés (genom mint karakterlanc)

* spam/malware szuroé
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Regularis kifejezések

Legyenek V és V' = {g, -, +, *, (, )} diszjunkt dabécék. A V dbécé feletti
regularis kifejezéseket rekurziv modon a kdvetkezdképpen definialjuk:

€ regularis kifejezés V felett,
minden a € V reqgularis kifejezés V felett,
Ha R reqgularis kifejezés V felett, akkor R* is regularis kifejezés V felett,

Ha Q és R regularis kifejezések V felett, akkor (Q -R)és(Q + R) is
regularis kifejezések V felett.

> W N

* jteracio lezartja
- konkatenacid
+ unio.
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Regularis kifejezések

Minden regularis kifejezés egy regularis nyelvet
reprezental, melyet az alabbi rekurzidval definialunk:

1. az € a {€} nyelvet reprezentalja,
2. aza (&€ V)az {a} nyelvet reprezentalja,

3. ha R az L nyelvet reprezentalja, akkor R* az L* nyelvet
reprezentalja,

4. ha R az L nyelvet és R’ az L’ nyelvet reprezentalja, akkor
(R -R’)azLL nyelvet reprezentalja,
(R + R’)azlL vl nyelvet reprezentalja.
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Regularis kifejezések

A zardjelek elhagyhatdk, ha precedencia relaciot definialunk a
muveleteken. A szokasos sorrend: *,-, +.
Az alabbi reqgularis kifejezések ekvivalensek:

* a*ugyanaz, mint (a)* és az {a}* nyelvet reprezentalja,

* (a + b)*ugyanaz, mint ((a) + (b))* és a {a, b}* nyelvet
reprezentalja,

* a* - bugyanaz, mint ((a)*) - (b) és a {a}*b nyelvet reprezentalja,

° b + ab* ugyanaz, mint (b) + ((a) - (b)*) ésa {b} u {a}{b}*
nyelvet reprezentalja,

°* (a + b) - a*ugyanaz, mint ((a) + (b)) - ((a)*) és a {a, b}{a}*
nyelvet reprezentalja.
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Regularis kifejezések

Legyenek P, Q és R reqgularis kifejezések. Ekkor fennall:
* P+(QO+R)=(P+0Q)+R
P-(Q-R)=(P-Q)"R

- P+Q=Q+P

- P-(Q+R)=P-Q+P-R

- P+Q)'R=P-R+Q-R

* P*=¢g+ P P*

- €-P=P-g=P

* P*=(g+ P)*

Szamitasi modellek 6 Lukovszki Tamas



Regularis kifejezések

Példa:

* (a + b)a* és aa* + ba* reqgularis kifejezések altal
reprezentalt nyelv ugyanaz:
{aa"|n=0}yu{ba"|n =0}

* Az a + ba* reqgularis kifejezés altal reprezentalt
nyelv:
{ a, b, ba, ba?, ba3, ...}.
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Regularis kifejezések kifejezoereje

Teétel:

1) Minden regularis kifejezés egy regularis (3-tipusu)
nyelvet reprezental.

2) Minden regularis (3-tipusu) nyelvhez megadhaté egy
regularis kifejezés, ami ezt a nyelvet reprezentalja.

Biz.:
1) kovetkezik abbdl, hogy a regularis nyelvek osztalya
L3 zart a regularis muveletekre.
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Regularis kifejezések kifejezoereje

Biz. (folyt.):

2) Megmutatjuk, hogy minden L regularis nyelvhez, amelyet
egy G = (N, T, P, S) reqularis grammatika general,
konstrualhaté egy regularis kifejezés, amely L nyelvet
reprezentalja.

e lLegyen N={A;, ..., A}, n=15=A..

e TF. minden szabaly A, —» aA; vagy A, - € alaku,
aholaeT,1=<ijJ=n.

e Azt mondjuk, hogy az An» nemterminalis érintett az

A =* UA; (U € T* ) levezetésben, ha An, el6fordul valamely
kozbulsé mondatformaban A; és uA; kozott a levezetésben.
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Regularis kifejezések kifejezoereje
Biz. (folyt.):

* Az A =* UA) levezetés k-megszoritott
ha 0 = m =< k érvényes minden A, nemterminalisra,
ami el6fordul a levezetésben.

* Legyen EN; = {u € T* | 1 A =* UA; k-megszoritott
levezetés}.

* Megmutatjuk k szerinti indukcioval, hogy EX;;
nyelvhez |étezik reqularis kifejezés, ami E%; nyelvet
reprezentalja, 0 < i,j,k = n.
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Regularis kifejezések kifejezoereje
Biz. (folyt.):

* k=0 (indukcié kezdete):

* | #jesetén EY%; vagy Ures, vagy T-beli
szimbolumokbdl all (a € E?%; pontosan akkor,
ha A —» aA; € P.)

* | =jesetén EY; tartalmazza ¢-t és T nulla vagy

annal tobb elemét. Igy E%;reprezentalhatd
regularis kifejezéssel.
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Regularis kifejezések kifejezoereje
Biz. (folyt.):

* k-1 ->k (indukcids lépés):
* TF: minden j, j-re EXY;; reprezentalhaté egy
regularis kifejezéssel
Ekkor Eki,j — Ek-ll,’j 4+ E<1 - (EFL )X« EX K)o
* Ezért EX; reprezentalhaté regularis kifejezéssel.

* Legyen It azon i indexek halmaza, melyekre
A - E.

Ekkor L(G) = Uiee E"1,i reprezentalhaté regularis
kifejezéssel.
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Véges Automata (VA)

e Formalis nyelvek azonositasa felismerd eszkozokkel
is lehetséges. llyenek az automatak

e Egy automata alkalmas szavak feldolgozasara és
azonositasara.

e A grammatikak szintetizald, mig az automatak
analitikus megkozelitést alkalmaznak.

e Az automata egy input sz6t vagy elfogad, vagy
elutasit.
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Véges Automata (VA)

blclalalblclalb|bl|lc]|a VEGE

Véges vezerld T Input szalag

Balrol jobbra mozgo olvasd fej

* A véges automata (VA) Iépések sorozatat hajtja végre diszkrét
idéintervallumokban.

* A VA a kezddballapotbdl indul.

* Az inputszd az inputszalagon helyezkedik el, az olvaséfej az
inputszo legbaloldalibb szimbdluman all.

* A VA, miutan elolvasott egy szimbdlumot, az olvaséfejet egy
pozicidval jobbra mozgatja, majd allapotot valt az allapot-
atmenet flUggvény szerint.

* Ha a VA elolvasta az inputot, megall, elfogadja vagy elutasitja.
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Véges Automata (VA)

* Példa: automata ajtd vezeérlés
Allapot-atmenet diagramm:

front
pad

door

rear
pad

REAR
BOTH
NEITHER

NEITHER

FRONT
REAR
BOTH

Allapot-a4tmenet téblazat

input signal

| NEITHER FRONT REAR BOTH
— CLOSED CLOSED OPEN CLOSED CLOSED
OPEN CLOSED OPEN OPEN OPEN
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Véges Automata (VA)

*  Felhasznalas:
*  Onm(ikddé ajtd
* Kavéautomata
*  Mintafelismereés
*  Matematikai rejtvények (pl. atkelés a folyon)
*  Mintafelismerés
* Beszédfeldolgozas
*  Optikai karakterfelismerés
* Részvény arak eldrejelzése a tdzsdén
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Véges Automata (VA)

A véges automata egy 5-6s A = (Q, T, 6, qo, F), ahol

Q az allapotok egy véges, nemures halmaza,
T az inputszimbdlumok véges abécéje,

6:0 X T- Q (teljes) leképezés, az un. allapot-
atmenet fuggvény,

Jo € Q a kezdoallapot,

F € Q az elfogadd allapotok halmaza.
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Véges Automata (VA)

Megjegyzés:

* Ab6Q X T- Qleképezes kiterjesztheto
6:0 X T* - Q leképezéssé:

N

* 0(q, €) =q,

» b(qg, xa) = 6( 6(qg, x), @) minden x € T*-ra és
a € T-re.
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Véges Automata (VA)

Példa:

° LegyenA=(Q, T, 6, g1, F) egy VA, ahol
Q ={qg1, g2 g:}, T={0, 1}, F = {q=},
6(g1, 0) = g1, 6(q1, 1) = @2, 6(q2, 0) = g3, 6(q2, 1) = q,
6(gs, 0) = 6(gs3, 1) = q..

Allapot-a4tmenet diagramm: Allapot-atmenet tablazat:

0 1 b 0 1

AN
di qi a2
. az as az

0,1 as a2 a2

e Az elfogadott nyelv L(A)={w | w legalabb egy 1-est tartalmaz és az
utolso 1-est paros szamu 0 kodveti}
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Véges Automata (VA)

Példa:

* LegyenT = {a,b,c}.
Adjunk egy VA-t, ami azokat a szavakat fogadja el, melyek hossza = 5.

Megoldas:
e  Formalisan: Allapot-dtmenet tablazat:
A=({q0' ey q6}v {a, b, C}: 6! do , {qO: ey QS}).
6(qi, t) = qi+1, fori=0,...,5,t€ {a, b, ¢}, a b ¢
6(qge, t) = qge, fort € {a, b, c} Sq | g1 | 91 | G4
e Allapot-4tmenet diagramm: 91|92 G| G
Q2 | Q3 | Q3 | Q3

pa Q3 | G4 | Q4 | Q4

a a a a a a
@.0.0.@. 0. 6. o latale

—Qqs | Qs | Q5 | Q6
c Gs | 96 | 96 | 6
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Determinisztikus és
nemdeterminisztikus VA

e Determinisztikus véges automata (DVA): A 6 figgvény
egyértékd, azaz V (g, a) € Q x T pontosan egy s allapot van, amire
6(qg, a) = s.

* Nemdeterminisztikus véges automata (NVA):
A 6 fUggvény tobbértékd, azaz 6 : Q X T - 29,
e Tobb kezdeti allapot megengedett,
Qo € Q a kezdeti allapotok
halmaza. 0.1

* Megengedett, hogy 6(q, a) = @

valamely (q,a)-ra, azaz a gép
elakad. 0 0 @
e g-atmenet megengedett, U

azaz allapot-atmenet Uj
szimbdlum olvasésa nélkl. NVA példa
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Determinisztikus és
nemdeterminisztikus VA

e A nemdeterminizmus Uj tulajdonsagai:
e TObb Ut is lehetséges (tobb valasztas minden
|épésnél).

e Az e-atmenet egy atmenet az input olvasasa
nélkdal.

 Elfogadja az inputot, ha valamely ut elfogadé
allapotba vezet.
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Determinisztikus és
nemdeterminisztikus VA

e Alternativ jelolés: Az dllapot-atmeneteket ga —» p
alaku szabalyok formajaban is megadhatjuk
p € 6(q, a) esetén.

e LegyenMsazA = (Q, T, 6, Qo, F) NVA 6 allapot-
atmenet fuggvénye altal a fenti moédon adott
szabalyok halmaza.

e Ha minden (g, a) parra Ms pontosan egy ga = p
szabalyt tartalmaz, akkor a VA determinisztikus,
egyébként nemdeterminisztikus.
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VA - redukcio

° Legyen A= (Q, T, 6, Qo F) egy VA, legyenek u,v € QT*
szavak. Az A az u sz6t egy lépésben (kozvetlenil) a
v szora redukalja (jeldlés: u =4V, vagy roviden u = v),
ha van olyan qa - p € Ms szabaly (azaz 6(q, a) = p) és
olyan w € T* sz0, hogy u = gaw és v = pw teljesul.

* AZA=(Q, T, 6, Qo F) az u sz6t v széra redukalja
(jelolés: u =4* v, vagy roviden: u =* v, ha
° vagy u =y,
* vagy 3 olyan szé z € QT*, amire u =*zés z=v.

* A =*cC QT* X QT* relacid a = relacio reflexiv, tranzitiv
lezartja.
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VA - elfogadott nyelv

* AzA=(Q, T, 6, go, F) NVA altal
elfogadott/felismert nyelv:

L(A) = {u € T* | gou =* p valamely go € Qo-ra és
p € F-re}.

* Egy DVA A esetén egy kezdoballapot van Qo={qo}.
DVA A altal elfogadott nyelv:

L(A) = {u € T* | qou =* p valamely p € F-re}.
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NVA L UL, elfogadasahoz

Tétel: Ha L, es L, regularis nyelvek, akkor L,U L, is
regularis nyelv.

Biz. (vazlat): Legyen A; egy DVA, ami elfogadja L:-t,
A, egy DVA, ami elfogadja L,-t. A kdvetkezd NVA elfogadja

L.UL,t.
")
E
@) q,
2 &

g
@)
QXA
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NFA L L, elfogadasahoz

Tétel: Ha L, es L, regularis nyelvek, akkor L,L, is regularis
nyelv.

Biz. (vazlat): Legyen A; egy DVA, ami elfogadja L:-t,
A, egy DVA, ami elfogadja L»-t.
A kovetkezo NVA elfogadja L, L -t.

A

1
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NFA L* elfogadasahoz

Tétel: Ha L egy regularis nyelv, akkor L* is regularis nyelv.

Biz. (vazlat): Legyen A egy DVA, ami elfogadja L-t,
A kovetkez6 NVA elfogadja L*-t.

U

Uk
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A NVA szamitasi ereje

* Teétel: Minden A = (Q, T, 6, Qo, F) NVA-hoz
konstrualhaté egy DVA A’ = (Q’, T, 6’, g0, F’), Ugy
hogy L(A) = L(A’) teljesdl.

« Otlet: A DVA nyomon koéveti a lehetséges allapotok
részhalmazat az NVA-ban

* Megjegyzés: Legrosszabb esetben |Q’| = 219
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A NVA szamitasi ereje

Biz.:

* Legyen Q’= 29, azaz Q" a Q halmaz o0sszes
részhalmanak halmaza (|Q’| = 219).

° Legyen 6’:Q’ x T —» Q’ kovetkezbképp definialt:
6'(q’, a) = Uqeq' 6(q, a).

g’ NF+Q}

* L(A) € L(A’) bizonyitasahoz, bebizonyitjuk Lemma
1-t. L(A’) € L(A)-hoz Lemma 2-t.

* EI6bb egy példa.

* Legyenqo=QoésF' ={q €Q’
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NVA - DVA

Példa:

* Legyen A = (Q,T,6,Q0,F) egy NVA, ahol
Q ={qgo, g1, 2}, T = {a, b}, Qo = {qo}, F = {q2}.
6 kdvetkezbképpen adott:
6(qo, @) = {qo, g1}, 6(qo, b) = {q1},
6(q1, a) = @, 6(q1, b) = {q:2},
6(qz2, a) = {qo, 91, g2}, 6(q2, b) = {qg:1}.
Adjunk egy A’ DVA-t , ami ekvivalens A-val.

Megoldas:

* DVA: A" =(Q',T,6°,q9,F’), ahol
Q' ={2,{q0}.{q1}.{92}.,{q0, 9:},{q0,92},{91.92},{q0.q1.q2} },
q'o = {qo},
F’ = {{q2}r{qorq2}:{q1;q2},{QO,Q1,Q2}},
folyt. kdvetkezd félia
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NVA - DVA
Példa (folyt.):

° 5: 6(‘?01 3) — {QU: QI}} 6(‘?01 b) — {Ql}r
5(Ql: 3) — @1 5(Ql1 b) — {Q2}1
6(g2.a) = {90, 1. 92}, 6(q2,b) = {q1}.

. 5" §((0,2) = 0, 5((0,b) = 0,
5#(({‘;'0}& 3) — {qﬂ'r Q1}1 5#(({‘?0}1 b) — {ql}&
6'(({q1},a) =0, 0'(({a1}, b) = {q2},
6'(({g2},a) = {90, 91, 92}, 6'(({g2}, b) = {q1}.
8'(({q0.q1},2) = {qo, q1}, 0'(({q0,q1}, b) = {q1, 92},
'(({90, g2}, a) = {qo0, q1, 92}, 0'(({qo0, g2}, b) = {aq1},

0'(({q1,q2},a) = {q0,q1, 92}, 9'(({a1, 92}, b) = {q1, 92},
0'(({q0, 91,92}, a) = {q0. 91,92}, ¢'(({90, 91, 92}, b) = {q1, g2}
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NVA - DVA

Példa (folyt.):
NVA

3(q0,a) ={q0,q1},  d(q0, b) = {aq1},
5(qr,a) =0, 8(q1, b) = {q2},
8(q2,a) = {90, 91, 92}, (a2, b) = {q1}-

F={q:}

DVA

&' ((0,a) =0, 8'((0,b) =0,
'(({90}. 2) = {qo. a1} 0'(({qo}. b) = {a1}.
&(({g1},2) = 0, 0'(({q1}. b) = {q2}.
&"(({g92}: ) = {q0. 91, 92}, o'(({92}, b) = {an},
8'(({qo, a1}, 2) = {qo, 91}, o'(({q0, a1}, b) = {q1, 92},
8'(({q0. 92}, a) = {q0. q1. 92}, 0'(({90, g2}, b) = {q1},

O (({q1: a2}, a) ={q0.q1.q2},  '(({q1, 92}, b) = {a1, 92},
5’(({QO: ai, qZ}: a) — {qO: qi, qZ}: 5’(({‘?0: ai, Q2}: b) — {QI: q2}

F'={{92},{90.92}.{91.92},{90,91,92} }
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A NVA szamitasi ereje

Lemma 1:

Minden p,g € Q, g’ € Q’ és u,v € T* esetén,
ha qu =*, pv és q € q’,

akkor d p’ € Q’, hogy

q'u=* pvéspep’.

Biz.:

Indukcio a redukcids Iépések szama n szerint
qu =*, pv redukcidban.

n=0: az allitas trivialisan teljesul, p’=q’.
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A NVA szamitasi ereje

Biz. (Lemma 1, folyt.):

n - n+1:

TF., az allitas igaz minden <n |épésbdl allé redukcidra.

Legyen qu =*a1 pv egy n + 1 |épésbdl allé redukcid.
Ekkor valamely g1 € Q és u: € T*-re teljesul
qQu =4 q1U1 =%*a pV.

Tehat3a €T, amire u = au:1 és g1 € 6(q, a).

Mivel g € g’-re 6(q, a) € 6'(q’, a),
g1 megadhaté mint g’» = 6’(q’, a).

Kovetkezésképp, g’u =4 q'1u1, ahol g1 € g"1.

Az indukcids feltétel alapjan,

dp’ € Q’, amire g1u1 =*a+ p’v és p € p’, ami bizonyitja az allitast. J
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A NVA szamitasi ereje

Biz. (Tétel, folyt.):

* Legyenu € L(A), azaz qou =*a p,
valamely qo € Qo-ra és p € F-re.

* Lemma 1 alapjan 3 p’, amire q’oU =*x p’,
ahol p € p’.

*  F’ definicidja szerint, p € p’-bdl és p € F-bal
kovetkezik, hogy p’ € F’,
ami bizonyitja, hogy L(A) < L(A’).

* L(A’) € L(A)-hoz bizonyitjuk Lemma 2-t.
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A NVA szamitasi ereje

Lemma 2:

*Mindenp’, g € Q’, p € Q ésu, v ET*esetén,

* haq'u=* p'véspeEp’,

 akkor3 g € Q, amelyre qu =*s pv és g € q’.
Biz.:
* Indukcié a redukcié lépéseinek szama n alapjan.

* n = 0: Az allitas trivialisan érvényes.
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A NVA szamitasi ereje

Biz. (Lemma 2, folyt.):

° n - n+1: TF. Az allitas igaz minden < n l1épésbdl allo
redukciéra.

° Legyen q'u =*, p’'vegyn + 1 lépésbdl allé redukcid.
Ekkor g’'u =*4 p’1vi =4 p’v, ahol vi = av,
valamely p’1 € Q’-ra és a € T-re.

* Ekkorp € p’=06'(p1, a) = Upiep: 6(p1, @).
* Kovetkezésképpen, 3 p1 € p’1, amelyre p € 6(p1, a).
* Erre a pi-re teljesul, hogy pivi =4 pv.

* Az indukcids feltétel alapjan, qu =*4 pivi, valamely g € qo-ra,
amibdl kovetkezik az allitds. [
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A NVA szamitasi ereje

Biz. (Tétel, folyt.):
* Legyen q'ou =*» p’ésp’ € F.
* F’ definiciéja alapjan 3 p € p’, amelyre p € F.

* Ekkor, Lemma 2 alapjan, valamely go € q’o-ra
teljesul, hogy qou =%*a p.

* Ez bizonyitja a tétel allitasat.
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Kovetkezmények

Korollar 1:

* A reqgularis nyelvek osztalya 3 zart a komplemens
operaciora.

Biz.:

* Legyen L egy nyelv, amelyet egy A = (Q,T,6,qo,F)
VA felismer/elfogad.

* Ekkor a L = T* — L nyelv felismerhetd az
A =(Q,T,6,90,Q—F) VA-val.
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Kovetkezmények

Korollar 2:

* A regularis nyelvek osztadlya 3 zart a metszet
operaciora.

Biz.:
*  Tudjuk, hogy r3 zart az unio operaciora.
° LlﬂL2=Z1UZ2.

* Korollar 1 alapjan kovetkezik az allitas.
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