Szamitasi modellek

7: Turing gépek
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Algoritmus modellek

e Az 1930-as évektdl megndétt az igény az algoritmusok matematikai
modelljének |étrehozasara.

e Tobb kisérlet:
e Kurt Godel: rekurziv fUiggvények
* Alonso Church: A -kalkulus
e Alan Turing: Turing gép

e Az 1930-as évek masodik felétdl szamos tétel sziletett, amelyek
ezeknek a modelleknek az azonos szamitasi erejét allapitottak meg.

e KésObb sok mas szamitasi modellnél bebizonyosodott, hogy szamitasi
erejuk megegyezik a Turing gépekkel. Példaul:

e O-tipusud grammatikak

* veremautomata 2 vagy tobb veremmel
e RAM

* C, Java, Python, stb...
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Church-Turing tézis

e Nem ismerlnk olyan szamitasi modellt, amelyrél
tudnank, hogy er6sebb a Turing gépnél, és a tobb
modellre bizonyitott, hogy gyengébb, vagy ekvivalens.

A 30-as években megfogalmazasra kerllt a
kovetkezb:

e Church-Turing tézis: Minden formalizalhaté
probléma, ami megoldhatd algoritmussal, az
megoldhatd Turing géppel is.

e NEM TETEL!
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Turing Gépek (TG)

e Alan Turing vezette be 1936-

ban
fej
* A fej tud irni és olvasni ﬂ 572l b b
* A fej kétirdnyu (balra vagy veges o
: , vezérles szalag olvasas/iras
jobbra mozgathato) g

* A szalag végtelen (jobbra)

e Az inputot végtelen sok ,,_“
ures karakter koveti

e Barmikor elfogadhatja vagy
elutasithatja (nem csak az
input végén)
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Turing Geép (TG)

TG példa: TG L={ ab"c" | n >0}
felsmeréséhez.

1 Olvasas (scan) jobbra, amig el nem érjuk
_-t kézben ellendrizzik, hogy az input
{a,b,c}*-ban van-e. Ha nem, elutasitjuk.

2 A fejet visszavisszlk a szalag bal végére.

3 Olvasas (scan) jobbra, athuzunk egy a-t,
egy b-t, és egy c-t.

4 Ha minden szimbdlum kozul az utolsét
athuztuk, fogadjuk el.

5 Ha valamelyik szimbdélum kdzul az utolsot
athudztuk, de mas szimbdlum kozul nem,
utasitsuk el.

6 Ha athuzatlan szimbdlumok maradnak,
visszamegyUunk a szalag bal végére és
ismételjik a 3 ponttdl.

s
Véges aabbjcc_
vezerlés >

i
Véges ﬁ( 2 JJ b ?{ ‘-
vezerlés -« >

s
veges | FABBLE
vezerlés <« >
< —>
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TG - Formalis Definicio

* Egy Turing gép (TG) egy 7-es M=(Q, 2, I, 6, Qo, Qaccept, Qreject),
ahol Q, 2, I véges halmazok

e Q: allapotok halmaza

2: input dbécé (az lres szimbdélum &)
[ szalag abécé (2 < I, _€&ln)

6:0xI->0Q xTx {L, R} dtmenet fuggvény
(L = Left, R = Right)

e determinisztikus

go € Q: kezdd allapot

Jaccept € Q: elfogadd allapot
* Jreject € Q: elutasitd allapot, greject® Qaccept.

o Atmenetdiagram: a/b.D megfelel 6(qg, a) = (r, b, D) atmenetnek
@—>® (gre,a berl,De{L, R})
6
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TG - Szamitas

d AZ M - (Q, Z, I_, 5, qO, Qaccept, qreject) TG a kOvetkeZC,ﬂ(epp Véng a
szamitast.

e Az inputszé: w = waw,...w, € 3%,
* az inputszalag elsé n cellajan helyezkedik el,
e a tobbi cella Gres (a _ szimbdlumot tartalmazza).
* Alegelsd szimbdlum jelzi az input végét.
* Az ir6-olvaso fej az inputszalag legbaloldalibb celldjan all.
* A szamitas az atmenet fluggvény szerint torténik.

* Ha a fej elérte a szalag bal oldali végét, akkor egy helyben marad,
fuggetlendl attdl, hogy az atmenet fuggvény bal oldalra torténd
elmozdulast jelzett (L).

* A szamitas befejezddik, ha M Qaccept OF Qreject allapotba 1ép.
Ekkor M megall.

* Ha egyik eset sem kovetkezik be, akkor M sohasem all meg (loop).
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TG - Elfogadas, elutasitas

®* Egy M TG 3 lehetséges kimenete egy w inputtal:
* Elfogadja (qaccept allapotba lép)
e Elutasitja megallassal (grject allapotba Iép)
e Elutasitja ugy, hogy sohasem all meg (“loop”).
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TG - Konfiguracio

e A TG konfiguracidja egy uqv alaku sz6, ahol u,v € *
és g € Q.

e yv: a szalag aktualis tartalma
* @q: aktualis allapot
e afejvelsé szimbdluman all

e v utolsé szimbolumat csak _ szimbolumok kodvetik
a szalagon.

e Példa: 10119501111

: |
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TG - Konfiguracio atmenet

e Cik C., ha C; konfiguraciobdl C; konfiguracié egy Iépésben
(kozvetlenul) elérheto:
Legyena, b,c €l ésu, v € * Legyen g, g; € Q.

e yaqbv = uqgjacv ha 6(q,b) = (qg;,c,L),
* uaqbv +~ uacqv ha 6(q;,b) = (q,,c,R).

e Specialis esetek:
* A szalag bal oldali végén

* gbv + qgicv ha 6(q;,b) = (q,c,L),
(megakadalyozza, hogy a TG leessen a szalag bal végén)

* gibv - cqv ha 6(qi,b) = (q;,¢c,R).
e Az input jobb oldali végén
e uaq; ekvivalens a uaq;_ konfiguracioval.
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TG - Elfogadas, Elutasitas, Megallas

e Az M TG kezdékonfiguracidja w inputtal: gow.

 Elfogadod konfiguracid: a konfiguracié allapota
daccept-

e Elutasito konfiguraciod: a konfiguracié allapota
Jreject.

e Elfogadd és elutasito konfiguraciok megallasi
konfiguracidok

e Nem vezetnek tovabbi konfiguraciokhoz.

e 6 megadhatd mint: 6: Q' x - Q x I x {L, R}, ahol
Q'= Q\{ Jaccept, Qreject} :
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TG - elfogadott nyelv

e Egy M TG a w inputszoét elfogadja, ha |étezik olyan
Ci1, Ca, ..., Cc konfiguracié-sorozat, ahol

1. C:. az M kezd6 konfiguracidja w inputtal,
2.CiFCis1,1<i<k-1¢és
3. C« egy elfogadd konfiguracio.

e Azon szavak halmazat, melyet M elfogad/felismer, az
M altal elfogadott/felismert nyelvnek nevezzik és
L(M)-mel jeloljuk, azaz

e (M) ={w]| M elfogadja w-t}.
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TG - Felismerés, Eldonteés

* Egy M TG felismeri L-t, ha L = L(M).

e Egy L nyelv Turing-felismerheto,
ha L = L(M) valamely M TG-re.

e Turing-felismerhetd nyelvek a | )
rekurzivan felsorolhaté nyelvek. T-felismerheto

e Egy M TG egy eldontd, ha
M minden inputtal megall.

e M eldonti L-t, ha L=L(M) és M egy eldonté.

e Egy L nyelv Turing-eldontheto,
ha L = L(M) valamely M elddontd TG-re.

e Turing-eldénthetd nyelvek a
rekurziv nyelvek.

Szamitasi modellek 13 Lukovszki Tamas



Eldonto TG Példa

e Példa: TG M, amely eldonti L = {Oinn >0} -t.
e Ma w inputtal:

1. Olvassuk (scan) a szalagot balrél jobbra
és hlzzunk at minden masodik O-t.

2. Ha az 1. pontban a szalag egyetlen 0O-t tartalmazott, elfogadjuk.

3. Ha az 1. pontban a szalag tobb mint egy 0-t x/%.R
tartalmazott és a 0-k szama paratlan volt,
elutasitjuk.

4. Vigyuk vissza a fejet a szalag bal végéhez.
5. Go to 1.

e Formalis leiras:
M= (Q, Z, I_, 6, CI1, qaccept, qreject):

¢ Q = {Ql; 42, Q3, Qa, s, Qaccept, Qreject}p
e > ={0}, = {0,x, }.
e § az allapot atmenet diagrammal adott:
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Eldonto TG Példa

e Példa: TG M, amely eldonti

e M futdsa a 0000 inputtal:

L={0%"|n>0}.

(10000
L2000
UKQ3GG
ux0g40
px0xgsu
UKGQEKU
Lxqs0xu

L5 x0xu
(5 ux0xu
L x0xu
uxg0xu
X X3 X0
UXXAGU
X X5 XU

g_accept

LXs XX
L5 XXX
(5 UKL KU
Lo XXX
L2 XX
UXXaX U
XX X2

LXX XU accept
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TG Valtozatok - Tobbszalagos TG

* Tobbszalagos TG: P
. ., 0O{1]0]1]0 |u
* Minden szalag sajat 1
.y 7 . . A[ ¥
iro-olvaso fejjel rendelkezik. TaTa T
» Kezdetben az input az —
1. szalagon van, a tobbi blalwu
szalag Ures.

* Az atmenet fliggvény lehetdOvé teszi a szalagokrdl vald
egyidejl olvasast, a szalagokra torténd egyidejl irast, és
az iré-olvaso fejek egyidejl |éptetése:

e 5: 0 x> Q xT*x {L, R, S},
ahol k a szalagok szama,

S: "stay put" a fej helyben marad. Helyettesithetd
egy jobbra Iép, majd egy balra |ép atmenettel.

* azaz 6(qi, a1, ..., ax) =(q;, b, .... , b, L, R, ..., L)
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Egyszalagos, Tobbszalagos TG

Tétel: Minden tébbszalagos TG-hez konstrualhatd azzal ekvivalens

egyszalagos TG.

Biz.: Egy tobbszalagos M TG atalakitasa
egy ekvivalens egyszalagos S TG-pé.

e S szimulalja M-et Ugy, hogy
S egyetlen szalagjan tarolja az
M gép k=2 darab szalagjanak
tartalmat blokkokban.
A blokkok egy Uj # szimbdélummze
vannak elvalasztva.

e Az M gép k szalagjanak tartalma
S eqy szalagjan: #w# # # ... #,

M

g
lof1]oft]o]u]...

v
afalalo]--.

[blaful..

¥
(#]o[1]ol1]ol#[alala]#|blal#[u]...

ahol w az M els6 szalagjanak tartalma.

e A fejek pozicioit pontozott szimbdlumokkal tartjuk nyilvan
(a pontozott szimbdélumok Ujonnan bevezetett szimbdélumok).
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Egyszalagos, Tobbszalagos TG

Biz. (folyt.):
* S mUkodése:
* 1. M minden lépéséhez:
a: Pasztazzuk végig (scan)

a szalagot, hogy megtaldljuk [ lo]1]of1]o]u]
a pontozott szimbdlumokat. ~ M [aTafalel...

b: Pasztazzuk végig (scan) 3
Gjra, hogy aktualizaljunk CIEVEIRY
az M gép 6-janak megfelelben.

S ¥ _ _

c: Sifteljink, hogy helyet (#lof1fof1]of#[alala[#[Blal#[u]...

csinaljunk, ha kell,
e 2. Elfogadjuk/elutasitjuk ha M azt teszi. L]
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Nemdeterminisztikus TG

e Egy nemdeterminisztikus TG (NTG) hasonl6 a determinisztikus
TG-hez, kivéve az atmeneti flggvényét
6:0xI->PQxTx{L, R}).

Tétel: Minden N NTG-hez van azzal ekvivalens determinisztikus TG M.
Biz.: Otlet:

e Egy NTM N szamitasa w inputtal
reprezentalhatd egy faval (szamitasi fa)

* A csomopontok megfelelnek a konfiguraciéknak,
e A gyokér megfelel a kezd6 konfiguraciénak.

* M prébalja az N nemdeterminisztikus szamitasanak
0sszes lehetséges agat. (BFS)

e Ha M elér egy elfogadé allapotot egy agon, M elfogad /\.
és megall. Kilénben, M nem &ll meg. [ ] accept
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Nemdeterminisztikus TG

Tétel: Minden N NTG-hez van azzal
ekvivalens determinisztikus TG M.

Biz.:
e M szimulalja N-t Ugy, hogy minden

egyes szal szalagjat kualon ,,blokkban”
tarolja a szalagon.

A blokkok egy Uj # szimbdlum-
mal vannak elvalasztva. N

e Minden blokkban tarolja
a fej pozicidjat és
e a szalhoz tartozé allapotot.

* Ha egy szal elagazik, M M
lemasolja a blokkot.

NTM
—
a al_| _ :
Aaccept
Deterministic TM
Y <
0 Bl a#|q3 & bl #a7b[c|b]-|-| S

 Ha egy szal elfogad, M elfogad.
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Kovetkezmények

e Korollar: Egy nyelv Turing-felismerhetd, akkor és
csak akkor, ha van azt felismer6 tobbszalagos TG.

e Korollar: Egy nyelv Turing-felismerhetd, akkor és
csak akkor, ha van azt felismero
nemdeterminisztikus TG.

e Megjegyzés: Az el6z0 tétel bizonyitasat
modosithatjuk Ugy, hogy ha N a nemdeterminisztikus
szamitas minden agan megall, akkor M is megall.
Egy NTG N egy eldonté ha N minden inputra minden
agon megall.

e Korollar: Egy nyelv akkor és csak akkor elddénthetd,
ha van azt eldontd nemdeterminisztikus TG.
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Turing Enumerator

* Egy Turing Enumerator egy
determinisztikus TG egy
nyomtatéval control

> printer

* Egy ures szalaggal kezd és 0[1]0]0]u]... worktape
ki tudja nyomtatni a wi,wz,ws,...
szavakat. Lehetséges, hogy orokké fut.

* A felsorolt nyelv azon szavak halmaza, melyeket
kinyomtat. (Egy generator, nem egy felismerd.)

* E enumeratorhoz: L(E) = {w | E kinyomtatja w-t}.
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Turing Enumerator

Tétel: Egy L nyelv akkor és csak akkor Turing-felismerhetd, ha L=L(E)
valamely E Turing enumeratorra.

Biz.:
* («) E enumerator konvertalasa ekvivalens M TG-re.
e M mukodése w inputtal:
e Szimuladljuk E-t (Ures inputtal).
e Amikor E kiir egy x sz6t, ellendrizzik, hogy x=w.
e Elfogadjuk, ha =, maskulonben folytatjuk a szimulalast.
e (») TM M konvertalasa ekvivalens E enumeratorra.
e F = Szimulaljuk M-et minden w; € 2*={¢,0,1,00,01,10,11,...} szbra
 Amikor M elfogadja wi-t, kiirjuk wi-t.
e Folytassuk a kdovetkezd wi-vel.
* Probléma: Mi van, ha M sohasem all meg w-vel?

e Megoldas: Szimulaljuk M TG i |épését wi,wa,...,w; szavakkal, i=1,2,...
Kiirjuk azokat wj-ket, j=i, amelyeket elfogad M. []
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TG és 0. Tipusu Grammatikak

Tétel: Minden 0. tipusu G grammatikahoz megadhatd egy NTG, amely felismeri
az L(G)-t.

Biz.:
* Legyen M egy TG 3 szalaggal,
e az els6 szalag az M inputjat tartalmazza,
* a masodik szalag tartalmazza G szabalyait,

* a harmadik szalagon mindig van egy a sztring
(kezdetben a G kezddszimbdluma).

1. M nemdeterminisztikusan valaszt egy p —» q szabalyt és egy poziciét a-ban.

2. Ha a pozicié p-vel kezd6dik, azaz a = xpy, akkor kicseréli ki p-t g-ra, az Uj a
sztring xqy lesz.

3. Ha az 1. és 3. szalag tartalma egyenld, akkor M megall Qaccp: allapottal.
Maskulonben, ismételjuk 1-tol.

* Vildgos, L(M) = L(G) L]
Korollar: Az el6z0 tétel alapjan egy determinisztikus TG is megadhatd.
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TG és 0. Tipusu Grammatikak

Tétel: Minden M = (Q, 2, I, 6, Qo, Qaccept, Qreject) determinisztikus TG-hez
megadhatd egy G grammatika, amely L(M) nyelvet generalja.

Biz.:

* G mondatai M konfiguraciéit kddoljak. G az ellenkezd iranyba
halad. Nemdeterminisztikusan létrehoz egy elfogadd konfiguraciot,
majd abbdl megprébal egy kezdd konfiguraciot levezetni.

° LegyenG=((F'\2)uQu S A >}, 2, P, S), ahol P:
1)S = >AQaccepA<]
2JA->aAle (Va€r)
3)bq’ - qa, ha 6(q, a) = (q’, b, R)
4)q’b = qa, ha 6(q, a) = (q’, b, S)
5)q’cb - cqa, if6(q, a) =(q’, b, L) (VceET)
6) I-<,<d-2ED>_ 2D, D>Qo—E
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TG és 0. Tipusu Grammatikak

Biz. (folyt.):
1)S = >AQaccept A<
2J A-aAle (VaeETl)
3)bq’ - qa, ha 6(q, a) = (q’, b, R)
4)g’b - qga, ha 6(q, a) =(q’, b, S)
5)q’cb » cqa, ifb6(q,a)=(q’, b, L) (Vcel)
6) d-<,<=¢€D>_ D>, D>qo—E
e 1)-2) létrehoz egy elfogadd konfiguraciot.

e 3)-5) a konfiguracié atmeneteket forditott iranyban szimulalja.
Azaz, ha pl. acgaB + aqg’'cbB egy 6(q, a) = (q’, b, L) szabaly szerint,
akkor G-ben az 5-6s pont szerint, g’cb atirédhat cga-ra.

* 6) Ha a mondatforma egy kezddkonfiguracio (esetleg néhany extra _
karakterrel), akkor ezek a szabalyok torlik a felesleges szimbdlumokat.

* |Indukcidval a levezetés hossza alapjan megmutathaté, hogy
qu |_* aQacceptB a.CS.a. 5 =% [>aCIacceptB<] =>* [>_iq0W_j<] =% w. I:'
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Tobbvermua gépek

e Egy k-vermu gép egy _—
determinisztikus Input — StA€ L= Acceptreject
veremautomata k veremmel. control

e Allapotok véges halmaza. (\} t {/)

e Véges input abécé.

* Véges verem abécé,
ugyanaz minden veremre.

e A tobbvermu gép atmenete fugg:
* az allapottdl,
e az olvasott input szimbdlumtdl,
* minden verem tetején |évd veremszimbolumtol.
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Tobbvermua gépek

A tobbvermu gép egy allapot-atmenet soran:
e allapotot valt,

* az egyes vermek tetején Iévod legfelsd veremszimbdolumot valahany (a
0-t is beleértve) veremszimbdélummal helyettesiti.

Konfiguracié- (allapot-)atmenet:
* 6(q, a, X5,....X«) = (p, Y1,...,Yk).

e g allapotban Xi szimbdélummal az i-edik verem tetején, i = 1,...,k,
a szimbdlumot olvas,

* p allapotba megy és kicseréli az X; szimbdélumot az i-edik verem
tetején yi-re, mindenj = 1,...,k-ra.

A tobbvermU gép a végallapotaba jutva fogadja el az egyes szavakat.

Feltesszik, hogy az input végén (nem része annak) van egy specialis $
szimbdélum, amelyet végjelzének (endmarker) is hivunk. A $ jelzi az input
0sszes betljének a feldolgozasat.

Szamitasi modellek 30 Lukovszki Tamas



Tobbvermi gép vs. TG

Tétel: Ha egy L nyelv felismerhet6 egy k-vermu géppel,

akkor adhatoé egy TG, ami felismeri L-t.

Biz.: Egy k-vermU gépet egy (k+1) szalagos TG-pel
kdnnyen tudunk szimulalni:

e az elsd szalagon taroljuk az inputot,
e a tobbi k szalag a k verem tartalmat tarolja.

e Ha egy lépésben j betlt irunk az egyik veremre,
akkor azt szimulalhatjuk a TG-pel j Iépésekben,
betlrdl betdre.
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Tobbvermi gép vs. TG

e Tétel: Ha egy L nyelv felismerhet6 egy M TG-el,
akkor adhat6 egy 2-vermu gép S, amely felismeri L-t.

e Biz.: Otlet: Az egyik verem a TM fejétél balra 1évé
szimbdolumokat tarolja, a masik verem a fejtdl jobbra
lévd szimbdlumokat.

gs

gs
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Tobbvermi gép vs. TG

Biz. (folyt.):

e Kezdetben, az S veremei a # verem szimbdélummal indulnak
 # nem eleme M szalagabécéjének.
e # csak a verem aljanak jelzésére szolgal.

e Tegyuk fel, hogy S bemenetén ott van a w szé.

e Sawszot az elsé vermébe masolja. S befejezi a masolast,
ha $-t olvasta ($ jelzi az input végét).

e S egyenként kiveszi a szimbdlumokat az els6 verembdl és a
masodik verembe helyezi (¢ -atmenetekkel). Ekkor az elsé
verem ures lesz, a masodik verem w-t tartalmazza, w elsé
betlje lesz a verem tetején.

* S az M kezdeti allapotanak megfelel6 allapotba Iép.
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Tobbvermi gép vs. TG

Biz. (folyt.):
e S az M atmenetét a kovetkezbképp szimulalja:

* Feltesszuk, hogy S ismeri M allapotat, amelyet g-val
jelolunk. Ehhez M minden g allapotahoz S-nek sajat
megfeleld allapota van.

e Sismeri az X szimbdlumot, amelyet éppen olvas M: X
az S masodik veremének teteje. Kivétel, ha a
masodik verem csak #-t (veremvég szimbolum)
tartalmaz, ekkor M egy Ures szimbdlumra ért.

* Igy S ismeri M kdvetkezd dtmenetét. S a kévetkez8
allapotaba lép M kovetkezé allapotanak megfelelben.
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Tobbvermi gép vs. TG

Biz. (folyt.):
e Elég csak a balra és a jobbra Iépéssel foglalkoznunk.

e Ha M egy X szimbdlumot Y-ra cserél és jobbra I1ép, akkor S
az Y-t az 1. verembe helyezi, és eltavolitja X-et a 2. verem
tetejérdl, azaz Y az M fejétdl balra van. Két specialis eset
van:

e Ha a 2. verem csak a # veremalja szimbolumot
tartalmazza és igy X = , akkor a 2. verem tartalma
nem valtozik, (M még egy felé Iép jobbra.)

e HaY = _és az l. verem tetején # van, akkor az 1.
verem tartalma valtozatlan marad. (M fejétdl balra
mar csak _szimbdélumok vannak.)
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Tobbvermi gép vs. TG

Biz. (folyt.):

e Ha M az X szimbdlumot Y-ra cseréli, és balra mozog, akkor
S eltavolitja az 1. verem legfels6 szimbdélumat — nevezzik
Z-nek —, és a 2. verem tetején |évo X-t ZY-ra cseréli.

e Azaz, az M fejétdl korabban balra 1évd szimbdlum (2)
lesz a fej alatt. Kivétel az az eset, amikor Z a #
veremalja szimbolum. Ekkor Y kerul a 2. verem
tetejére, és semmit nem tavolit el az 1. verembdl.

e S elfogad, ha M Uj allapota elfogadd allapot,
egyébként S az M kdvetkezb 1épését szimulalja.
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