Szamitasi modellek

5: Regularis kifejezések, véges automatak
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Regularis kifejezések

Felhasznalasok:

* szoOvegszerkesztOkben keresés csere

*  keresdé motorok

* szovegfeldolgozé programok (pl. sed és AWK)
* programozasi nyelvek, lexikalis elemzés

* genomelemzés (genom mint karakterlanc)

* spam/malware szuroé
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Regularis kifejezések

Legyenek V és V' = {g, -, +, *, (, )} diszjunkt dabécék. A V dbécé feletti
regularis kifejezéseket rekurziv modon a kdvetkezdképpen definialjuk:

€ regularis kifejezés V felett,
minden a € V reqgularis kifejezés V felett,
Ha R reqgularis kifejezés V felett, akkor R* is regularis kifejezés V felett,

Ha Q és R regularis kifejezések V felett, akkor (Q -R)és(Q + R) is
regularis kifejezések V felett.

> W N

* jteracio lezartja
- konkatenacid
+ unio.
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Regularis kifejezések

Minden regularis kifejezés egy regularis nyelvet
reprezental, melyet az alabbi rekurzidval definialunk:

1. az € a {€} nyelvet reprezentalja,
2. aza (&€ V)az {a} nyelvet reprezentalja,

3. ha R az L nyelvet reprezentalja, akkor R* az L* nyelvet
reprezentalja,

4. ha R az L nyelvet és R’ az L’ nyelvet reprezentalja, akkor
(R -R’)azLL nyelvet reprezentalja,
(R + R’)azlL vl nyelvet reprezentalja.
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Regularis kifejezések

A zardjelek elhagyhatdk, ha precedencia relaciot definialunk
definialjuk a mlveleteken. A szokasos sorrend: *,-, +.
Az alabbi reqgularis kifejezések ekvivalensek:

* a*ugyanaz, mint (a)* és a {a}* nyelvet reprezentalja,

* (a + b)*ugyanaz, mint ((a) + (b))* és a {a, b}* nyelvet
reprezentalja,

* a* - bugyanaz, mint ((a)*) - (b) és a {a}*b nyelvet reprezentalja,

° b + ab* ugyanaz, mint (b) + ((a) - (b)*) ésa {b} u {a}{b}*
nyelvet reprezentalja,

°* (a + b) - a*ugyanaz, mint ((a) + (b)) - ((a)*) és a {a, b}{a}*
nyelvet reprezentalja.
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Regularis kifejezések

Legyenek P, Q és R reqgularis kifejezések. Ekkor fennall:
* P+(QO+R)=(P+0Q)+R
P-(Q-R)=(P-Q)"R

- P+Q=Q+P

- P-(Q+R)=P-Q+P-R

- P+Q)'R=P-R+Q-R

* P*=¢g+ P P*

- €-P=P-g=P

* P*=(g+ P)*
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Regularis kifejezések

Példa:

* A (a + b)a* és aa* + ba* reqularis kifejezések altal
reprezentalt nyelv ugyanaz:
{aa"|n=0}yu{ba"|n =0}

* A a + ba* reqularis kifejezés altal reprezentalt nyelv:
{ a, b, ba, ba?, ba3 .. .}.
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Regularis kifejezések kifejezoereje

Teétel:

1) Minden regularis kifejezés egy regularis (3-tipusu)
nyelvet reprezental.

2) Minden regularis (3-tipusu) nyelvhez megadhaté egy
regularis kifejezés, ami ezt a nyelvet reprezentalja.

Biz.:
1) kovetkezik abbdl, hogy a regularis nyelvek osztalya
L3 zart a regularis muveletekre.
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Regularis kifejezések kifejezoereje

Biz. (folyt.):

2) Megmutatjuk, hogy minden L regularis nyelvhez, amelyet
egy G = (N, T, P, S) reqularis grammatika general,
konstrualhaté egy regularis kifejezés, amely L nyelvet
reprezentalja.

e lLegyen N={A;, ..., A}, n=15=A..

e TF. minden szabaly A, —» aA; vagy A, - € alaku,
aholaeT,1=<ijJ=n.

e Azt mondjuk, hogy az An» nemterminalis érintett az

A =* UA; (U € T* ) levezetésben, ha An, el6fordul valamely
kozbulsé mondatformaban A; és uA; kozott a levezetésben.
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Regularis kifejezések kifejezoereje
Biz. (folyt.):

* Az A =* UA) levezetés k-megszoritott
ha 0 = m =< k érvényes minden A, nemterminalisra,
ami el6fordul a levezetésben.

* Legyen EN; = {u € T* | 1 A =* UA; k-megszoritott
levezetés}.

* Megmutatjuk k szerinti indukcioval, hogy EX;;
nyelvhez |étezik reqularis kifejezés, ami E%; nyelvet
reprezentalja, 0 < i,j,k = n.
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Regularis kifejezések kifejezoereje
Biz. (folyt.):

* k=0 (indukcié kezdete):

* | #jesetén EY%; vagy Ures, vagy T-beli
szimbolumokbdl all (a € E?%; pontosan akkor,
ha A —» aA; € P.)

* | =jesetén EY; tartalmazza ¢-t és T nulla vagy

annal tobb elemét. Igy E%;reprezentalhatd
regularis kifejezéssel.
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Regularis kifejezések kifejezoereje
Biz. (folyt.):

* k-1 ->k (indukcids lépés):
* TF: minden j, j-re EXY;; reprezentalhaté egy
regularis kifejezéssel
Ekkor Eki,j — Ek-ll,’j 4+ E<1 - (EFL )X« EX K)o
* Ezért EX; reprezentalhaté regularis kifejezéssel.

* Legyen It azon i indexek halmaza, melyekre
A - E.

Ekkor L(G) = Uiee E"1,i reprezentalhaté regularis
kifejezéssel.
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Véges Automata (VA)

e Formalis nyelvek azonositasa felismerd eszkozokkel
is lehetséges. llyenek az automatak

e Egy automata alkalmas szavak feldolgozasara és
azonositasara.

e A grammatikak szintetizald, mig az automatak
analitikus megkozelitést alkalmaznak.

e Az automata egy input sz6t vagy elfogad, vagy
elutasit.
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Véges Automata (VA)

blclalalblclalb|bl|lc]|a VEGE

Véges vezerld T Input szalag

Balrol jobbra mozgo olvasd fej

* A véges automata (VA) Iépések sorozatat hajtja végre diszkrét
idéintervallumokban.

* A VA a kezddballapotbdl indul.

* Az inputszd az inputszalagon helyezkedik el, az olvaséfej az
inputszo legbaloldalibb szimbdluman all.

* A VA, miutan elolvasott egy szimbdlumot, az olvaséfejet egy
pozicidval jobbra mozgatja, majd allapotot valt az allapot-
atmenet flUggvény szerint.

* Ha a VA elolvasta az inputot, megall, elfogadja vagy elutasitja.

Szamitasi modellek 14 Lukovszki Tamas



Véges Automata (VA)

* Példa: automata ajtd vezeérlés
Allapot-atmenet diagramm:

front
pad

door

rear
pad

REAR
BOTH
NEITHER

NEITHER

FRONT
REAR
BOTH

Allapot-a4tmenet téblazat

input signal

| NEITHER FRONT REAR BOTH
— CLOSED CLOSED OPEN CLOSED CLOSED
OPEN CLOSED OPEN OPEN OPEN
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Véges Automata (VA)

*  Felhasznalas:
*  Onm(ikddé ajtd
* Kavéautomata
*  Mintafelismereés
*  Matematikai rejtvények (pl. atkelés a folyon)
*  Mintafelismerés
* Beszédfeldolgozas
*  Optikai karakterfelismerés
* Részvény arak eldrejelzése a tdzsdén
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Véges Automata (VA)

A véges automata egy 5-6s A = (Q, T, 6, qo, F), ahol

Q az allapotok egy véges, nemures halmaza,
T az inputszimbdlumok véges abécéje,

6:0 X T- Q (teljes) leképezés, az un. allapot-
atmenet fuggvény,

Jo € Q a kezdoallapot,

F € Q az elfogadd allapotok halmaza.
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Véges Automata (VA)

Megjegyzés:

* Ab6Q X T- Qleképezes kiterjesztheto
6:0 X T* - Q leképezéssé:

N

* 0(q, €) =q,

» b(qg, xa) = 6( 6(qg, x), @) minden x € T*-ra és
a € T-re.
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Véges Automata (VA)

Példa:

° LegyenA=(Q, T, 6, g1, F) egy VA, ahol
Q ={qg1, g2 g:}, T={0, 1}, F = {q=},
6(g1, 0) = g1, 6(q1, 1) = @2, 6(q2, 0) = g3, 6(q2, 1) = q,
6(gs, 0) = 6(gs3, 1) = q..

Allapot-a4tmenet diagramm: Allapot-atmenet tablazat:

0 1 b 0 1

AN
di qi a2
. az as az

0,1 as a2 a2

e Az elfogadott nyelv L(A)={w | w legalabb egy 1-est tartalmaz és az
utolso 1-est paros szamu 0 kodveti}
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Véges Automata (VA)

Példa:

* LegyenT = {a,b,c}.
Adjunk egy VA-t, ami azokat a szavakat fogadja el, melyek hossza = 5.

Megoldas:
e  Formalisan: Allapot-dtmenet tablazat:
A=({q0' ey q6}v {a, b, C}: 6! do , {qO: ey QS}).
6(qi, t) = qi+1, fori=0,...,5,t€ {a, b, ¢}, a b ¢
6(qge, t) = qge, fort € {a, b, c} Sq | g1 | 91 | G4
e Allapot-4tmenet diagramm: 91|92 G| G
Q2 | Q3 | Q3 | Q3

pa Q3 | G4 | Q4 | Q4

a a a a a a
@.0.0.@. 0. 6. o latale

—Qqs | Qs | Q5 | Q6
c Gs | 96 | 96 | 6
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Determinisztikus és
nemdeterminisztikus VA

e Determinisztikus véges automata (DVA): A 6 figgvény
egyértékd, azaz V (g, a) € Q x T pontosan egy s allapot van, amire
6(qg, a) = s.

* Nemdeterminisztikus véges automata (NVA):
A 6 fUggvény tobbértékd, azaz 6 : Q X T - 29,
e Tobb kezdeti allapot megengedett,
Qo € Q a kezdeti allapotok
halmaza. 0.1

* Megengedett, hogy 6(q, a) = @

valamely (q,a)-ra, azaz a gép
elakad. 0 0 @
e g-atmenet megengedett, U

azaz allapot-atmenet Uj
szimbdlum olvasésa nélkl. NVA példa
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Determinisztikus és
nemdeterminisztikus VA

e A nemdeterminizmus Uj tulajdonsagai:
e TObb Ut is lehetséges (tobb valasztas minden
|épésnél).

e Az e-atmenet egy atmenet az input olvasasa
nélkdal.

 Elfogadja az inputot, ha valamely ut elfogadé
allapotba vezet.
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Determinisztikus és
nemdeterminisztikus VA

e Alternativ jelolés: Az dllapot-atmeneteket ga —» p
alaku szabalyok formajaban is megadhatjuk p €
6(q, a) esetén.

e LegyenMsazA = (Q, T, 6, Qo, F) NVA 6 allapot-
atmenet fuggvénye altal a fenti moédon adott
szabalyok halmaza.

e Ha minden (g, a) parra Ms pontosan egy ga = p
szabalyt tartalmaz, akkor a VA determinisztikus,
egyébként nemdeterminisztikus.
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VA - redukcio

° Legyen A= (Q, T, 6, Qo F) egy VA, legyenek u,v € QT*
szavak. Az A az u sz6t egy lépésben (kozvetlenil) a
v szora redukalja (jeldlés: u =4V, vagy roviden u = v),
ha van olyan qa - p € Ms szabaly (azaz 6(q, a) = p) és
olyan w € T* sz0, hogy u = gaw és v = pw teljesul.

* AZA=(Q, T, 6, Qo F) az u sz6t v széra redukalja
(jelolés: u =4* v, vagy roviden: u =* v, ha
° vagy u =y,
* vagy 3 olyan szé z € QT*, amire u =2*zés z=v.

* A =*cC QT* X QT* relacid a = relacio reflexiv, tranzitiv
lezartja.
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VA - elfogadott nyelv

* AzA=(Q, T, 6, go, F) NVA altal
elfogadott/felismert nyelv:

L(A) = {u € T* | qou =* p valamely go € Qo-ra és p
€ F-re}.

* Egy DVA A esetén egy kezdoballapot van Qo={qo}.
DVA A altal elfogadott nyelv:

L(A) = {u € T* | qou =* p valamely p € F-re}.
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NVA L UL, elfogadasahoz

Tétel: Ha L, es L, regularis nyelvek, akkor L,U L, is
regularis nyelv.

Biz. (vazlat): Legyen A; egy DVA, ami elfogadja L:-t,
A, egy DVA, ami elfogadja L,-t. A kdvetkezd NVA elfogadja

Y
e
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NFA L L, elfogadasahoz

Tétel: Ha L, es L, regularis nyelvek, akkor L,L, is regularis
nyelv.

Biz. (vazlat): Legyen A; egy DVA, ami elfogadja L:-t,
A, egy DVA, ami elfogadja L»-t.
A kovetkezo NVA elfogadja L, L -t.

A

1
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NFA L* elfogadasahoz

Tétel: Ha L egy regularis nyelv, akkor L* is regularis nyelv.

Biz. (vazlat): Legyen A egy DVA, ami elfogadja L-t,
A kovetkez6 NVA elfogadja L*-t.

U

Uk
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A NVA szamitasi ereje

* Teétel: Minden A = (Q, T, 6, Qo, F) NVA-hoz
konstrualhaté egy DVA A’ = (Q’, T, 6’, g0, F’), Ugy
hogy L(A) = L(A’) teljesdl.

« Otlet: A DVA nyomon koéveti a lehetséges allapotok
részhalmazat az NVA-ban

* Megjegyzés: Legrosszabb esetben |Q’| = 219

Szamitasi modellek 29

Lukovszki Tamas



A NVA szamitasi ereje

Biz.:

* Legyen Q’= 29, azaz Q" a Q halmaz o0sszes
részhalmanak halmaza (|Q’| = 219).

° Legyen 6’:Q’ x T —» Q’ kovetkezbképp definialt:
6'(q’, a) = Uqeq' 6(q, a).

g’ NF+Q}

* L(A) € L(A’) bizonyitasahoz, bebizonyitjuk Lemma
1-t. L(A’) € L(A)-hoz Lemma 2-t.

* EI6bb egy példa.

* Legyenqo=QoésF' ={q €Q’
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NVA - DVA

Példa:

* Legyen A = (Q,T,6,Q0,F) egy NVA, ahol
Q ={qgo, g1, 2}, T = {a, b}, Qo = {qo}, F = {q2}.
6 kdvetkezbképpen adott:
6(qo, @) = {qo, g1}, 6(qo, b) = {q1},
6(q1, a) = @, 6(q1, b) = {q:2},
6(qz2, a) = {qo, 91, g2}, 6(q2, b) = {qg:1}.
Adjunk egy A’ DVA-t , ami ekvivalens A-val.

Megoldas:

* DVA: A" =(Q',T,6°,q9,F’), ahol
Q' ={2,{q0}.{q1}.{92}.,{q0, 9:},{q0,92},{91.92},{q0.q1.q2} },
q'o = {qo},
F’ = {{q2}r{qorq2}:{q1;q2},{QO,Q1,Q2}},
folyt. kdvetkezd félia
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NVA - DVA
Példa (folyt.):

° 5: 6(‘?01 3) — {QU: QI}} 6(‘?01 b) — {Ql}r
5(Ql: 3) — @1 5(Ql1 b) — {Q2}1
6(g2.a) = {90, 1. 92}, 6(q2,b) = {q1}.

. 5" §((0,2) = 0, 5((0,b) = 0,
5#(({‘;'0}& 3) — {qﬂ'r Q1}1 5#(({‘?0}1 b) — {ql}&
6'(({q1},a) =0, 0'(({a1}, b) = {q2},
6'(({g2},a) = {90, 91, 92}, 6'(({g2}, b) = {q1}.
8'(({q0.q1},2) = {qo, q1}, 0'(({q0,q1}, b) = {q1, 92},
'(({90, g2}, a) = {qo0, q1, 92}, 0'(({qo0, g2}, b) = {aq1},

0'(({q1,q2},a) = {q0,q1, 92}, 9'(({a1, 92}, b) = {q1, 92},
0'(({q0, 91,92}, a) = {q0. 91,92}, ¢'(({90, 91, 92}, b) = {q1, g2}
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NVA - DVA

Példa (folyt.):
NVA

3(q0,a) ={q0,q1},  d(q0, b) = {aq1},
5(qr,a) =0, 8(q1, b) = {q2},
8(q2,a) = {90, 91, 92}, (a2, b) = {q1}-

F={q:}

DVA

&' ((0,a) =0, 8'((0,b) =0,
'(({90}. 2) = {qo. a1} 0'(({qo}. b) = {a1}.
&(({g1},2) = 0, 0'(({q1}. b) = {q2}.
&"(({g92}: ) = {q0. 91, 92}, o'(({92}, b) = {an},
8'(({qo, a1}, 2) = {qo, 91}, o'(({q0, a1}, b) = {q1, 92},
8'(({q0. 92}, a) = {q0. q1. 92}, 0'(({90, g2}, b) = {q1},

O (({q1: a2}, a) ={q0.q1.q2},  '(({q1, 92}, b) = {a1, 92},
5’(({QO: ai, qZ}: a) — {qO: qi, qZ}: 5’(({‘?0: ai, Q2}: b) — {QI: q2}

F'={{92},{90.92}.{91.92},{90,91,92} }
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A NVA szamitasi ereje

Lemma 1:

Minden p,g € Q, g’ € Q’ és u,v € T* esetén,
ha qu =*, pv és q € q’,

akkor d p’ € Q’, hogy

q'u=* pvéspep’.

Biz.:

Indukcio a redukcids Iépések szama n szerint
qu =*, pv redukcidban.

n=0: az allitas trivialisan teljesul, p’=q’.
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A NVA szamitasi ereje

Biz. (Lemma 1, folyt.):

n - n+1:

TF., az allitas igaz minden <n |épésbdl allé redukcidra.

Legyen qu =*a1 pv egy n + 1 |épésbdl allé redukcid.
Ekkor valamely g1 € Q és u: € T*-re teljesul
qQu =4 q1U1 =%*a pV.

Tehat3a €T, amire u = au:1 és g1 € 6(q, a).

Mivel g € g’-re 6(q, a) € 6'(q’, a),
g1 megadhaté mint g’» = 6’(q’, a).

Kovetkezésképp, g’u =4 q'1u1, ahol g1 € g"1.

Az indukcids feltétel alapjan,

dp’ € Q’, amire g1u1 =*a+ p’v és p € p’, ami bizonyitja az allitast. J

Szamitasi modellek 35

Lukovszki Tamas



A NVA szamitasi ereje

Biz. (Tétel, folyt.):

* Legyenu € L(A), azaz qou =*a p,
valamely qo € Qo-ra és p € F-re.

* Lemma 1 alapjan 3 p’, amire q’oU =*x p’,
ahol p € p’.

*  F’ definicidja szerint, p € p’-bdl és p € F-bal
kovetkezik, hogy p’ € F’,
ami bizonyitja, hogy L(A) < L(A’).

* L(A’) € L(A)-hoz bizonyitjuk Lemma 2-t.
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A NVA szamitasi ereje

Lemma 2:

*Mindenp’, g € Q’, p € Q ésu, v ET*esetén,

* haq'u=* p'véspeEp’,

 akkor3 g € Q, amelyre qu =*s pv és g € q’.
Biz.:
* Indukcié a redukcié lépéseinek szama n alapjan.

* n = 0: Az allitas trivialisan érvényes.
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A NVA szamitasi ereje

Biz. (Lemma 2, folyt.):

° n - n+1: TF. Az allitas igaz minden < n l1épésbdl allo
redukciéra.

° Legyen q'u =*, p’'vegyn + 1 lépésbdl allé redukcid.
Ekkor g’'u =*4 p’1vi =4 p’v, ahol vi = av,
valamely p’1 € Q’-ra és a € T-re.

* Ekkorp € p’=06'(p1, a) = Upiep: 6(p1, @).
* Kovetkezésképpen, 3 p1 € p’1, amelyre p € 6(p1, a).
* Erre a pi-re teljesul, hogy pivi =4 pv.

* Az indukcids feltétel alapjan, qu =*4 pivi, valamely g € qo-ra,
amibdl kovetkezik az allitds. [
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A NVA szamitasi ereje

Biz. (Tétel, folyt.):
* Legyen q'ou =*» p’ésp’ € F.
* F’ definiciéja alapjan 3 p € p’, amelyre p € F.

* Ekkor, Lemma 2 alapjan, valamely go € q’o-ra
teljesul, hogy qou =%*a p.

* Ez bizonyitja a tétel allitasat.
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Kovetkezmények

Korollar 1:

* A reqgularis nyelvek osztalya 3 zart a komplemens
operaciora.

Biz.:

* Legyen L egy nyelv, amelyet egy A = (Q,T,6,qo,F)
VA felismer/elfogad.

* Ekkor a L = T* — L nyelv felismerherd az
A =(Q,T,6,90,Q—F) VA-val.
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Kovetkezmények

Korollar 2:

* A regularis nyelvek osztadlya 3 zart a metszet
operaciora.

Biz.:
*  Tudjuk, hogy r3 zart az unio operaciora.
° LlﬂL2=Z1UZ2.

* Korollar 1 alapjan kovetkezik az allitas.
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VA - Myhill-Nerode Tétel

* Legyen L eqgy T abécé feletti nyelv. Az L nyelv altal
indukalt E. relacio egy olyan binaris relacié T*-on, amelyre
teljesul, hogy

YV u, v € T*-ra uE.v akkor és csak akkor, ha

Aw € T* melyre az uw és vw szavak kozul pontosan az
egyik eleme L-nek (azazVweT*:uwelL evweElL).

* E, egy ekvivalencia relacio és jobb-invarians.
(Jobb-invarians: ha uE.v, akkor uwE,vw is fennall V w € T*
szobra.)

* Az E. indexe az ekvivalencia osztalyok szama.

Tétel (Myhill-Nerode): L < T* pontosan akkor ismerheto fel
egy DVA-val, ha E, véges indexd.
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VA - Myhill-Nerode Tétel

Tétel (Myhill-Nerode): L < T* pontosan akkor
ismerhetd fel egy DVA-val, ha E. véges indexd.

* Ez index egyenl6 egyenld az L-t felismerd minimalis
DVA allapotainak szamaval.
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Minimalis allapotszamu DVA

* Egy A DVA minimalis allapotszamu (minimalis
DVA), ha nincs olyan A’ DVA, amely ugyanazt a
nyelvet ismeri fel, mint A, de A’ allapotainak szama
kisebb, mint A allapotainak szama.

Tétel: Az L reqularis nyelvet elfogadd minimalis
allapotszamu DVA az izomorfizmus erejéig
egyértelmd.
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Minimalis allapotszamu DVA

Tétel: Az L reqgularis nyelvet elfogadd minimalis allapotszamu DVA az
izomorfizmus erejéig egyértelmd.

Legyen A = (Q, T, 6, qo, F) egy DVA. Definialjuk az R € Q x Q relaciot a
kovetkezbképp:

PpRqg ha V x € T* input széra teljesll, hogy

px =*, r akkor és csak akkor, ha gx =*, r’ valamely r, r’ € F allapotokra.
(r = r’ lehetséges).

p és q allapotok megkiulonboztethetdk, ha

dx € T*, amelyre vagy px =*sr,r€ F,vagy gx =*.r’, r € F,
de mindkét redukcidé nem lehetséges.

Kilonben, p és g nem megkulonboztetheto.

Ha p és g nem megkulonboztethetd, akkor 6(p, a) = s és 6(q, a) = t sem
megkulonboztethetd egyetlen a € T-re sem.

Ha 6(p, @) = s és 6(qg, a) = t megkulonboztethetd x € T*-re,
akkor p és g megkulonboztethetdk ax-re.
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Minimalis allapotszamu DVA

° Legyen A = (Q, T, 6, qo, F) egy DVA. A q allapot elérheté a
kezddallapotbdl, ha létezik egy redukcid gox =* g, ahol x egy sz6 T felett.

* ADVAA=(Q, T, 6, qo F) 0sszefugg06, ha minden allapota elérhetd a
kezd6 allapotbdl.

* Legyen H a go-bdl elérheto allapotok halmaza. H-t a
kovetkezOképpen hatarozzuk meg:
Legyen Ho = {qQo}, Hin=Hiu {r|6(q,a)=r,q€eH ,acT}, i=1,2,...

Ekkor 3 k = 0 : Hc = H,, minden | = k. Legyen H = H..

* Definialjukaz A’ = (Q’, T, &', qo, F’) DVA-t kdvetkezdképpen:
Q' =H,FF=FnHésd :HxXxT-HUugy hogy 6°(q, a) = 6(q, a),
ha g € H.

* Konnyen lathatd, hogy A’ is dsszefliggd és ugyanazt a nyelvet fogadja el,
mint A. A’ a legnagyobb o6sszefliiggo6 részautomataja A-nak.
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Minimalis allapotszamu DVA
Computing Reachable_States

(from: https://en.wikipedia.org/wiki/DFA_minimization)

* let reachable states := {qO}

* let new_states := {q0}

* do{

. temp := the empty set

. for each g in new_states do

. for each cin T do

. temp := temp U {p such that p = 6(q,c)}
. new_states := temp \ reachable_states

reachable_states := reachable states u new_states

} while (new_states # the empty set)

* unreachable_states := Q \ reachable_states
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Minimalis allapotszamu DVA

e Minimalis DVA kiszamitasa
(Hopcroft particid finomitas algoritmusa):
e Meghatarozzuk, hogy a DVA 6sszefluigg0, vagy
nem.

e Ha nem 06sszefliggd akkor a legnagyobb
0sszefuggod részautomatajat tekintjuk. A
tovabbiakban feltesszuk, hogy a DVA
0sszefliggo.

e Ezutan particionaljuk az allapotok halmazat
(megkulonboztethetbség szerint
ekvivalenciaosztalyokra bontjuk)

(1.-3. |épés)
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Minimalis allapotszamu DVA

e 1. lépés:
e Az allapotok halmazat két particidéra osztjuk: F-re és Q — F-re.
(Az F-beli allapotok megkulénbdztethetdk a Q — F -beli
allapotoktdl az Ures széval).
e |Ismételjlik a particidk tovabbi particiokra valé bontasat
(2. 1épés) mindaddig, amig a particidk szama valtozatlan marad.
e 2. lépés:
e Tekintslk eqgy tetszOleges P particiét. Vegyuk az a szimbdélumot
és tekintstk a 6(p, a) allapotot minden p € P allapotra.
Ha az igy kapott allapotok kiildnbdz6 particiokhoz tartoznak,
akkor az eredeti particiét annyi Uj particiéra osztjuk, ahany ilyen
maodon keletkezik.

* |smételjuk ezt minden input szimbdlumra és minden particiora,
amig Uj particid mar nem keletkezik.

Szamitasi modellek 50 Lukovszki Tamas



Minimalis allapotszamu DVA

e 3. lépés:
e Meghatarozzuk a minimalis DVA-t:

e Minden B, particidra tekintink egy b; reprezentans
allapotot.

e Konstrualunk egy A’ = (Q’, T, 8’, qo, F’) DVA-t, ahol
* Q' a particidk reprezentansainak a halmaza,

* 0’0o annak a particiénak a reprezentansa, amely
tartalmazza qgo-t,

*5'(bi, a) = b, hadqg €B;és g, € B;, amelyre
6(qi, a) = q,.

* F" = {bs} annak a particidonak a reprezentansa,
amely tartalmazza F elemeit.
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Pumping lemma regularis nyelvekre

* SzUkséges feltétel, hogy egy nyelv regularis legyen
(azaz egy VA-val felismerhetd).

* Teétel (pumping lemma regularis nyelvekre):
Minden L reqgularis nyelvre létezik egy n
természetes szam, Ugy hogy minden z € L szoéra,
amely hossza |z|>n, érvényes, hogy z felirhatd
mint z=uvw, amire a kovetkez0 feltételek
teljesulnek:

1. luv| =n,
2. |v|>0,
3. uviw € L, minden i = 0-ra.
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Pumping lemma regularis nyelvekre

e Biz.:
 Legyen L egy regularis nyelv és
A=(Q, T, 6, qo, F) egy minimalis DVA, U.h.
L(A)=L.
* Legyen n=|Q|+1. Legyen z€EL eqgy
tetszbleges szd, amelyre |z|>n.

* Tekintsuk A-t z inputtal. Kell lennie egy g
allapotnak, amelyet A legalabb kétszer
meglatogat z feldolgozasa soran. Mar az
elsd n allapot atmenet soran is léteznie
kell egy ilyen g allapotnak.

* Legyen u a z prefixe, amelyet A feldolgoz g
elsO el6fordulasaig, v pedig z részszava,
amelyet g elsd és masodik el6fordulasa
kOzOtt dolgoz fel. Ekkor |uv|=n.
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Pumping lemma regularis nyelvekre

Biz. (folyt.):

e Mivel legalabb egy allapotatmenet tortént A-
ban g két el6fordulasa kozott, azaz
A legalabb egy szimbdlumot olvasott,
|v|>0.

e Ha A a g allapotbdl indul és a w szt olvassa,
akkor elfogadé végallapotba kerll. Ennek
megfelelbéen az uw-t elfogadja A.

e Hasonloképpen, A elfogad minden uviw, i>0
alaku szét is, mivel u olvasasa utan A g
allapotba kerdul, g-bél indulva v/ olvasasa

utan A ismét q allapotba kerul, végul w
olvasasa utan A egy elfogadé végallapotba
jut. Ezzel teljes a bizonyitas. []
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Pumping lemma alkalmazasa

Allitas: A L={ab/ | j = 1} nyelv nem regularis.

Biz.: TF. hogy G egy L-t generald regularis grammatika.
Ekkor a regularis pumping lemma szerint 3 n=0, ugy
hogy minden z € L széra, ahol |z|>n, érvényes,
hogy z felirhaté z=uvw-ként, |uv| = n,
|lv|>0, tovabba uviw € L, minden i = O-ra.

Tekintsink egy a”b™ szé6t, ahol m>n.
Mivel |uv| = n, Az uv csak a szimbdlumot
tartalmazhat. Mivel |v|>0, i = 2 esetén
uv'w tobb a-t tartalmaz, mint b-t.

Ezért uvw €& L. []

{ab|j=1}
°

Egy kornyezet-fuggetlen grammatika,
ami L-t generalja: S - ab, S - aSb.
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Regularis grammatika atalakitasa

ekvivalens VA-ra

1)Konstrualjunk egy G-vel ekv. e-mentes G’ regularis
grammatikat (I. kov. félia);

2)Hozzunk létre egy M VA-t, amely G’ minden
nemterminalisahoz tartalmaz eqgy allapotot.
Legyen a kezddballapot az az allapot, amely a G’
kezddszimbdlumat S’-t reprezentalja;

3)Adjunk hozza egy Uj F allapotot, ami végallapot;

4)Ha S’—¢€ szabalyt tartalmazza G’,
* legyen az set S’-t reprezentald allapot végallapot;

5)Minden A-aB szabalyra G’-ben,
* adjunk hozza M-hez egy atmenetet
A-bdl B-be a cimkével,
6)Minden A—a szabalyra G’-ben,

e Adjunk hozza M-hez egy atmenetet
A-bdl F-be a cimkével.

Példa:
e G:

e G

* S—alaA|bB|e
* A-aAl|aS
* B-cS|e

* S’-a|b|aA|bB|e
* S—a|blaA|bB

* A-alaAlaS

* B-c|cS
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Regularis grammatika e-mentessé
alakitasa

Egy G regularis grammatika e-mentes nincs €-szabaly Példa:
kivéve S—¢, ahol S a kezddszimbdlum és S nem jelenik meg* G:
a szabalyok jobb oldalan. *5-aA|bB|e
*A-aA|alc
L : , " *B-bB|b|e
G regularis grammatika e-mentessé alakitasa: 1
1)Masoljuk az 6sszes nem e-szabalyt G-bél to G’-be. * S—aA | bB
Legyen S a kezddszimbdlum G’-ben; e A-aA|a
: T : . * B-bB|b
2)Minden N nemterminalisra, ami €-na valhat . 2) |
(While 3N : {V—>£ dq), , | | e S—aA|bB|al|b
* masoljunk minden szabalyt, amelyben N megjelenik c A>aA | a
a jobb oldalon N-nel és anélkul is; * BobB | b
. ’ e ° 3)
3)Ha S—¢ a.az eredetllszaball'yok kozoEt \{an, , , .S saA|bBlalb]e
* adjunk hozza egy Uj S’ kezdoszimbolumot G’-ben, «SoaA|bB|al|b
e adjuk hozza a S’—¢€ szabalyt s A>aA|a
e masoljuk az 6sszes szabalyt, ahol S van a bal * B-bB | b

oldalon, azokhoz, ahol S’ van a bal oldalon.
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VA atalakitasa regularis grammatikava

VA A atalakitdsa G regularis grammatikava: Példa:
LT ST * A=(Q,T,6,5,{S, ith &:
1)Legyen T a terminalisok abéceje G-ben A (?(gi)ij\s CH with 6
— ugyanaz nint A-ban. . (S.b)-B.
2)A nemtermindlisok halmaza G-ben legyen az &llapotok Eﬁgg:ﬁ
halmaza Q az A-ban . . (B.b)=A,
3)A kezdb6szimbdélum S a G-ben legyen az A kezddallapota. . EB’b;"C’
* (C,0)—~C.
4)Kezdetben G-ben a szabalyok halmaza legyen @. . 4
Minden (g,a)—q' atmenethez az A-ban, . S—aA | bB,
a)adjuk hozza a g—aq' szabalyt G-hez; e A-aB | aC| a,
b)ha g' végéllapot, adjuk hozza a g—a szabalyt is. g:’c’é || SC | b,
5)Ha S egy végallapot A-ban, * 5)
adjuk hozza G-hez a S—¢ szabalyt. * 5-2aA | bB | e
i ) * A-aB | aC | a
6)Ha G nem e-mentes, alakitsuk azza. e B-bA | bC | b

(I. el6z6 fdlia) « C-cC | c.
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VA atalakitasa reqularis kifejezéssé

Otlet: TF. az A VA éllapotai: 1,...,n, kezd§ allapot: 1.
Kiszamitjuk a T(i,j, k) regularis kifejezéseket, amelyek leirjak az
0sszes sztringet, amely az i allapotbdl a j-be visz az {1,2,...,k}
allapotokon keresztul. Az L(A) nyelv az dsszes olyan sztring
unidja, amely az 1-es allapotbdl egy f € F végallapotba visz
barmelyik allapotokon keresztul:

L(A) = UfEF T(lrfrn) .

T(i,j, k) kiszamitasa:
1) k=0:

a) Ha i=j: T(i,i,0) = e+a+...+z ahol a,...,z az i dllapotbdl
onmagaba vezetd datmenetek cimkéi.
Ha nincsenek ilyen datmenetek, T7(i,i,0) = «.

b) Ha i#j: T(i,j,0) = a+...+z ahol a,...,z az i allapotbdl j-be
vezetd atmenetek cimkéi.
Ha nincsenek ilyen atmenetek, 7(i,j,0) = @.

2) k> 0:

T(i,j,k) = T(i,j,k-1) + T(i,k,k-1)(T(k,k,k-1)*T(k,j, k-1)

Példa: b

T(1,1,0)=¢
T(2,2,0) = €+b
T7(1,2,0) = a
7(2,1,0) =a

T(1,1,1) = ete(e)*e =¢
T7(2,2,1) = et+b+a(e)*a =
etb+aa

T(1,2,1) = at+e(e)*a=a
T(2,1,1) = ata(e)*e = a

T(1,1,2) = ...

T(2,2,2) = ...

T7(1,2,2) =
at+a(et+b+aa)*(etb+aa) =
ata(etb+aa)" =
ata(b+aa)* =

a(b+aa)*

T7(2,1,2) = ...
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Regularis kifejezés atalakitasa NVA-ra

R Regularis kifejezés atalakitasa N NVA-ra:
NVA ami elfogadja L(R)-t
1. HaR = a, a €T, akkor L(R) = {a}

3.Ha R = @, akkor L(R) = @

-0~0
2. Ha R = g, akkor L(R) = {&} @
-C

4.R = R1UR;
5.R=R:"R>

6R =R1*
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Regularis kifejezés atalakitasa NVA-ra

1. Ha R = a, a € T, akkor L(R) = {a} ~( OO
2. Ha R = ¢, akkor L(R) = {&} =0
3.Ha R = ©, akkor L(R) = ©

4. R = R;: UR> L @

5.R =R: " R;
6.R=F\)1>I<
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Regularis kifejezés atalakitasa NVA-ra

1. Ha R =a, a €T, akkor L(R) = {a} ~O—O
2. Ha R = ¢, akkor L(R) = {&} =0
3.Ha R = @, akkor L(R) = © -

4. R =Ri1UR;

5.R=R1-R:

L L,

6R =R1*
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Regularis kifejezés atalakitasa NVA-ra

1.HaR = a, a €T, akkor L(R) = {a} -0
2. Ha R = ¢, akkor L(R) = {¢} =0
3.Ha R = @, akkor L(R) = © -
4. R =R, UR>

— . €
Z. R=R:'R; m

.R=R1>|< ]
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