Szamitasi modellek

8: Eldonthetbseég, Felismerhetdség
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Objektumok kédolasa sztringként

* Legyen O egy objektum (pl. automata, TG, polinom, graf,
stb.). Ekkor az O kédolasat egy sztringként <O>-val
jeloljuk.

* Legyen O3, O,,...,0« objektumok egy listaja. Ekkor ezek
kddolasat egyetlen sztringbe <O;, O,,...,0«>-val jeldljuk.

* Turing gépek leirasa:

e Az algoritmusok magyar nyelvi leirasat fogjuk hasznalni,
amikor TG-eket irunk le, tudva azt, hogy ezeket a leirasokat
(elvileg) konvertalni tudjuk allapotokka, atmenetekké, stb.

* M = "w inputtal:
[Az algoritmus magyar nyelv( leirasal”
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Példa

* TG M, amely felismeri L = {a*b*c" : k > 0} -t.
* M = “w inputtal:

1) Ellen6rizzik, hogy w € a*b*c* teljesul-e.
Ha nem, akkor utasitsuk el.

2) Szamoljuk meg az a-kat, b-ket és c-ket
w-ben.

3) Ha a szamuk egyenld, akkor fogadjuk el,
egyébként, utasitsuk el.”

* High-level leiras rendben van.
* Nem kell szalagokat, allapotokat, stb. Kezelni.
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TG-k kodolasa

* Feltesszuk, hogy 2 = {0,1} .

e Egy M TG kddja (jeldlés: <M>) a kdvetkezo:

* Legyen M = (Q, {0,1}, I, 6, Qo, Qaccept, Qreject), @ahol
* Q=1py,...p}, [ ={X1,...Xm}, D1 =R, D>, =S5, D3 = L,
* k=3, p1 = o, Pk-1 = Qaccepty Pk = Qreject,
*m=3,X1=0,X2=1,X3=

A 6(pi;, X;) = (pr, Xs, Dt) atmet elkédolva:
0'10'10710°10¢.

<M>: elkédolt atmenetek listaja, amelyben az atmenet
kddokat 11-gyel valasztjuk el.

* Megjegyzés: <M> 0-val kezdddik és 0-val végzbdik és nem
tartalmazza az 111-t részsztringként.

e <M w>:=<M>111lw
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Elfogadasi probléma determinisztikus
véges automatakra (DVA)

 Legyen Apva = {<B,w> | B egy DVA és B elfogadja w-t}.

Tétel: Aovn eldonthetd.
Biz.: Adunk egy Mapva TG-t, ami elfogadja Apva- t.
* Muaova = “s inputtal:

e Ellendrizzuk, hogy az s input <B,w> alaku-e,
ahol B egy DVA és w egy sztring.
Ha nem, akkor utasitsuk el.

e Szimulaljuk a B szamitasat w-vel.

 Ha egy elfogadod allapotban fejez6dik be,
akkor fogadjuk el. Ha nem, akkor utasitsuk el.”
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Elfogadasi probléma
nemdeterminisztikus VA-ra (NVA)

 Legyen Awa = {<B,w> | B egy NVA és B elfogadja w-t}.
Tétel: Aova eldonthetd.
Biz.: Adunk egy Manva TG-t, ami eldonti Anra-t.
* Mana = “<B,w> inputtal;
e Alakitsuk at a B NVA-t ekvivalens B’ DVA-ra.
e |Inditsuk Maopra TG-t <B’,w> inputtal. [Ma.ova eldonti Apva-t]
* Fogadjuk el, ha Maova elfogadja.
e Utasitsuk el, ha nem.”

e Uj elem: Haszndljuk az atalakitast és a kordbban
elkészitett TG-t szubrutinként.
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Uresség (emptiness) probléma DVA-ra

* Legyen Epva = {<B> | B egy DVA és L(B) = @}.
Teétel: Epva eldonthetd.
Biz.: Adunk egy ME-DVA TG-t, ami eldonti EDVA-t.

® M_E-DVA = “<B> inputra:
[Otlet: Keressunk egy utat a kezdballapotbdl egy elfogadé
allapotba.]

e Jeldljuk meg a kezddballapotot.
e |smételjuk, amig nem tudtunk Uj allapotot megjeldlini:

e Jeloljunk meg minden allapotot, amelybe mar korabban
megjeldlt allapotbdl vezet él (atmenet).

* Fogadjuk el, ha nincs megjelolt elfogadd allapot.
e Utasitsuk el, ha valamely elfogadé allapot meg van jeldlve.”
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Ekvivalencia probléma DVA-ra

* Legyen EQowa = {<A,B> | A,B DVA-k és L(A) = L(B)}.
Tétel EQova eldonthetd.
Biz.: Adunk egy Meq.ova TG-t, ami eldonti EQpva-t.

* Meqova = “<A,B> inputtal: L(A) L(B)
[Otlet: Készitstink egy C DVA-t, ami
azokat a w szavakat fogadja el, ahol
A és B kulénbdznek.]

e Készitsink egy C DVA-t, melyre

L(C) = (L(A) N L(B)) U (L(A) N L(B))
e Inditsuk Mepva-t C inputtal.
* Fogadjuk el, ha Meopva elfogad.

e Utasitsuk el, ha Mtpva elutasit.”
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Elfogadasi probléma kornyezetfuggetlien
grammatikakra (CFG)

* Legyen Acrc = {<G,w> | G egy CFG és G generalja w-t}.

Tétel: Acrc eldonthetd.

Biz.: Adunk egy Macre TG-t, ami
eldonti Acrs-t.

e Chomsky normalforma (CNF)
csak alabbi alaku szabalyok

vannak:
* Macre = “<G,w> inputra: e A - BC
e Alakitsuk 4t Chomsky e B->b
normalformara. « S
* Probaljuk ki az 6sszes e Lemma 1: Minden CEG
max(1, 2|w| - 1) atalakithaté CNF-re.

|épésbdl allé levezetést.
e Lemma 2: Ha G CNF-ben van

e Fogadjuk ?I.’ ha valamelyik és w € L(G), akkor w minden
w-t generalja. levezetése max(1, 2|w| - 1)

e Utasitsuk el, ha nem. lépésbal all.
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Uresség probléma CFG-re

* Legyen Ecre = {<G> | G eqgy CFG és L(G) = @}.
Tétel: Ecc elddonthetd.
Biz.: Adunk egy Me.cre TG-t, amely eldonti Ecre-t.

® Mecre = “<G> inputtal:
[Otlet: dolgozzunk a terminalisokbdl indulva visszafelé]

e Jeldljuk meg a terminalisok 6sszes el6fordulasat G-ben.
e |smételjuk, amig nem tudunk Uj szimbdélumot megjeldini

e Jeldljuk meg az A nemterminalis 0sszes
el6fordulasat, ha A - B1B....Bx egy szabaly és mar
minden B, meg van jelolve.

e Utasitsuk el, ha a kezd6szimbdlum meg van jeldlve.
* Fogadjuk el, ha nincs.”
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Ekvivalencia probléma CFG-re

° Legyen EQcrc = {<G,H> | A,B CFG-k és L(G) = L(H)}.
Tétel: EQcs nem eldontheto.

Megjegyzés: CF nyelvek nem zartak a komplementer és
a metszet mulveletekre.

Biz.: |. Sipser, 5.1. exercise
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Nem Turing-felismerheté nyelvek létezése

e Mindeni = 1-re, legyen w; az i-edik eleme a {0,1}* halmaznak, amely
rendezett hossz szerint és lexikografikusan, azaz
{¢,0,1,00,01,10,11,000,001,...}.

* Jeldlje M; azt a TG-t aminek a kédja wi; (l. 4. félia: TG-k kddolasa.
Ha w; nem a kdédja semmilyen TG-nek, akkor M; egy tetszdleges TG,
ami semmit sem fogad el).

Tétel: Létezik olyan nyelv, ami nem Turing-felismerheto.
Biz.:
* Egy TG egy nyelvet ismer fel.

e A TG-k szama megszamlalhatdéan végtelen (a TG-k kédolasa egy
injekcié {0,1}*-be, amelynek szamossaga megszamlalhatdan
végtelen).

* A nyelvek szama {0,1} felett, azaz |{L < {0,1}*}| nem
megszamlalhatdéan végtelen (continuum kardinalitasu). L]
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Egy nem Turing-felismerhetoé nyelv: L,

Tétel: Legyen Ly = {w;: w; & L(M)} (Ls a diagondlis nyelv).
Ls nem Turing-felismerhetd, azaz Ls & RE.

Biz.: Georg Cantor diagonalizalasi mddszere.

e Tekintslk a T bit tablat, amelyre
T(i,j)=1ew € LM)(i,j = 1).

* Legyen z a végtelen hosszusagu

bitsorozat T atléjaban és T | {(My) (Mz) (M) (D)
Z a bitenkénti komplementere z-nek. %1 % (1) i (1)
* Mindeni = 1-re, T az i-edik sora az Mi 1 0 0 1
L(M;) nyelv karakterisztikus vektora. B
* zaz Ly nyelv karakterisztikus vektora. D 0 0 1 0
e Ha Lysfelismerhetd lenne egy D TG-vel, -
akkor D karakterisztikus vektora egy
sor lenne T-ben.
e Z kiilénbdzik T minden soratdl, igy z =001

Lo killonbo6zik minden RE beli nyelvtdl. [ ]
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Rekurziv nyelvek R

e Egy L nyelv rekurziv (L € R), ha L = L(M) valamely M eldontoé TG-re.
Tétel: Ha L € R, akkor L € R.
Biz.:

* Legyen L = L(M) valamely M TG-re, —= Accept Accept
amely megall minden inputtal. L e T e il Reject
Konstrualunk egy M’ TG-t, U.h. L = L(M").

* M elfogadod allapotai lesznek M’
elutasité allapotai.

e M’-nek lesz egy Uj elfogadd allapota: r (r-bdl nincs tovabbi atmenet).

* M minden g nem elfogadoé allapotara és a input szimbdlumara, ahol
nincs atmenet (g,a)-ra M-ben (M elfogadas nélkidl megall), adjunk
(g,a)-hoz atmenetet az r allapotba.

e Mivel M megall inden input széval, M’ is megall minden input szdval.

* M’ pontosan akkor fogad el egy w szot, ha M nem fogadja el w-t.
lgy az M’ 4ltal elfogadott nyelv L. [ ]
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Rekurzivan felsorolhato nyelvek (RE)
komplementere

Tétel: HaL € REés L € RE, akkor L € R (és L € R).

Biz.:

Legyen L = L(M,) és L = L(M,). M-t és M,-t

parhuzamosan szimulaljuk egy M TG-vel. %

— Accept

Legyen M eqgy 2-szalagos TG.

e M az 1. szalagon szimulalja M;-t,

Y

e M a 2. szalagon szimulalja M,-t.

— Accept

—™  Accept

—  Reject

* M allapotai megfelelnek Q1 x Q:
allapotparoknak (M, és M, allapotai)

Ha M inputja w € L, akkor M, elfogadja w-t és megall.
Ekkor M elfogadja w-t és megall.

Ha M inputja w € L, akkor M, elfogadja w-t és megall.
Ekkor M elutasitja w-t és megall.
lgy M minden inputtal megall és L(M) = L.

[]
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R és RE

* Univerzalis nyelv: L, = {<M,w> | M egy TG ésw € L(M)} .
Tétel: L, € RE | R.

Biz.:

e L, rekurzivan felsorolhaté (Turing-felismerhetd):

e Konstrualunk egy U TG-t, ami felismeri L,-t.
U-t az univerzalis TG-nek nevezzuk.

* Legyen U egy tdbbszalagos TG, U.h.

e 1. szalag tartalmazza az inputot, ami M és w kddolasa.
M és w ezen az el6adason bemutatott kddolasat hasznaljuk.

e 2.szalagot M szalagjanak szimulalasara hasznaljuk.
A 2. szalagot w-vel inicializaljuk.

A 2. szalagon a fejet az els6 szimulalt cellara visszUuk.

e 3. szalagot M allapotainak tarolasahoz hasznaljuk.
A 3. szalagot M kezdd6allapotaval inicializaljuk.

e 4, szalagot munkaszalagként hasznaljuk.
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R és RE

Biz. (folyt.):
e M egy atmenetének szimulalasa:

* U megkeresi az 1. szalagon az atmenetet
M aktualis allapotara (a 3. szalagon tarolva) és
M aktualis szalagszimbdlumara (a 2. szalagon tarolva).

e Ezutan U eltarolja az Uj allapotot a 3. szalagon,
U megvaltoztatja a szalag szimbdélumot a 2. szalagon,
U balra vagy jobbra |épteti M ir6/olvaso fejét a 2. szalagon
az atmenet szerint.

e Ha M végallapotaba lép, jelezve, hogy M elfogadja w-t,
akkor U elfogadja a <M,w>-t és megall.

o igy, L(U) — Lu-
* =»[,eRE
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R éS RE Hypothetical — Accept — T Accept
W > Copy ™ wlllw algorithm
Biz. (folyt.): Mfor L, | w Reject —* Reject
M’ for L,

L, nem rekurziv:

TF. ellentmondéashoz, hogy L, rekurziv. Ekkor L, komplementere L, is az.
Akkor létezni kell egy M TG-nek, amely eldonti L,-t.
Ekkor at tudjuk alakitani M-et egy M’ TG-re, amely elfogadja Lg-t:

e M’a w inputjat <w,w> parra alakitja.

e M’szimuldlja M-et <w,w> inputtal, feltételezve, hogy az els6 w egy
M; TG kbédolasa, a masodik w pedig egy w; binaris sztring kédolasa.

* M eldénti L.-t, igy M pontosan akkor fogadja el <w,w>-t ha M, nem
fogadja el wi-t.

lgy M’ pontosan akkor fogadja el w-t ha w € L.
De korabban megmutattuk, hogy nem létezik olyan TG, amely felismeri
Lo,-t. Kdbvetkezésképpen M nem létezik.

= L, €R. []
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Megallasi probléma

Turing eredeti munkajaban a TG-pel torténd elfogadast /
szamitast megallassal, nem feltétlenul végallapotban valé
megallassal fogalmazta meg.

Egy M TG-hez legyen H(M) azon w input szavak halmaza,
amelyekkel M megall (végallapotban vagy nem
végallapotban).

A megallasi probléma:
HALT = {<M,w> | w € H(M)}.

Tétel: HALT € RE \ R.
Biz.: L,-hoz hasonldan.

Hasonlé érvek hasznalhatdk annak megmutatasara, hogy
szoftver verifikaciéval kapcsolatos szamos gyakorlati
probléma nem elddnthetd. Példaul nem elddnthetd, hogy egy
program végtelen ciklusba kerul-e.

Szamitasi modellek 20 Lukovszki Tamas



R és 1,

e Egy linearisan korlatolt automata (LKA)

egy nemdeterminisztikus TG, melynél

° az input abécé 2 tartalma
két specialis szimbolumot

> (bal végjel/endmarker) és < (jobb végjel/endmarker).
Az input >(Z \ {>,<1})*< alaku.

°* > és <1 nem irhatdk felll.

ami -t tartalmazza.

Z

>

W1

wol ...

Wh

A fej nem lehet sem >-tél balra, sem <t-tél jobbra.
A fej kezdbpozicidja a jobb szomszédja annak a cellanak,

e Egy LKA egy olyan NTG, amely korlatos munkaterulettel rendelkezik.

* Nevét egy vele ekvivalens modellrdl kapta, amelyben a

rendelkezésre allé tar az input hosszanak konstansszorosa (linearis

fuggvénye).
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R és 1,

Tétel:

e (1) Minden G 1-es tipusu grammatikahoz megadhatd egy LKA A,
melyre L(A) = L(G).

* (2) Minden A LKA-hoz megadhatd egy G 1-es tipusu grammatika,
melyre L(G) = L(A).

Biz.:

* (1) Az el6z6 el6adason lattuk, hogy minden G 0. tipusu
grammatikahoz lehet konstrualni egy NTG-t, ami L(G)-t felismetri.

e A konstrukcio a 3. szalagjan nemdeterminisztikusan szimulalt egy
G-beli levezetést, az iteracidk végén ellendrizte, hogy a 3. szalagon
lévOé mondatforma megegyezik-e az 1. szalagon Iévo w inputtal.

e Ha G 1-es tipusy, azaz hossznemcsokkentbek a szabalyai, akkor a
2. szalagon |évdé mondatforma hossza sose haladhatja meg |w| -t,
igy ez az NTG egy LKA.
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R és 1,

Biz. (folyt.):

e (2) Minden A LKA-hoz megadhaté egy G 1-es tipusu grammatika,
melyre L(G) = L(A).

e Moddositjuk egy kicsit az el6z6 el6adas konstrukcidjat.
e Legyen M=\ {><}ésG=((F\5)uQxTr"u{SA} 3 PS).
1) S - DA(qaccept,a)Aq | [>A(Qaccept,a)<] | [>(qaccept,a)A<] | [>(qaccept,a)<] ( V aer’ )

2)A—->aA|a (Vaerln)
3) b(q’,c) = (q,a)c if (q’,b,R) € 6(q,a) (Vcer)
4) (q’,b) = (q,a) if (q’,b,S) € 6(q,a)

5) (q’,¢c)b = c(qg,a) if (q’.b,L) € 6(q,a) (Vcer’)
6) >(qo,a) = >a (Va€erl)

e 1-2. generalunk egy tetszlleges elfogadd konfiguraciét. Mivel A LKA, ezért u
elfogadasahoz elég olyan hosszut, mint u. Ezutan a mondatforma hossza fix.

e 3-5. a konfiguraciéatmeneteket a grammatikaban forditott iranyban szimulaljuk.
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R és 1,

Biz. (folyt.):
1) S = DA(Qaccept,@)A<T | D>A(Qaccept, @)< | I>(Qaccept, @)A<T | D>(Qaccepr, @)1 (V a€l™)
2)A—>aA|a (Vaerlrn)
3) b(q’,c) = (q,a)c if (q’,b,R) € 6(q,a) (Vcer)
4) (q’,b) - (qg,a) if (q’,b,S) € 6(q,a)
5) (q’,c)b - c(q,a) if (q’,b,L) € 6(q,a) (Vcer)
6) >(qo,a) - >a (Vaerlr)

* 6. Mivel a grammatika hossz-nemcsdkkentd kell legyen technikailag
szukségunk van Q x [-beli jelekre, ezekbdl az utolso6 |épésig mindig pontosan
egy van a mondatformaban.

e Mindenae€ 2\ {>,<}, we€ (2\ {>,<})*ravagy a = , w = €-ra, megmutathaté
a levezetés hosszara vonatkozd indukcidval, hogy valamely
xX€Er, af € (IM*:>goaw<d =* >aqaceptxB<l akkor és csak akkor ha
S =* D>a(Qaccept, X) B<1 =* >(qo,a)w<] = >aw<. []
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R és 1,

Tétel: Ha A egy LKA, akkor L(A) elddnthetd.
Biz.:

* Legyen w egy input sz0, |w|=n. A linearis korlatoltsag miatt a
lehetséges konfiguracidok szama egy w inputra legfeljebb
m(w) = |Q| - n - |T]".

e Minden szamitas, ami hosszabb mint m(w), végtelen cikluhoz vezet.

* Legyen M’ egy TG, amely <A,w> inputtal,
ahol A egy LKA és w egy sztring

1) Szimulalja A-t w-vel < m(w)+1 |épésen at

2) Ha A elfogad/elutasit ezen pont el6tt,
M’ elfogad/elutasit mint A.

3) Maskulonben elutasit.
e Nyilvan L(M’) = L(A) és M’ eldonti L(A)-t. ]
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R és 1,

Tétel: £, c R.

Biz.:

* Az el6z6 2 tétel alapjan L1 € R.

° Legyen Lgisa = {<A> : A egy LBA és <A> & L(A)}.
* L4 €ldOnthetd:

* LKA A-hoz legyen S egy TG, amely
* Qaccept allapotba megy, ha <A> & L(A) és
* Qreiect allapotba megy, ha <A> € L(A).
Mivel L(A) eldonthetd, S mindig megall. = Lgsa€ R.
* Lq18a Nem felismerhetd LKA-val with LBA (= Lyisn & £1)
e Cantor diagonalizacié médszerével
* TF. ellentmonddashoz, hogy La.ea felismerhet6 egy S LKA-val, azaz L(S)=Laq,.zx .

* ha <S> € Lyisa = L(S), akkor S elfogadja <S>-t, igy <S> €& La.za,
ellentmondas,

* ha <S> €& Laisn = L(S), akkor S nem fogadja el <S>-t, igy <S> € La.sa,
ellentmondas. []
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