Szamitasi modellek

9: Redukcio, kiszamithatosag, bonyolultsag
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Redukalhatdsag / Visszavezethetoség

e Ha tudjuk, hogy egy probléma eldonthetetlen
(pl. Ly = {<M,w> | M egy TG és w € L(M)}),
akkor ezt fel tudjuk hasznalni, hogy megmutassuk mas problémakrdl,
hogy eldonthetetlenek.

e HALT = {<M,w> | M megall w inputtal}.
Tétel: HALT eldonthetetlen.

Biz. Megmutatjuk, hogy L, redukalhaté HALT-ra.
e Ellentmondashoz tfth. HALT elddnthetd.
Legyen H egy TG, ami eldonti HALT-ot.

Konstrualunk egy S TG-t, ami eldonti L.-t.

S = “<M,w> inputtal

1. Futtassuk H-t <M,w> inputtal, ami eldonti, hogy M megall-e w-vel.
Ha nem, elutasitjuk.

2. Szimulaljuk M-t w inputtal, amig meg nem all (megallas garantalt H miatt).

3. Ha M elfogadta, akkor elfogadjuk.
Ha M elutasitotta, akkor elutasitjuk.

S eldénti L,-t, ami ellentmondds. Tehat, H nem létezhet. igy HALT elddnthetetlen.

[]
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Redukalhatdsag / visszavezethetoség

e Ha van két nyelvunk (vagy problémank) A és B,
akkor A redukalhato / visszavezetheté B-re
azt jelenti, hogy B-t hasznalhatjuk A
megoldasara.

e Ha A redukalhaté B-re, akkor B megoldasaval
megoldast kapunk A-ra.

e B kdnnyd — A kdnnyd.

e A nehéz —» B nehéz.
(ezt a format fogjuk hasznalni)

Szamitasi modellek 3 Lukovszki Tamas



E+v eldonthetetlen

e Legyen Erm = {<M> | M egy TG és L(M) = @}

Tétel: Ev eldonthetetlen.

Biz.: Ellentmondassal. Megmutatjuk, hogy L, redukalhat6 Erw-re.
Tfh. Etw eldOnthetd. Legyen R egy TG, ami eldonti Etu-t.
Konstrualunk egy S TG-t, ami eldonti L,-t.

S = “<M,w> inputtal

1. Transzformaljuk M-t egy Uj M, TG-re:
M, = “x inputtal
1. Ha x=w, elutasitjuk.

2. Maskuldénben, futtassuk M-t w inputtal
3. Elfogadjuk, ha M elfogadja.”
2. Hasznaljuk R-t, ami eldonti, hogy L(M,)=0.
3. Ha igen [ekkor M elutasitja w-t] akkor elutasitjuk.
Ha nem [ekkor M elfogadja w-t] akkor elfogadjuk.
e S eldonti L,-t, ami ellentmondas. Tehat, Ewm elddnthetetlen.
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Szamitasi feladatok

Az elddntési problémak altalanositasai a
(ki)szamitasi problémak.

¢ AZ M — (Q, Z, I_, 6, qO, qaccept, qreject) TG kisza,mlltja
az f:2* > [*flggvényt, ha

e minden u € 2*-beli széra megall, és ekkor
e f(u) € r* olvashatoé az utolsé szalagjan.

e Az f: 2*>[* fUggvény kiszamithatd, ha létezik TG
M, amely kiszamitja az f fUggvényt.
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Redukalhatdsag / visszavezethetoség

e A c >*redukalhato / visszavezethet6 B < *-re,
ha van olyan f: 2* - [* kiszamithatd fuggvény,
hogy w € A & f(w) € B. Jeldlés: A < B.

We e (W)
A B

° >e

e Példa: L, SETM

A redukciéhoz a kiszdmithaté flggvény: EmI1ek?—lzase;i:WMvéEt:;ilt?S;ttaI

f(.<M,W>) = <My>. _ 2. MAaskilldnben, futtassuk
Mivel: <M,w> € L, & <M,> € E M-t w inputtal

(M elfogadja w-t © L(M,) = D ) 3. Elfogadjuk, ha M elfogadja.”
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Redukciod - tulajdonsagok

Tétel: HA A < B és B eldonthetd, akkor A is elddnthetd.

Biz.: TF. TG R eldonti B-t.

e Konstrualunk egy S TG-t, ami elddnti A-t:

* S = "“w inputtal
1. Kiszamitjuk f(w)-t
2. Futtassuk R-t az f(w) inputtal, hogy eldontsuk f(w) € B
3. Mikor R megall, irjuk ki ugyanazt az eredményt mint R.”

Korolldr: Ha A <B és A eldonthetetlen, akkor B is eldonthetetlen.

Tétel: Ha A < B és B T-felismerhetd, akkor A is T-felismerhetd.
Biz.: Mint fent.
Korollar: Ha A <B és A nem T-felismerhet, akkor B sem T-felismerheto.
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E+m nem T-felismerheto

° Legyen Etm = {<M> | M egy TG és L(M) = @}

Tétel: Exv nem T-felismerheté (Ew & RE).

Biz.: Megmutatjuk, hogy L, < Erw.

e A redukcios fuggvény f(<M,w>)=<M,>

e Emlékeztetd: M, = “x inputtal
1. Ha x=w, elutasitjuk G e
2. egyébként futtassuk M-t w inputtal L(M.y) = { 0 if 2 £ w.
3. elfogadjuk, ha M elfogadja w-t.”

e <Mw> € L, = <M,> € Em
 Ha Emm T-felismerhetd lenne, akkor L, is az lenne. Ellentmondés. [ ]
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EQ:m és EQtm nem T-felismerheté

® Legyen EQw = {<M1,M2> | M.,M, TG-k és I_(Ml) = I_(Mz)}
Tétel: EQrv és EQw nem T-felismerhetd (EQwm, EQw & RE).

Biz.:
1.) L, = @TM
2) Lu = EQTM

* Minden w széhoz legyen T. a kdvetkezd TG:
T = “x inputtal

1. ignoraljuk x-t
2. szimulaljuk M-t w inputtal

* 1.) Megadjuk az f figgvényt, ami L, problémat (<M,w> formaban adott)
EQ- problémara (<T:,T>> forméban adott) képez:

°* f(<M,w>) = <T,,Trject>, ahol Trejec: €9y TG, ami mindent elutasit.
e <M,w> € L, &= <Tu,Trgject> € EQmm.
* Ha EQw T-felismerheté lenne, akkor L, is az lenne. Ellentmondas.
e 2.) Hasonléan, f(<M,w>) = <Tu,Taccept>, ahol Taccepr €9y TG, ami mindent elfogad.
e <Mw> E L, = <Tw, Taccept> € EQqw.
* Ha EQw T-felismerhetd lenne, akkor L, is az lenne. Ellentmondés. [
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Bonyolultsagelmélet - idobonyolultsagi
osztalyok

* Milyen hatékonyan ddontheto el az adott probléma?

TIME (f(n)) = { L | L elddnthetd O(f (n)) idGigényl
determinisztikus TG-pel }

NTIME (f(n)) = { L | L eldonthet6 O(f (n)) id6igényd
nemdeterminisztikus TG-pel }

P = Uk>0 TIME ( n¥)

NP = Ukx=0 NTIME ( n%)

* Nyilvanvald: P € NP

Sejtés: P # NP

A P vs. NP probléma a “7 Milleneumi Probléma” egyike.

* |gazolasaért vagy cafolataért az Intézet 1M $-t fizet
a Clay Institute.
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Bonyolultsagelmélet - NP-beli
probléeémak

NP: bonyolultsagi osztaly, amely azon L nyelveket tartalmazza,
melyekhez Iétezik L-t polinom idében eldontd
nemdeterminisztikus TG.

Masik definicio: Az NP a determinisztikus TG-pel polinom idében
ellendérizhet6 dontési problémak halmaza.

Preciz tétellé tehetd:
Egy dontési probléma (nyelv) akkor és csak akkor NP-beli, ha minden
igen-inputhoz megadhaté polinom méretd és polinom idében
ellendrizhetd tanu ¢ (ami igazolja, hogy c valéban igen-input).

coNP: bonyolultsagi osztaly, amely azon nyelveket tartalmazza,
melyeknek komplementere NP-beli.

e Nem tudjuk, hogy coNP kulonbo6zik-e NP-tdl.
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Polinom ideju redukcio

e Az f:2* - [*fliggvény polinom idoben kiszamithato,
ha van olyan TG, ami polinom idében kiszamitja.

e [’ c >* polinom idében redukalhatéd /
visszavezetheto L’ < *-ra,
ha van olyan f: 2* - [* polinom id6ben kiszamithatd
fuggvény, hogywel’'ef(w) e L”.
Jeldlés: L' <, L.

e A polinom idejl redukciot (vagy visszavezetést) Karp-
redukcionak (vagy Karp-visszavezetésnek) is
nevezik.
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C-teljesség

e |Informalisan: ha egy A problémat tudunk redukalni egy
B problémara, akkor B legalabb olyan nehéz, mint A.
A legnehezebb problémak (egy bonyolultsagi
osztalyban) azok, melyekre minden probléma
redukalhato.

e Legyen C egy bonyolultsagi osztaly. Egy L nyelv
C-nehéz (=<, polinom ideju redukciora nézve), ha
minden L’ € C esetén L’ <, L.

e Legyen C egy bonyolultsagi osztaly. Egy L nyelv
C-teljes, ha L C-nehéz és L € C.
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NP-teljesség

e Ha specialisan C = NP:

Egy L nyelv NP-teljes, ha
e | € NP és
* | NP-nehéz, azaz minden L’ € NP esetén L’ <, L
e <, :polinom idejd redukcid

e Megjegyzés: Ugy is fogalmazhatunk, hogy az L eldéntési
probléma NP-teljes.

Tétel: Legyen L egy NP-teljes probléma.
Ha L € P, akkor P = NP.
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P vs. NP

e Az el6z0 tétel szerint, ha valaki talalna egy
NP-teljes problémara polinom idejli determinisztikus
algoritmust, azzal bizonyitana, hogy P = NP.

e Egyetlen NP-teljes problémara sem ismert polinom
ideju determinisztikus algoritmus és ha P # NP, ilyet
nem is fogunk talalni.

Az NP-teljes problémakra ugy tekinthetlink, mint
eldonthetd, de hatékonyan nem elddonthetd
problémakra.
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Cook-Levin tetel

Kielégithetdségi (satisfiability) probléma:
SAT = {w | w kielégithet6 nulladrendl KNF }

Példa: KNF:
(X1 VX3)AN(=X1VaXsVXaVXs)AN(XLV XoV —X,).

Tétel (Cook-Levin): SAT NP-teljes.

Tétel: Ha L NP-teljes, L =, L’ és L’ € NP,
akkor L’ NP-teljes.

A kovetkezd problémak NP-teljessége ezen tétel alapjan
bizonyithaté.
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k-SAT

A minden tagban pontosan k kulonb6zd literalt tartalmazo KNF-eket k-KNF-nek nevezzik
(k = 1).

Példa: 3-KNF:
(_'X1 VX3VX5)/\ (_'X1 VvV =.X3 VX4) A (X1 vV X2V _'X4).

k-SAT = {w | w kielégithetd k-KNF }

Tétel: 3-SAT NP-teljes.

Biz.: Otlet: A SAT =<, 3-SAT redukciéhoz alakitsunk minden X; v --- v X, tagot n-2 tag
konjunkcidjara:
(X2 vX2VY2)A
(7Y v X3V Y3)A
(2Y3V XaVYs)A - A
(_'Yn-3 VXn2 V Yn-z) A
(—lYn-z V Xp1 V Xn), ahol Y2, Yn2 ljj valtozok.
Ez a 3-KNF pontosan akkor lesz kielégithetd, amikor az eredeti KNF.
Az Osszes tag atalakitasa utan kapott formula legfeljebb haromszor olyan hosszu, mint az
eredeti, azaz a hosszndvekedés polinomialis.

* Megjegyzés: 2-SAT € P.
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3-Szinezhetoség

e Legyen k = 1. Egy graf k-szinezheto, ha csucsai k
szinnel szinezhetbk ugy, hogy a szomszédos
csucsok szinei kulénbodzbek.

e Példa: Egy 5 csucsbdl allé kor 3-szinezhetd,
de nem 2-szinezhetd.

e k-Szinezés = {<G> | G graf k-szinezhetl } .
e Tétel: 3-Szinezés NP-teljes.

e Megjegyzés: 2-Szinezés € P,
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Klikk, fuggetlen csucshalmaz

* A G egyszerd, iranyitatlan graf egy teljes részgrafjat klikknek,
eqgy ures részgrafjat fuggetlen csucshalmaznak nevezzik.
* LlegyenSc V(G)ése € E(G).HaSne = ©, akkora S

csucshalmaz lefogja e-t. Ha S minden e € E(G) élt lefoq,
akkor S egy lefogod csucshalmaz.

Klikk = {<G,k> | G-nek van k méretd klikkje }

FUggetlen csicshalmaz =
{<G,k> | G-nek van k méretU fuggetlen csucshalmaza }

e Lefogd csucshalmaz =
{<G,k> | G-nek van k méretU lefog6 csucshalmaza }

Tétel: Fuggetlen csucshalmaz, Klikk, Lefogé csucshalmaz
NP-teljes.
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Iranyitatlan/iranyitott Hamilton ut/kor

e Adott eqgy G graf. Egy a G 0sszes csucsat pontosan egyszer tartalmazoé
utat Hamilton utnak, egy a G 6sszes csucsat pontosan egyszer
tartalmazé kort Hamilton kornek nevezink. Ha a graf iranyitott, a
Hamilton Utnak/koérnek iranyitottnak kell lennie. Jeldlés: H-Ut/H-kor.

SSERNG TR D

H-kor G-ben H-ut G’-ben
HU= {<G,s,t> | van a G iranyitott grafban s-bél t-be H-Ut } .

IHU= {<G,s,t> | van a G iranyitatlan grafban s-bél t-be H-Gt } .

IHK= {<G> | van a G iranyitatlan grafban H-kor } .

Tétel: HU, IHU, IHK NP-teljes.
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Utazéugynok probléma (TSP)

e Optimalizalasi verzi6: Adott egy élsulyozott
iranyitatlan graf G nemnegativ élsulyokkal.
Hatarozzuk meg a legkisebb 6sszsulyu H-kort
(ha van).

e Elddntési verzio:
TSP = {<G,k> | G-ben van = k sulyu H-kor } .

e Tétel: TSP NP-teljes.
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NP lehetséges szerkezete

e NP-koztes nyelv: L NP-koztes, ha L € NP, L & P és L nem NP-
teljes.

 Ladner tétele: Ha P # NP, akkor |étezik NP-k6ztes nyelv.

e Az alabbi problémaknak se a P-belisége, se NP-nehézsége nem
ismeretes (igy NP-koztes jeldltek):

e Grafizomorfizmus= {<G,G’> | G és G’ iranyitatlan izomorf
grafok }.

* Primfaktorizacio: adjuk meg egy egész szam primtényezds
felbontasat [szamitasi feladat].

e Kapuminimalizalas: adott digitalis aramkort minimalis
szamu logikai kapuval megvaldsitani [szamitasi feladat].
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Tarbonyolultsag - Az offline Turing gép

A tarbonyolultsag mérésének problémaja:
Els6 megkdzelitésben a tarigény a mikoddés soran felhasznalt
(vagyis a fejek altal meglatogatott) cellak szama.
Probléma: az input hossza igy mindig also6 korlat lesz a
tarigényre.

* Az offline Turing gép (OTG) egy olyan TG, melynek
e az els6 szalagja csak olvashatd, a tobbi irhaté is.

e ElsO szalagjat bemeneti szalagnak, tovabbi szalagjait
munkaszalagoknak nevezzuk.

e A nemdeterminisztikus offline Turing gép (NOTG)
ugyanilyen, csak a gép nemdeterminisztikus.

Allitas: Minden TG-hez megadhatd vele ekvivalens offline TG.
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Az offline Turing gépek tarigénye

A szamito offline Turing gép olyan legalabb 2 szalagos
szamitd TG, melynek az els6 szalagja csak olvashato, az
utolsd szalagja csak irhatd. Elsd szalagjat bemeneti, utolsé
szalagjat kimeneti, tobbi szalagjat munkaszalagnak nevezzuk.

Egy OTG tobblet tarigénye egy adott inputra azon cellaknak a
szama, melyeken a mikodés soran valamelyik munkaszalag
feje jart.

Egy offline TG f(n) tobblet tarkorlatos, ha barmely u inputra
legfeljebb f(|u]) a tébblet tarigénye.

Szamitd OTG-re hasonldéan. Nemdeterminisztikus OTG-re (NOTG)
értelemszerdien moédositva.

Szamitasi modellek 26 Lukovszki Tamas



Determinisztikus és
nemdeterminisztikus tarbonyolultsag

e Az offline TG-pel szublinearis (linearis alatti) tarbonyolultsag
is lehetséges.

SPACE(f(n)) := { L | L eldonthetd O(f (n)) tobblet tarkorlatos
determinisztikus offline TG-pel }

NSPACE(f(n)) := { L | L elddnthetd O(f (n)) tdébblet tarkorlatos
nemdeterminisztikus offline TG-pel }

PSPACE := U=0 SPACE (n*)
NPSPACE := Uk=0 NSPACE (n¥)

L := SPACE (log n)
mas néven: LSPACE vagy LOGSPACE

NL :=NSPACE ( log n )
mas néven: NLSPACE vagy NLOGSPACE
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Savitch tetele

e Tétel (Savitch): Ha s(n) € Q(log n), akkor
NSPACE(s(n)) € SPACE(s?(n)).

e Korollar: PSPACE = NPSPACE.
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Hierarchia tetel

e EXPTIME := Uken TIME (k")

e Hierarchia tétel:
e NL < PSPACE és P ¢ EXPTIME.

* L€ NL=coNL € P € NP € NPSPACE=PSPACE
c EXPTIME

e Sejtés: A fenti tartalmazasi lanc minden
tartalmazasa valodi.
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Kiszamitasi problémak kozelito
megoldasai

e Jelblje egy kiszamitasi (optimalizalasi) problémaban OPT az optimalis
értéket (minimumot/maximumot).

e Egy algoritmust a-kozelitének hivunk, ha minden inputra az
algoritmus kimenete megengedett és a visszaadott érték OPT-nak

e minimumkeresési feladat esetén legfeljebb a -szorosa,
* maximumkeresési feladat esetén legaldbb 1 /a -szorosa,

e Példa: Iranyitott grafban maximalis aciklikus részgraf keresése.
Rendezzik sorba a csucsokat. A sorrend szerint haladva, minden
csucsra vizsgaljuk meg, hogy el6re-élbdl vagy hatra-élbdél van-e
tobb, a kisebbséghez tartoz6 éleket dobjuk el. A kapott graf
aciklikus és az élek legalabb felét tartalmazza, igy az algoritmus
2-kozelitd. (Itt a megengedett kimenetek az aciklikus részgrafok.)
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NP-nehéz kiszamitasi problémak
kozelito megoldasai

e Kulondsen érdekesek a kozelitd megoldasok az NP-nehéz szamitasi
problémakhoz. A kbézelit6é algoritmustdl ilyenkor elvarhatjuk, hogy az
hatékony (polinomialis) legyen.

e Példa: Minimalis méretl lefogd csicshalmaz keresése egy G
iranyitatlan grafban. A probléma NP-nehéz.

Jeldlje T(G) = min {|S]| | S lefogb csucshalmaz G-ben } .
Megengedett valasz: egy lefogd csucshalmaz.

e Mohdn vegyuk sorban minden, az adott pillanatig fedetlen él
mindkét végpontjat S-hez, amig van fedetlen él.

* Az algoritmus soran talalt fedetlen élek parositast alkotnak,
tehat |S|/2 cslcsra szukség van mar csak az 6 lefogasukhoz is.
lgy T(G) = |S|/2, tehét taldltunk egy legfeljebb 2 T(G) méretl
lefogd csucshalmazt.

* Az algoritmus tehat 2-kdzelitd és futasi ideje O(|V(G)| + |E(G)]) .

Szamitasi modellek 36 Lukovszki Tamas



NP-nehéz kiszamitasi problémak
kozelito megoldasai

e Allitas: Ha P # NP, akkor TSP-re semmilyen g(n) fliggvényre nincs
polinom idejl g(n)-approximacio. (Megengedett valaszok: az
ugynok egy koérutja.)

e Biz.: Ha lenne, akkor polinom idében megoldhatnank a Hamilton
kor problémat.

e A Hamilton kor probléma egy G bemenetéhez konstrualunk a
TSP-hez egy G’ grafot:

e G’ éleinek hossza legyen 1 (azaz, ha (u,v) € G),
a nem-éleinek hossza pedig n g(n) (azaz, ha (u,v) & G).

* Ha G-ben volt Hamilton-kor, akkor G’-ben van n hosszu korut,
ha nem volt, akkor legalabb ng(n) hosszisagu lesz minden
korut.

e Igy az approximdcids algoritmus vélasza alapjan polinom
idOoben eldonthetd, hogy az eredeti grafban volt-e Hamilton-
kor.
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NP-nehéz kiszamitasi problémak
kozelito megoldasai

e TSP egy rosszul kozelithetd probléma. Az alabbi valtozat viszont jél kdzelithetd.
e Metrikus utazo ugynok: Az élsulyokra teljesul a haromszég egyenldtlenség.
e 2-kdzelités:

e Készitsink egy T minimalis feszitdéfat, ennél nyilvan nem lehet kisebb
semmilyen 6sszefliggl részgraf élsllyainak 6sszege (igy az tgyndk
koratjaé sem).

e Legfeljebb kétszer ilyen hosszisagu Hamilton-kort gyarthatunk az alabbi
algoritmussal:

e ElOGszor jarjuk be a T fat, minden élet kétszer érintve ("rajzoljuk korbe").
A kapott kdrséta hossza legfeljebb 20PT.

* Ebben a kdrsétaban lecserélhetliink barmely utat a két végpontja kozotti
élre, a haromszog egyenlétlenség miatt ett6l nem né a korséta hossza.
llyen cserékkel kénnyen Hamilton-korré alakithatjuk a korsétat, melynek
osszsulya legfeljebb 20PT.

e Az algoritmus 2-kdzelit6 és futasi ideje O (|V(G)| + |E(G)]) .
e Megjegyzés: Ismeretes (3/2)-kodzelit6é algoritmus is (Christofides).
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