Szamitasi modellek

11: Sejtautomatak
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Sejtautomatak

e A sejtautomata egy parhuzamos szamitasi modell.
Stanislaw Ulam és Neumann Janos vezették be a 40-es
években. Jellemzbéi:

* Egy lokalisan uniform architektura szerint egymassal
osszekottetésben levd automatak, un. ,sejtek”
alkotjak, barmely két sejtnek lokalisan ugyanolyan a
szomszédsaga (legtdbbszor egy térkitoltd racs
alapjan).

* A sejtek egyformak és egyszeru felépitéslek, egyetlen
jellemzdjuk az allapotuk.

e Minden sejt csak a szomszédaival kommunikal, azok
allapota és sajat aktualis allapota alapjan frissul az
allapota.

* A gép szinkron modon, diszkrét idéskalan mukodik
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Sejtautomatak

e A=<X,S,N, f>rendezett négyes egy sejtautomata, ahol

e X egy vektortér végtelen részhalmaza, a sejttér, elemeit
sejteknek nevezzuk.

* S egy nemures, véges halmaz, a sejtallapotok halmaza.

* N=(ny,...,nm)rendezett vektor m-es, a
szomszédsagvektor, Ugy hogy V x € X, 1=si=m esetén
X + n;j € X.

e f:S™ > S a lokalis frissitési szabaly.

* Ha a sejt aktualis allapotatdl is figg az Uj allapota, akkor 0 € N.

e Ha X =Z9és n; € Z¢ (1<i=m) akkor a szomszédsagvektorra vonatkozo
feltétel teljesul és ekkor roviden <d , S, N, f> -t irhatunk.

e Legtdbbszor az X = Z¢ esettel foglalkozunk, de elképzelheté mas is, pl.

az euklideszi sikon egy hatsz6g- vagy haromszodgracs, de akar
térusz, hiperbolikus sik is.
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Sejtautomatak

* Legyen N = (n1, ... ,nm). Egy x € X sejt
szomszédainak halmaza
N (x) = {x+ni| 1=i=m }.

e Egy c: X —» S leképezést konfiguracionak
nevezunk.

* Legyen A =<X,S, N, f> egy sejtautomata, ahol
N=(ny,...,nm) ésc: X —-S egy konfiguracid.
Ekkor definialhatunk egy
G : SX - SX globalis atmenetfuggvényt.
Legyen x € X egy tetszdleges sejt,

G(c)(x) := f(c(x+n1), ... ,c(X+nm)).
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Neumann és Moore szomszédsag

31219 2
41118 3[1]5
516 |7 4

Moore szomszédsag  Neumann szomszédsag

e Ha X = Z?, akkor Ugy gondolhatunk a sejtekre, mint a fenti
abra celldira. A z6ld sejt Moore-szomszédai: 2-9, a kék sejt
Neumann-szomszédai 2-5.

e Ha azt szeretnénk, hogy a sejt Uj allapota, a szomszédai
allapota mellett a régi allapotatdl is fliggjon, akkor

* Nmoore = ((0,0); (0,1); (_1,1); (_1,0); (_1,—1); (O,_l)r
(1,-1), (1,0), (1,1)).

* Nneumann = ((O;O)r (011); (_110); (Or_]-)r (170))
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Eletjaték (Conway)

e Eletjdtéknak (Conway, game of life, B3523) nevezzik

azt a GOL = <2, {0,1}, Nwmoore, f> sejtautomatat, ahol

e 1.f(1, bz, ...,bo) =1, ha >oibi € {2,3},
e 2.1(0, bz, ... ,bo) =1, ha >2bi = 3,
e 3, f(by, b2, ...,bo) =0, minden mas esetben.

e Eqgy él0 sejt életben marad, ha 2 vagy 3 él6é Moore-
szomszédja van, minden mas esetben
elszigetel6dés (0-1 szomszéd) vagy tulnépesedés
(4-8 szomszéd) miatt meghal.

 Egy halott sejtbdl akkor és csak akkor lesz él6, ha
pontosan 3 él6 Moore-szomszédja van.
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Eletjaték - konfiguraciétipusok

e Egy c konfiguracié orbitja az orb(c) = ¢, G(c), G?(c), . . . sorozat.
e c csendélet, ha G(c) = c. A legkisebb csendélet egy 2x2-es
blokk.

e coszcillator, ha3i = 2, hogy G(c) = c (c id6ben
periodikus). Példa: 3 egymas melletti él6 sejt. Ez a
legkisebb (2 periddusu) oszcillator, neve Villogé.

e curhajé, ha3di=1, hogy
{x€ezZ?2|G()x)=1}={x€Z?|cxX) =1} +y
valamely y vektorra. A legkisebb méretd drhajoé neve
Sikl.

e cagyu,hadi=1 hogyVkeN
{x € 22 | Gk+Vi(c)(x) = 1} o {x € Z? | GM(c)(x) = 1} és
{x € 22 | Gk+Vi(c)(x) = 1} — {x € Z? | GN(c)(x) = 1}
trhajo.
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Eletjaték - konfiguraciétipusok

A Cip6 nevl csendélet

5 - BB

A Varangy nevu oszcillator

of P oaf B

A Sikl6 nevi Grhajo
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Eletjaték - konfiguraciétipusok
Bill Gosper sikléagyuja:

a 15. generacidoban legyartja az els6 siklot,
ezutan minden 30. generaciéban egy Uj sikloét.

. i Et

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=101736
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Egydimenziods, kétallapotu sejtautomata

e Stephen Wolfram megvizsgalta az A = <1, {0,1}, (-1,0,+1), f>
alaku sejtautomatakat.

e f:{0,1}3- {0,1} fuggvénybdl 256 lehet6ség van.
Ezek megfeleltethet6k azon 8 hosszusagu bitsorozatoknak, ahol az
elsd bit f(111), a masodik bit f(110), ..., a nyolcadik bit f(000)
Ezen a megfeleltetésnek megfelel6 decimalis szamot a
sejtautomata Wolfram-kédjanak nevezzik. A megfeleld
sejtautomatara a Wolfram-kddja alapjan hivatkozunk (0-tol 255-ig).

* Példa: Mik a 30-as szamu egydimenzios, kétallapotu sejtautomata
szabalyai? Irjuk fel binarisan!

111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000
N O O S I T R S S
o] o001 |1 |1]1]0

Tehat példaul f(0,1,1) = 1, azaz ha egy éId sejt baloldali
szomszédja halott, jobboldali él6, akkor a sejt életben marad.
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Egydimenziods, kétallapotu sejtautomata

* Az egydimenzids, kétallapotu sejtautomatak orbitjat egy
2dimenziés képpel, az un. tér-idé diagram segitségével
abrazolhatjuk: a kép elsd soraban abrazoljuk a c
kezddkonfiguracioét, az i-edikben Gi(c)-t.

e Példa: 90-es szabaly
111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000
o101 | 1]0]1]0
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Egydimenziods, kétallapotu sejtautomata

Wolfram osztalyok:

stabilizalédik. PI. 160

W1: Majdnem minden kezd6konfiguracié orbitja egyazon konstans konfiguraciéban

111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000

101 ]0]0]07]0]0

W2: Majdnem minden kezd8konfiguracié orbitja periodikus. Pl. 108

111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000

o1 | 1]o0o |1 ]1]O0]0O0

W3: Majdnem minden kezd&konfiguracié kaotikus, véletlenszerl viselkedéshez

vezet. Pl. 126
111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | OO1 | 00O
0 1 1 1 1 1 1 0
e W4: Lokalis strukturak alakulnak ki komplex kapcsolattal. PI. 110
111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | OO1 | 00O
0 1 1 0 1 1 1 0
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Egydimenziods, kétallapotu sejtautomata

e 108-as (W2) 126-0s (W3) 110-es (W4)
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Egydimenziods, kétallapotu sejtautomata

e 184-es szabaly 111 | 1(1)0 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000

© O

0/0/1/0/0/1]0/1]1

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2455570

e Ballisztikus kioltas. A 00 minta egy balrdél jobbra haladé
pozitiv toltésl részecskét, mig az 11 minta ennek egy
jobbrdl balra mozg6 antirészecske parjat reprezentalja.
01 és 10 a koztes térnek felel meg. Az ellentétes toltésu
részecskeparok kioltjak egymast.
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Egydimenziods, kétallapotu sejtautomata

 184-es szabaly 111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000

O O 1 1 0 0 O 1 1 O 1 0 https://commons.wikimedia.org/w/index.php?

curid=2455569

e Részecskék lerakédasa szabalytalan fellletre: Tekintsink egy a
gravitacioval 45 fokos szdget bezaro racsot. Egy fellletet
modellezhetink Ugy, hogy minden részecske alatt balra lent és
jobbra lent résecske kell legyen. Ennek felllete egy +1 és -1
meredekségul darabokbdl allé hatarvonal. A kdvetkezd iteracidban
1-1 Uj részecske rakddik le a lokalis minimum pontokban (10-k
folé)
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Injektiv/szurjektiv/bijektiv sejtautomata

* Egy sejtautomata injektiv/szurjektiv/bijektiv, ha G
injektiv/szurjektiv/bijektiv.

* Azaz egy sejtautomata bijektiv, ha minden lehetséges c
konfiguracidjara teljesul, hogy pontosan egy olyan c’
konfiguracié van, melyre G(c’) = c.

e Ap € S sejtallapot nyugalmi allapot, ha
f(p,...p) =p. Ha egy c konfiguraciéban véges sok
sejt van a p nyugalmi allapottdl kulonb6z6 allapotban,
akkor azt mondjuk, hogy c a sejtautomata egy véges
konfiguracidja.

e Eszrevétel: Ha c véges, akkor G(c) is az.

e Jeldlje Gr a G-nek a véges konfiguracidkra vald
megszoritasat.
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Reverzibilis sejtautomata

e Az G globalis atmenetfiggvényl sejtautomatat

reverzibilisnek nevezzuk, ha van inverze, azaz egy olyan

F globalis atmenetfiUggvényl sejtautomata, amelyre

FoG=G-°F=id.
e Példa: 1 dimenzids sejtautomata 9 allapottal

KezdCkonfiguraci6

e Eszrevétel: Egy sejtautomata revervibilis akkor és csak
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Edenkert

* Egy sejtautomata valamely konfiguraciéjat édenkert
konfiguracionak nevezzik, ha nincs megeldzdje.

e Azaz édenkert csak kezd6konfiguraciéként fordulhat eld.

e Példa: 110-es szabaly

111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000
o] 1|10 |1 ]1]1]0

Minden 01010-t tartalmazd c konfiguracié édenkert. Indirekt, tegyuk
fel, hogy van olyan c’, hogy G(c’') = c. Tekintstk a k6zépsé 0-t.
Harom eset van aszerint, hogy mi c’-ben ennek a sejtnek a
szomszédsaga.

1) 000, ekkor az el6z6 egyes szomszédsaga c’-ben %00, ami nem
lehet.

2) 111, ekkor az el6z6 1-es miatt c’-ben ez el6tt 0 all, de akkor a

minta elsd 0-ja x01-bdl lett, ami nem lehet.

3) 100, ekkor a kdovetkezd 1-es miatt c’-ben 100 utan 1-es all, de
akkor a minta utolsé 0-ja 01x -bdl lett, ami nem lehet.
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Edenkert

e Egy véges mintat arvanak nevezzuk, ha minden 6t
tartalmazo konfiguracid édenkert.

e Tehat a fentiek szerint 01010 arva a 110-es
szabalyu egydimenzids, kétallapotu
sejtautomataban.

e Tétel: Barmely édenkert tartalmaz arvat.
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Edenkert tétel

e Edenkert tétel: (Moore (1962), Myhill (1963))
Legyen A = <X, S, N, f> egy sejtautomata, ahol X euklideszi tér.
Ekkor G szurjektiv akkor és csak akkor, ha Gr injektiv.

e Azaz akkor és csak akkor van arva (édenkert), ha van két véges
konfiguracid, melynek ugyanaz a képe. Az ilyen parokat ikreknek
nevezzuk.

e Bizonyitas vazlat: Csak az euklideszi sikon bizonyitjuk.

e Legyen |S| = s. Tegyuk fel, hogy vannak P és Q ikrek és tegyuk fel,
hogy befoglalhaték egy-egy n X n-es négyzetbe.

* Tegyuk fel tovabba, hogy X elemei szomszédsaganak legfeljebb n a
sugara.

e Tekintsink most egy nagy, mn X mn-es négyzetet. A megeldz6
konfiguracidé egy legfeljebb (m+2)n X (m+2)n-es terlletének lehet
hatasa ezen sejtek allapotara. Ez (m+2) X (m+2) darab
n X n-es cellara oszthato.
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Edenkert tétel

* Biz. (folyt.):

* Mivel |éteznek ikrek, ezen n X n-es részek s"™" lehetséges
konfiguraciéja kézul legaldbb 2-nek ugyanaz a hatédsa. Igy
legfeljebb (s — 1)m+2m+2) k(jlonb6z6 kép allhat eld a lehetséges
smnxmn Kz,

Utdbbi a nagyobb szam, mivel
log(s™)m? > log(s™—1)(m? + 4m + 4), ha m elég nagy.

* Tegyuk fel, hogy létezik egy R arva. Ekkor Iétezik n € N, melyre R
befoglalhaté egy n X n-es négyzetbe.

e Tekintsuk az egy nagy, mn X mn-es négyzetbe foglalhatd véges
konfiguracidkat. Ezen konfiguraciok kovetkez6 generacidja egy
(m+2)n X (m+2)n-es négyzetbe foglalhatd, melyet osszunk fel
(Mm+2) x (m + 2) darab n x n-es négyzetre.

* Mivel egyik ilyenben se kaphatjuk R-et, ezért a potencialisan
smnxmn konfiguracionak legfeljebb (s"*x"—1)m+2m+2) f3jta képe lehet.
Az el6z6 szamitas miatt a skatulyelv szerint van két konfiguracio,
amelyeknek ugyanaz a képe. [ |
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Edenkert tétel

e Kovetkezmeény:
e Minden injektiv sejtautomata szurjektiv is.

 Ekvivalens, hogy egy sejtautomata injektiv,
bijektiv, reverzibilis.

* Ha G injektiv, akkor G szurjektiv.

e Tehat
G injektiv & G bijektiv & G reverzibilis =
= G szurjektiv & G bijektiv =
= G szurjektiv & Gr injektiv
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Edenkert tétel

e GOL-re példaul alkalmazhatd. Az konnyen lathatd, hogy vannak
ikrek. Vegyunk egy csupa halott cellabdl és egy egyetlen él6
sejtbdl allé konfiguraciot. Ebbdl tehat kovetkezik, hogy van

édenkert. Azonban GOL-nak nincs kicsi édenkertje.

e Roger Banks konstrukcidja (9x33):

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2822838

e Steven Eker arvai (9x11 és 8x12):

http://wwwhomes.uni-bielefeld.de/achim/orphan 9th.html
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Sejtautomatak szamitasi ereje

e Legyen A=<1,Q, (-1,0,+1), f> egy egydimenzios
sejtautomata, Tc Q, Fc Q\T, tovéabba € Q\(TnF)az
A nyugalmi allapota.
A felismeri az L € T* nyelvet, ha w € L akkor és csak
akkor ha az automatat w-vel inditva (értsd: egymas utani
cellain w olvashatd, minden mas cella nyugalmi
allapotaban van) a w elsd betldjének megfeleld cella F-beli
allapotba jut.

e Tétel: Legyen adott egy M Turing gép n allapottal és m-
elemu szalagabécével. Ekkor van olyan egydimenzids
sejtautomata, ami hatelemd szomszédsaggal és
max{n,m} + 1 allapottal szimulalni tudja M-et.
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Eletjaték - eldonthetetlen problémak

e Az Univerzélis Turing gép szimuldlhaté az Eletjatékban.

e Tétel: Minden <M,w> (Turing gép,sz06) parhoz
megkonstrualhatd egy olyan c<ww> kezdbkonfiguracié
GOL-ben, melyre c<mw> kihal & w € L(M).

e Tétel: Adott egy c és egy ¢’ konfiguracié GOL-ben.
Eldonthetetlen, hogy létezik-e olyan i = 0, hogy ¢’ =
G'(c).

e Tétel: Eldonthetetlen, hogy GOL egy véges mintaja
kihal-e.
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Eldontheto és eldonthetetlen problémak

e Tétel:
1) Eldonthetd, hogy egy 1-dimenzids sejtautomata
injektiv-e.
2) Eldonthetd, hogy egy 1-dimenzids sejtautomata
szurjektiv-e.

e Tétel:
1) Eldonthetetlen, hogy egy 2-dimenzids sejtautomata
injektiv-e.
2) Eldonthetetlen, hogy egy 2-dimenzids sejtautomata
szurjektiv-e.
3) Egy 2-dimenzids sejtautomata injektivitasa rekurzivan
felsorolhatd.
4) Egy 2-dimenzids sejtautomata nem-szurjektivitasa
rekurzivan felsorolhato.

Szamitasi modellek 26 Lukovszki Tamas



Eldonthetetlen problémak

* Egy konfiguracié nyugalmi, ha minden sejt nyugalmi
allapotban van.

* Egy sejtautomata nilpotens, ha minden kezddkonfiguraciora
nyugalmi konfiguracidba jut.

e Tétel:
1) Eldonthetetlen, hogy egy 1-dimenzids sejtautomata
nilpotens-e.
2) Eldonthetetlen, hogy egy 2-dimenzids sejtautomata
nilpotens-e.
3) Rekurzivan felsorolhatd, hogy egy 1-dimenzids
sejtautomata nilpotens-e.
4) Rekurzivan felsorolhatd, hogy egy 2-dimenzids
sejtautomata nilpotens-e.

Szamitasi modellek 27 Lukovszki Tamas



Eldonthetetlen problémak

e Tétel:
1) Eldonthetetlen, hogy egy 2-dimenzids sejtautomata
reverzibilis-e.
2) Rekurzivan felsorolhatd, hogy egy 2-dimenziés
sejtautomata reverzibilis-e.

e Egy G globalis atmenetfuggvényu sejtautomata periodikus,
ha minden kezdbdkonfiguraciéra G idében periodikus.

e Tétel:
1) Eldonthetetlen, hogy egy 2-dimenzids sejtautomata
periodikus-e.
2) Elddnthetetlen, hogy egy 1-dimenzids sejtautomata
periodikus-e.
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