
 Lukovszki Tamás1Számítási modellek

Számítási modellek

3: Programozott grammatikák, mátrix grammatikák, véletlen 
környezettel adott grammatikák, L-rendszerek



 Lukovszki Tamás2Számítási modellek

Kontrollált környezetfüggetlen grammatikák

● Kérdés: Lehet-e nem környezetfüggetlen nyelveket 
generálni környezetfüggetlen grammatikákkal azáltal, hogy 
a produkciós szabályok alkalmazhatóságára feltételeket 
szabunk.

● Válasz: igen, pl.
● programozott grammatikák 
● mátrixgrammatikák
● szövegfeltételekkel adott grammatikák
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Programozott Grammatika

● Egy G = (N,T,P,S) környezetfüggetlen programozott 
grammatika egy 4-es, ahol

● N és T diszjunkt véges ábécék,
● S  ∈ N a kezdőszimbólum (axióma),
● P rendezett 3-asok véges halmaza, amelyek

r = (p, σ, φ) alakúak, ahol p egy környezetfüggetlen 
szabály, σ, φ  ⊆ P.

● σ az r szabály siker-halmaza, φ az r szabály kudarc-
halmaza. 

● Ha r = (p, σ, ) minden ∅ r  P∈  szabályra fennáll, akkor a G 
grammatika előfordulás-ellenőrzés nélküli, egyébként 
előfordulás-ellenőrzéses.
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Programozott Grammatika

● G = (N,T,P,S) környezetfüggetlen programozott grammatika 
● Ha u,v  ( ∈ N  ∪ T )* egy levezetésben két egymást követő 

mondatforma (az i−1. és i. ahol i ≥ 0) és az i.-ként alkalmazott 
szabály ri =  (A → w, σ, φ), akkor a következők egyike teljesül
● ha u = xAy valamely x,y  ( ∈ N  ∪ T )*-ra, akkor 

v = xwy és a levezetés i+1.-ként alkalmazott ri+1 szabályára (ha 
van) ri+1  ∈ σ teljesül.
(Azaz a következő következő szabály a siker-halmaz beli.) 

● ha a u nem tartalmazza A-t, akkor v = u és a levezetés 
i+1.-ként alkalmazott ri+1 szabályára (ha van)  ri+1  ∈ φ teljesül.
(Azaz a következő következő szabály a kudarc-halmaz beli.)

● Jelölés: u ⇒ v
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Programozott Grammatika

● Legyen G = (N,T,P,S) egy programozott grammatika. 
G által generált nyelv L(G):

L(G) := { w  T*∈  | S * w⇒  },
ahol * a ⇒  reláció reflexív, tranzitív lezártja⇒
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Programozott Grammatika

● Példa:
Legyen G = (N,T,P,S) egy programozott grammatika, ahol
N = {S, A}, T = {a}, P = {r1 , r2 , r3 }, ahol

● r1 = (S → AA , {r1}, {r2}),
● r2 = (A → S, {r2}, {r1, r3}),
● r3 = (S → a, {r3}, ).∅
Ekkor 



 Lukovszki Tamás7Számítási modellek

Programozott Grammatika

Source: https://en.wikipedia.org/wiki/Controlled_grammar
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Mátrix Grammatika

● Egy előfordulás-ellenőrzéses környezetfüggetlen mátrix 
grammatika egy 5-ös G = (N, T, M, S, F), ahol

● N és T diszjunkt ábécék,
● S  ∈ N a kezdőszimbólum (axióma),
● M = {m1, m2, . . . , mn}, n ≥ 1, sorozatok véges halmaza

mi = (pi1 , . . . , pik(i) ), k(i) ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n, ahol minden pij, 
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k(i), egy környezetfüggetlen szabály,

● F  {⊆ pij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k(i)}
(M-beli sorozatok szabályainak egy részhalmaza).

● M elemeit mátrixoknak hívjuk.
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Mátrix Grammatika

 A G = (N, T, M, S, F) mátrix grammatika előfordulás-
ellenőrzés nélküli, akkor és csak akkor, ha F = .∅
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Mátrix Grammatika

● Legyen G = (N,T,M,S,F ) egy mátrix grammatika és 
w,w’  (∈ N  ∪ T)*. Ekkor w’ levezethező w-ből valamely
mi mátrix szerint,  
mi : (Ai1 → vi1 , . . . , Aik(i) → vik(i) )  ∈ M, 1 ≤ i ≤ n, k(i) ≥ 1, 
(jelölés: w ⇒mi w’), 
akkor és csak akkor, ha léteznek olyan 
wi1 , . . . , wik(i)+1  (∈ N  ∪ T)* szavak, amelyekre 
w = wi1, w’ = wik(i)+1 és
minden i-re és j-re, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k(i),

● vagy wij = w’ijAijw’’ij és wij+1 = w’ijvijw’’ij,
● vagy or Aij nem fordul elő wij-ben és wij = wij+1, 

valamint Aij → vij  ∈ F.
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Mátrix Grammatika

● Legyen G = (N,T,M,S,F ) egy mátrix grammatika. 
A G által generált nyelv L(G):
L(G) = {w  ∈ T* | S ⇒mj1 y1 ⇒mj2 y2 ⇒mj3 . . . ⇒mjs w, 1 ≤ ji ≤ r, 1 ≤ i ≤ s}.

 Példa: 
Legyen G = (N,T,M,S, ) egy előfordulás ellenőrzés nélküli mátrix ∅
grammatika, ahol N = {S, A, B}, T = {a, b}, és 
M = {m1, m2, m3, m4, m5}, ahol
m1 = (S → AB),
m2 = (A → bA, B → bB),
m3 = (A → b, B → b),
m4 = (A → aA, B → aB), and
m5 = (A → a, B → a).
Ekkor L(G) = {ww | w  {∈ a, b}+ }.
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Véletlen szövegfeltételekkel adott grammatika

● Egy véletlen szövegfeltételekkel adott grammatika 
(random context grammar) G = (N,T,P,S) egy 4-es, ahol

● N és T diszjunkt véges ábécék,
● S  ∈ N a kezdő szimbólum (axióma),
● P rendezett hármasok véges halmaza, amelyek 

(p, Q, R), alakúak, ahol p egy környezetfüggetlen 
szabály, Q, R  N.⊆
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Véletlen szövegfeltételekkel adott grammatika

● Legyen G = (N, T, P, S) egy véletlen szövegfeltételekkel adott 
grammatika. Ekkor az y szó levezethető x-ből, x,y  (∈ N  ∪ T)*, 
(jelölés: x  ⇒ y), ha 

● x = x’Ax’’, y = x’wx’’, valamely x’,x’’  (∈ N  ∪ T)* szavakra és
● minden (A → w, Q, R) ∈ P 3-asra, ha Q minden szimbóluma 

előfordul x’x’’-ben, és R egyetlen szimbóluma sem szerepel 
x’x’’-ben.

● Megjegyzés:
Q a megengedő kontextusa (permitting context) (A → w, Q, R)-nak,
R a tíltó kontextusa (forbidding context) (A → w, Q, R)-nak.
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Véletlen szövegfeltételekkel adott grammatika

 Legyen G = (N,T,P,S) egy véletlen szövegfeltételekkel adott grammatika. 
A G által generált nyelv L(G):
L(G) = {w  ∈ T* | S * ⇒ w}.

 Példa:
Legyen G = (N,T,PS) egy véletlen szövegfeltételekkel adott grammatika, 
ahol 
N = {S, X, Y, A}, T = {a}, and P = {r1,r2, r3, r4, r5}, ahol
r1 = (S → XX, , {∅ Y, A}),
r2 = (X → Y, , {∅ S}),
r3 = (Y → S, , {∅ X}),
r4 = (S → A, , {∅ X, Y}),
r5 = (A → a, , {∅ S}).

Ekkor L(G ) = 
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Véletlen szövegfeltételekkel adott grammatika

 A random context grammar generating the language 

 

Source: https://en.wikipedia.org/wiki/Controlled_grammar
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Nyelvek családjai

 L(PRac) jelöli az előfordulás ellenőrzéses, ε-mentes környezetfüggetlen 
szabályokból álló programozott grammatikák által generált nyelvek osztályát.

 L(PRε
ac) jelöli a tetszőleges előfordulás ellenőrzéses, környezetfüggetlen 

szabályokból álló programozott grammatikák által generált nyelvek osztályát.
 Ha a grammatika előfordulás ellenőrzés nélküli, az ac indexet elmarad.
 L(MATac ), L(MATε

ac) a mátrix grammatikál osztálya, ε-mentes vagy nem ε-mentes 
szabályokkal előfordulás ellenőrzéssel, vagy anélkül.

 L(RCac ), L(RCε
ac) a véletlen szövegfeltételekkel adott grammatikák osztálya,

ε-mentes vagy nem ε-mentes szabályokkal előfordulás ellenőrzéssel, vagy anélkül.

 Tétel1 [Dassow, Paun, 2012]: 
A következő relációk állnak fenn:
L2  ⊂ L(PRac) = L(MATac) = L(RCac)  ⊂ L1 és
L(PRε

ac) = L(MATε
ac) = L(RCε

ac) = L0.
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Fejlődő rendszerek, L-rendszerek

● Egy 0L-rendszer (interakció nélküli Lindenmayer-rendszer, L-
rendszer) egy G = (V, P, w) hármas, ahol 

● V egy véges ábécé, 
● P környezetfüggetlen V feletti átírási szabályok véges halmaza,
● w  ∈ V+ az axióma. 
● Minden a  ∈ V-re létezik a → x  P∈  szabály 

(P-t teljesnek mondjuk).

● Megjegyzés: Minden a  ∈ V szimbólumra, amely nem szerepel a bal 
oldalon egy P-beli produkciós szabályban, az a → a szabályt 
feltételezzük; az ilyen szimbólumot konstansnak, vagy terminál 
szimbólumnak nevezzük.
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0L-átírás

 Legyen z1, z2  ∈ V* két szó,  z1 átírható z2-re G-nek 
megfelelően (jelölés: z1 ⇒ z2), ha 
z1 = a1a2 . . . ar, z2 = x1x2 . . . xr, 
valamely ai → xi  ∈ P-re, 1 ≤ i ≤ r.

 Ahány szabály csak lehetséges, szimultán kerül 
alkalmazásra. Ez különböztet meg egy 0L-rendszert egy 
klasszikus formális grammatika által generált nyelvtől.
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0L-rendszer, generált nyelv

 Legyen G = (V , P, w) egy 0L-rendszer. A G által generált 
nyelv L(G): L(G) = {z  ∈ V*| w * ⇒ z}, ahol

* a ⇒   reflexiv tranzitív lezártja.⇒



 Lukovszki Tamás20Számítási modellek

0L-rendszer, generált nyelv

 Példa: 
Legyen G = (V, P, w) egy 0L-rendszer, ahol
V = {a},
P = {a → a2},
w = a3.  
Ekkor 
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0L-rendszer, generált nyelv

 Példa (fraktál, bináris fa): Legyen G = (V, P, w) egy 0L-rendszer, ahol
V = {0, 1, [, ]},
P = {1 → 11, 0 → 1[0]0},
w = 0.
 
Ez a következő sorozatot állítja elő:
w = w0 = 0
w1 = 1[0]0
w2 = 11[1[0]0]1[0]0
w3 = 1111[11[1[0]0]1[0]0]11[1[0]0]1[0]0
…
Ez a sztring képként rajzolható a szimbólumok
az alábbiak szerinti értelmezésével:
0: huzzunk egy szakaszt, 
    amely levéllel végződik
1: húzzunk egy szakaszt
[: “push position and angle”, forduljunk balra 45 fokot
]: “pop position and angle”, forduljunk jobbra 45 fokot
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0L-rendszerek által generált nyelvek családja

 L(0L) jelöli a 0L-rendszerek által generált nyelvek családját.
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E0L-rendszer

 Egy E0L-rendszer (Extened 0L-system) egy  
G = (V,T,P,w) 4-es, ahol G = (V, P, w) egy 0L-rendszer és 
T terminális szimbólumok ábécéje.

 Átírás ⇒G (röviden ) és ⇒  * hasonlóan definiált, mint ⇒
0L-rendszereknél.

 A G által generált nyelv L(G):
L(G) = {z  ∈ T* | w * ⇒ z}.

 L(E0L) jelöli az E0L-rendszerek által generált nyelvek 
családját.
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E0L-rendszer, generált nyelv

 Példa: 
Legyen G = (V,T,P,w) egy E0L-rendszer, ahol
V = {a, b},
T = {b},
P = {a → b, a → bb, b → b},
w = a.
Ekkor L(G) = {b, bb}.
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D0L-rendszer

 Egy D0L-rendszer (deterministic 0L-system) egy 0L-
rendszer, ha minden a  ∈ V esetén pontosan egy szabály
a → x, x  ∈ V* létezik.

 Ha az axiómát véges nyelvvel helyettesítjük, akkor egy 0L-
rendszert (D0L-rendszert) kapunk véges számú axiómával, 
másnéven egy F0L-rendszert (FD0L-rendszert).

 Megjegyzés: Mivel egy G = (V, P, w) D0L-rendszer P 
szabályhalmaza egy h : V → V* homomorfizmust definiál, 
ezért gyakran használják a G = (V, h, w) jelölést is.
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T0L-rendszerek

 Egy T0L-rendszer G = (V, P1, . . . , Pn, w) egy (n+2)-es, 
n ≥ 1, ahol minden Gi = (V, Pi, w), 1 ≤ i ≤ n, egy 0L-rendszer.

 A G által generált nyelv L(G):
L(G) = {z  ∈ V* | w ⇒Gi1 w1 ⇒Gi2 . . . ⇒Gim wm = z, 

1 ≤ ij ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}.

 L(T0L) jelöli a T0L-rendszerek által generált nyelvek 
családját
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T0L-rendszerek

 Példa: Legyen G = (V, P1, P2, w) egy T0L-rendszer, ahol
V = {a},
P1 = {a → a2}, P2 = {a → a3}, and
w = a.

 Ekkor L(G ) = {ai | i = 2m3n, m,n ≥ 0}.
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