Halozatok I
2007

2. Minimalis feszitéfak, legrovidebb utak
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Fak, Feszit ofak

® Egy iranyitatlan graf egy fa, ha dsszefligb és nem tartalmaz ®
kort.
® Egy iranyitatlan G=(V,E) graf feszit6faja egy olyan fa, /
melynek csomoponthalmaza V és részgrafja G-nek. ®
\

® A csomopontokat, melyek foka 1, leveleknek nevezzUk.

® Ha egy fa egy csomopontja ki van jelolve mint gyokeér, akkor
a fat gyokeres fanak nevezzuik.

® Egy gyOkeres faban minden v csomépontnak a gyokeér
kivételevel pontosan egy p(v) szulé csomopontja van, amely
v-hez adjacens és a v-t6l a gyokerhez vezet6 egyértelm
uton van. Minden mas v-hez adjacens csomoépontot v
gyermekének nevezunk.

® Ha egy iranyitatlan graf nem 6sszefiiggd, akkor a maximalis
0sszefliggd részgrafjait a graf 6sszefiiggd komponenseinek
nevezzuk.

5

Egy feszit6fa
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Példa: Feszit 6fak és Bridge-ek

® Két lokalis haldzatot kapcsol 6ssze
® Adatkapcsolati réteg komponense
® Megvizsgalja az érkez6 csomagokat

® A masik oldalra tovabbitja, ha a cél-
cim a masik halézatban ismert, vagy
ha azt még egyik oldal se latta

® Egy tablazatot tart nyilvan:

® Megfigyeli, hogy honnan jon egy
csomag, a kuldét azon a kabelen
lehet elérni

®Backward learning

Host

aLAN
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Backward learning a bridge-ekben

® Pelda: A kild csomagot E-nek
® Tegylk fel, B1 es B2 tudja, hogy hol van E
® B2 azt fogja latni, hogy A csomagja LAN2-bél jon
® Mivel B2 nem tud LAN1-rél, B2 azt feltetelezi, hogy A LAN2-ben van

® Ami jo! B1 tovabbitani fog minden A-nak kildott csomagot, amely
LANZ2-re érkezik, LAN1-nek

F G H

Bridge LAN 4

LAN 1 LAN 2 LAN 3
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Backward learning a bridge-ekben — bootstrapping
® Az el6z6 példaban: honnan tudja B2 kezdetben, hogy hol van E?

® Valasz: NEM tudja
® Opcio 1: kezi konfiguracié — nem éppen szép megoldas!
® Opcio 2: nem szamit — egyszerlen tovabbitja az ismeretlen cimi
csomagot mindenfele
® Azon halozat kivételével, ahonnan érkezett

® Az algoritmus:
® clarasztas (flood) ha a cim ismeretlen;
® dobja el ha tudja, hogy nem szlikseges;
® tovabbitsa specifikusan, ha a cél cime ismert
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Elarasztas bridge altal — problémak

® “packward learning by flooding” egyszerd, de problemas
® Tekintsik a topoldgia példat:
® Egy masodik bridge is 6sszekdti a két LAN-t a nagyobb
megbizhatosag miatt

LAN2

<;2> { F2

Pl T

Az F frame kuldése
iIsmeretlen célhoz

LAN1

® és igy tovabb ...
® Hogy keruljink el ilyen ciklusokat?
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Megoldas: Feszit ofak

® A frame-ek ciklusai csak akkor j6hetnek létre, ha a graf, amit a bridge-ek
definialnak kort tartalmaz

® TekintsUk a bridge-eket és a LAN-okat csomopontoknak

® Egy bridge-csomopont és egy LAN-csomopont pontosan akkor van
0sszekaotve egy éllel, ha a bridge kapcsolodik a LAN-hoz ‘\

® Redundans élek koroket formalnak ebben a grafban
® Otlet: alakitsuk at a grafot koroktél mentessé

® Legegyszeribb megoldas: Szamitsunk ki egy
feszitéfat ebben a LAN-bridge grafban

® Egyszerd, 6n-konfiguralo, nem kell kézi beavatkozas ‘

® De nem optimalis: az installalt bridge-ek kapacitasat
nem biztos hogy kihasznalja
® |[EEE 802.1D: Spanning Tree Protocol (STP),

IEEE 802.1w: Rapid Spanning Tree Protocol (RSTP) Egy feszitofa
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Minimalis Feszit ofa

® Probléma :
Epitsiink fel egy olyan kommunikaciés haldzatot, amely az adott
kommunikacios csomopontok halmazat 6sszefliiggben dsszekati.
Ehhez a csomopont parok kozott vezetéket fektethetlink le, amelyek
koltsége a két vegponttdl fligg. A cel, a csomopontokat minimalis
koltségl vezetékkel osszefiiggden 6sszekatni.

® Legyen G(V,E) egy iranyitatlan graf sulyozott elekkel, ahol az élek
sulyat egy c : E - R* fuggvény adja meg. Egy minimalis feszit6fa
(MST) G-ben egy olyan feszitéfa T=(V,E"), amelyre
c(T) := 3 e c(e) minimalis.
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Egy minimalis feszit 6fa kiszamitasa

Tétel 1: Legyen E'LJE egy olyan élhalmaz, hogy G-nek létezik egy T
minimalis feszitéfaja, amely minden E -beli élet tartalmaz.
Legyen T  eqgy részfaja T-nek, amely E” altal adott.
Legyen ellE egy él, melynek sulya minimalis azon elek k6zott, melyek
egyik vegpontja T -ben, a masik G\T -ben van.
Ekkor létezik egy minimalis feszitéfa, ami E"U {e} minden élét
tartalmazza.

7 @
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Egy minimalis feszit 6fa kiszamitasa

Biz.: Legyen T egy minimalis feszitéfaja G-nek, ami tartalmazza E’-t.
Ha T az e élet is tartalmazza, kész vagyunk. Tegyuk fel, hogy e O T.
Akkor T U{e} tartalmaz egy C kort, ami T -beli és G\T -beli csomopontokat
is tartalmaz. igy C-nek tartalmaznia kell az e élen kivil legalabb mégegy
e” elnet T" és G\T™ kozaott. Mivel e sulya minimalis minden ilyen él kozott,
c(e) =c(e’). Legyen T =T U {e}\{e’}. Ekkor T eqgy feszitéfa, melyre
c(T) <c(T), es T tartalmazza E'U{e} —t. O

T @ O

N
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L
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Hal6zatokll, 2007 10 Lukovszki Taméas



Egy minimalis feszit 6fa kiszamitasa

Tétel 1 implikalja, hogy egy minimalis feszitéfat ki tudunk szamitani
ugy, hogy egy ures E” élhalmazzal indulunk és minden lepésben
hozzadunk E"-hez egy olyan e élet, amely az 6sszes el kdziil, ami az
aktualis reszfakbol kivezet, minimalis sulyu.

Hal6zatokll, 2007 11 Lukovszki Taméas



Kruskal algorithmusa

-

\_

Input : Egy 6sszefliggé iranyitatlan G=(V,E) graf c : E - R* élsulyokkal
Output : G egy minimalis feszitéfaja T=(V,E")

E":=0;

for all e={u,v} LJE suly szetint ndvekvé sorrendben do

if ueés v kilonbozé 6sszefliggd komponensében van G'=(V,E")-nek then

E":=E U{e};
fi:
od;
return T=(V,E");

~

)
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Kruskal algoritmusanak helyessége

Indukcio:
® E' =0 : az Ures élhalmazt minden minimalis feszito6fa tartalmazza.

® Legyen E™ az aktualis élhalmaz. Indukcios feltétel: E’-t tartalmazza egy
minimalis feszitéfa T. Legyen e={u,v} az az él, ami éppen feldolgozasra
kertl. Ha u és v csomopont TNE" ugyanazon T  részfajaban van, akkor
T U{e} tartalmaz egy C kort, ugy hogy e egy maximalis sulyu él C-ben,
mivel az élek suly szerint ndvekvd sorrendben kerllnek feldolgozasra.
Kovetkezésképpen e nem kertl bele E-be.

® Ha u és v csomopont TNE" kilénb6z6 6sszefliggd komponensében van,
akkor {u,v} egy minimalis sulyu el, ami az u-t tartalmazo részfabol kivezet,
mivel az élek suly szerint ndvekv6 sorrendben kerllnek feldolgozasra.
Ekkor Tétel 1 szerint Iétezik egy minimalis feszit6fa, ami az E"U{e}
élhalmazt tartalmazza. igy e belekeriil E -be.
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Kruskal algoritmusanak elemzése

® Az élek sorbarendezése: O(m log m) = O(m log n) id6, O(m) tar
® Tesztelni, hogy az eppen feldolgozasra kertl6 él végpontjai
ugyanabban az 6sszefliiggd komponensben vannak-e, és ha nem,
akkor a két dsszefliggb komponens egyesitése: amortizaltan
O(a(m,n)) ido.
® Union-Find adatstruktura segitségével (R. Tarjan, 1979)
® a(m,n) az Ackermann fliggvény egy funkcionalis inverze:

a(m,n) = min{z : A(z, 4 m/n) > log n}, ahol

A(i,0)=0, A(i,1)=2 haiz 0,
A(0,j)=2] hajz 0,
AGij)= AG-1, A(i,j-1)) haiz1,j=2.

® Osszesen: O(m log n) id6, O(n+m) tar

Hal6zatokll, 2007 14 Lukovszki Taméas



Prim algoritmusa

® Kivalasztunk egy tetszéleges s csomépontot, mint | @ -
kezd6pont.

® Mindig azt a T™ részfat tekintjik, amely s-t
tartalmazza.

® Az 6sszes T -bdl kivezet6 él kozul kivalasztunk egy ~~~~~~~
minimalis sulyut és hozzaadjuk E"-hez. . —

® Ezaltal T minden Iépésben egy éllel és egy | e ©
csomoponttal lesz nagyobb. O
® Minden idépontban csak egy T részfavan,

-L o
H -
: -
-

ami tobb mint egy csomopontot tartalmaz. ® @

® Tétel 1 feltetelei teljesilnek, igy n-1 Iépés utan T
egy minimalis feszit6fava né. @ @
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Prim algoritmusa

Hogyan lehet minden Iépésben a hozzaadando e élet hatékonyan meghatarozni?

® ¢ sulya minimalis kell hogy legyen mindazon élek kdzo6tt, amelyek egy T -beli
csomopontot egy G\T -beli csomoéponttal kdtnek dssze.

® Ehhez egy u.n. Priority-Queue adatstrukturat hasznalunk.
Egy Priority-Queue Q a kbvetkezd operaciokat bocsajtja rendelkezeésre:

® Q.Insert(e,p): e elem hozzaadasa p prioritassal Q-hoz,

® Q.DecreasePriority(e,p): csokkenti a prioritasat a Q -ban mar tartalmazott
e elemnek p-re,,

® Q.DeleteMin(): visszaadja Q legalacsonyabb prioritdsu elemét és torli azt
Q-bal.

® Alternativak Q implementéalasara:

® Binaris kupac (binary heap): mindharom operacio O(log n) id6 alatt.

® Fibonacci Heap: Insert és DecreasePriority O(1) idoben és DeleteMin
O(log n) idében amortizaltan.

Hal6zatokll, 2007 16 Lukovszki Taméas



Prim algoritmusa

Invariansok;

® Q taralmazza az 6sszes vOG\T csomoépontot, ami T -bdl egy éllel
elérhetd. Legyen e, egy minimalis sulyu él azon élek kdzul, melyek egy
T -beli csomopontot kdtnek 6ssze v-vel. Akkor v prioritasa Q-ban: c(e).

® Minden v csomoponthoz, ami Q-ban van, nyilvantartjuk egy from[v]
valtozoban a minimalis sulyu e, -t élet T" und v koza4tt.

Inicializalas:

® A startcsomopont s minden v szomszédjat beletesszik Q-ba c({s,v})
prioritassal és

® e={s,v} élet taroljuk from[v]-ban.
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Prim algoritmusa

® A kovetkez6 élet, amit E'-hez hozzaadunk, a Q.DeletMin()
operacidval hatarozhatjuk meg:
ezzel megkapjuk azt a v € G\T" csomopontot, amely T -bdl
egy minimalis sulyu éllel érhetd el.

® Ezutan az e =from[v] élet hozzaadjuk E -hez.

® Ezutan a kdvetkezé adtokat kell aktualizalni,
hogy az invariansok érvenyesek maradjanak
(v mostmar T -ben van):

® v azon w szomszedjait, amik még nincsenek benne
Q-ban, hozza kell adni Q-hoz c({v,w}) prioritassal és
from[w]-ben tarolni kell {v,w}-t.

® v azon w szomszeédjainal, amik mar Q-ban vannak, és
nagyobb a prioritasuk, mint c({v,w}), csdkkenteni kell a
prioritast c({v,w})-re és
from[w]-ben tarolni kell {v,w}-t.
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Prim algoritmusa

/

Input : egy 0sszefliggd iranyitatlan
G=(V,E) graf c : E - R* élsulyokkal

Output : G egy minimalis feszit6faja
T=(V,E")

=

s ;= tetszbleges startcsomopont
V-bél;
ready[s]:=true;
ready[v].=false, Vv € V\{s}
priority _queue Q;
for all e={s,v} € E do
from|v] ;= e;
Q.Insert(v,c(e));
od;
E":=0;

©o0NOOA WN

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

while |[E’| <|V|-1do

v .= Q.DeleteMin();

E:= E"U {from[v]};

ready[v]:=true;

for all e={v,w} do

if wJQ and c(e)<c(from[v]) then

from[v].=e;
Q.DecreasePriority(w,c(e));

else if wllQ and not ready[w] then

from[w]:=e;
Q.Insert(w,c(e));
fi;
od;
od;
return T=(V,E");

)
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Prim algoritmusa

Futasi id6 (Fibonacci Heap-pel):

® # Q.Insert(): n (csomépontonként 1) - O(n) idS

® # Q.DeleteMin(): n (csomépontonként 1) - O(n log n) idd

® # Q.DecreasePriority(): <m (élenként <1) - O(m) idd

® # A teszt a 15. és a 18. sorban: m (élenként 1) - O(m) idd
® |nicializalas: O(n) id6

® Osszesen: O(n log n + m) id6

Tarszukseglet: O(n+m)
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Megjegyzések

® Az aszimptotikusan leggyorsabb algoritmus a minimalis feszitéfa
kiszamitasara O(na(m,n) + m) idét és O(n+m) tarat igényel
[B. Chazelle 1998].

® A minimalis feszitéfa kiszamitasanak idéigényére ismert also korlat
Q(n+m).

® Nyitott Probléma: Meg lehet-e javitani az alsé vagy a fels6 korlatot?
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Legrévidebb utak faja — single source shortest paths

® Adott:
® Egy iranyitott graf G = (V,E), ¢ : E —+ R, nem negativ élsulyokkal
® Kezdb csomopont s € V
® Legyen
® P utvonal sulya c(P) := 2...pCc(e) az élek sulyainak 6sszege P-ben
® u és vtavolsaga G-ben, u,veV, egy legrovidebb at sulya G-ben u ées
v kdzaott : d(u,v) := min{ c(P) : P egy ut u-tél v-hez G-ben}
® Keressuk:

® egy legrovidebb utat s kezdé csomoponttdl minden mas v € V \ {s}
csomoponthoz G-ben

® Feltesszik, hogy minden v € V \ {s} elérhet6 s-bdl. Nem elérhet6
csomoponthoz nem létezhet legrévidebb Ut sem
® Megoldas:
® Egy fa, melynek gybdkere s és minden v € V \ {s} csomoponthoz
tartalmaz egy legrévidebb utat s-t6l v-hez G-ben
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Dijkstra algoritmusa

® Otlet: A legrovidebb utakat hosszuk szerint névekvé sorrendben szamitjuk ki.
® Minden v € V csomoponthoz kiszamitjuk a kovetkez6 ertékeket:

® d[v]: egy legrovidebb Ut hossza s-t6l v-hez,

® pred[v] : a v-t megel6z6 csomopont egy legrévidebb uton s-tél v-hez.

® Az algoritmus vegrehajtasa utan az élhalmaz { (pred[v],v) :v OV \{s}}
megadja egy legrovidebb utak fajat s gyokérrel G-ben.

® Egy v csomopontot ,kész"-nek jeldlunk: ready[v] = true , ha mar
meghataroztunk egy legrovidebb utat s-t6l v-hez (rov. legrovidebb s-v utat).

® A ,.nem kész" csomopontok o0
? current distance d[v]
2
“ )
<

halmazat, amelyeket egy

,kész“ csomopontbdl eqgy éllel

elérink, horizont -nak nevezzik.
source node s
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Dijkstra algoritmusa

® |nvariansok:

® Minden horizont beli csomoépontot egy Q priority-queue -ban tarolunk,
ugy hogy minden v O Q csomopontra a kbvetkezd érvényes:

®d[v] egy legrdvidebb s-v Ut hossza mindazon utak kdzott, melyek
v-n kivll csak ,kész“ csomopontokat tartalmaznak,

®pred[v] a v-t megel6z6 csomopont egy ilyen uton,
® v prioritasa Q-ban d[v]
® Inicializalas

® d[s]:=0, ready][s]:=true,

® s minden v szomszeédjara:
®d[v]:=c(s,v), pred|v].=s, ready[v].=false,
®Q.Insert(v,d[Vv] ).

® Mindenv € V \ {s} csomodpontra:
®d[v]:=, ready|v].=false.
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Dijkstra algoritmusa

® Az invariansok megorzése egy iteracio utan
® Minden Iépésben egy Uj csomopont lesz ,kész", egy csomopont v minimalis
prioritassal.
® d[v] mar tartalmazza a helyes értéket.
Mivel v minimalis prioritAsi csomopont, minden olyan s-v Gt sulya, amely ,nem kész*
csomopontot is tartalmaz, legalabb olyan nagy, mint annak az Utnak a hossza, amit
mar megtalaltunk a csak ,kész* csomopontokat tartalmazé utak kdzott.
® Legyen Adj[v] :={u: (v,u) € E}, veV, a v-hez adjacens csomoépontok halmaza
® minden u € Adj[v], hau € Q,
meg kell vizsgalni, hogy s-t6l u-hoz direkt
v-bdl egy révidebb Ut vezet-e, mint azok
az utak, amik csak v-t6l kulonb6zo
,K€sz” csomopontot tartalmaznak.
Ha igen, akkor aktualizaljuk
® pred[u] := v és d[u] :=d[v] + c(v,u),
® csokkentsik u prioritasat Q-ban.
® minden u € Adj[v], hau U Q és u ,nem kész":
® pred[u] :=v, d[u] := d[v] + c(v,u),
® u-t be kell szurni Q-ba d[u] prioritassal.
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Dijkstra algoritmusa

-
Dijkstra (G,s,c)

Output : egy legroévidebb utak faja
T=(V,E") G-ben s gyokeérrel
01 E =0;
02 ready[s] .= true;
03 ready|v] :=false; Vv OV\({s}
04 d[s]:=0;
05 d[v]:=cc; VvOV\{s}

06 priority_queue Q;

07 forall v O Adj[s] do
08 pred|v] =s;

09 d[v] :=c(s,v);

10  Q.Insert(v,d[V]);
11 od
\

12
13

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

while Q # @ do
v ;= Q.DeleteMin();
E:= E" U {(pred[v],v)};
ready[v] := true;
forall u € Adj[v] do
if uJQ and d[v] + c(v,u) < d[u]) then
pred[u] :=v;
d[u] := d[v] + c(v,u);
Q.DecreasePriority(u,d[u]);
else if u 0 Q and not ready[u] then
pred[u] :=v;
d[u] := d[v] + c(v,u);
Q.Insert(u,d[u]);
fi
od
od

)
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Dijkstra algoritmusa

Futasi id6 (Fibonacci Heap-pel):

® # Q.Insert(): n (csomépontonként 1) -- O(n) id6

® # Q.DeleteMin(): n (csomépontonként 1) -- O(n log n) id6
® # Q.DecreasePriority(): <m (élenként <1) -- O(m) id6

® # Ateszta 17. és 21. sorban: m (élenként 1) -- O(m) id6
® Inicializalas: O(n) id6

® Osszesen: O(n log n + m) id6

Tarigény: O(n+m)
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Dijkstra: Példa

szimmetrikusan iranyitott élek
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OSPF (Open Shortest Path First) Routing

® Minden router tarol egy legrovidebb utak fat, a legrovidebb utakat sajat
magatol minden cél-cimhez.

® Startup:
® Amikor egy router-t bekapcsolunk, kild egy ,hello®-csomagot minden
szomszédjanak,
® Miutan a ,hello“-csomagokat visszakapja
® Meghataroz egy routing kapcsolatot mindazon router-ekkel a routing

adatbankok szikronizalasaval, amely routerek ezt a szinkronizalast
megengedik.

® Update:

® Minden router rendszeres id6kozonkeént kild egy update-lizenetet, amely
a sajat u.n. ,link-state“-jét (a routing-adatbankjat minden mas routerhez)
irja le. Igy minden router megkapja a lokalis haldzati topologia leirasat.

® Minden router kiszamit egy legrévidebb utak fajat. Ez a fa minden
kommunikacios célhoz megadja a kévetkez6 routert, amin keresztil kell
kildeni az Uzenetet.
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