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2. Multicasting — Steiner Fak
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Multicasting
® Az adatok egy kuldétél egyidejileg tobb fogadohoz kertlnek atvitelre

® Felhasznalasi teriletek:
® Real time Streaming, Video-On-Demand
® Telefon-, Videokonferencia (all-to-all multicast)
o ..

® Multicasting tAmogatasa:
® Ethernet (csomag tipus 0800)
® [P (A D osztaly cimei Multicast céljara vannak lefoglalva)

® Egy multicast-csoport (group) minden tagja ugyanazt a D osztalybeli
cimet hasznalja
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Multicasting

® Naiv megoldas: Multicast-via-Unicast:
® A kuld6 egy kulén masolatot kild az adatokrol minden foadonak.

® Nagyon inefficiens: A kildott csomagok szamasokkal nagyobb, mint ami
szukseges lenne (kilondsen rossz all-to-all multicast esetén).

® Egy multicast-fa felepitése segitsegével:
® Minden linken csak egyszer tovabbitodik egy csomag.
® A routerek dontik el, hogy egy csomagot tobb linken is tovabbitanak-e.

vvvv

H

Router

Naiv megoldas Multicast-fa
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Multicasting

® Hogy néz ki egy optimalis multicast-fa?
® A haldzat terhelése minimalis legyen.

® Feltesszik: minden egyes linken az atvitel kéltsége
flggetlen az iranytol.

® Steiner Problema:
® Adott: Egy 6sszefligg6 iranyitatlan graf G=(V,E),
élsulyok c: E - R*,
terminal-csomdpontok halmaza NOV.
(N: a multicast-csoport tagjai: a kildé és minden fogado;

c(e): a kdltség, ami akkor Iép fel, ha az e linken adatot
viszunk at. P.l.: 1/savszélesséq)

® T=(V',E") eqgy Steiner-fa G-ben, ha T egy részfaja
G-nek és NOV’. A V'\N beli csomopontokat Steiner-
csomopontoknak nevezzik.

® Amit keresunk: Egy T Steiner-fa G-ben, melynek a
stlya c(T):=2 .5 c(e) minimalis.
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Steiner-fak

® Specialis eset: N=V

® Egy Steiner-fa feszitéfaja G-nek.

® Egy minimalis Steiner-fa minimalis feszitéfaja G-nek.

® Ekkor a Steiner probléema hatekonyan megoldhat6 (Prim algoritmusa).
® Specialis eset: |[N|=2

® Egy Steiner-fa egy ut a két terminal-csomopont kézott.

® Egy minimalis Steiner-fa egy kegrévidebb ut.

® Ekkor a Steiner problema hatekonyan megoldhat6 (Dijkstra algoritmusa).
® Altalanos esetben a Steiner probléma NP-nehéz.

® Meg akkor is, ha minden él sulya 1.

® PTAS (polynomial time approximation scheme) sem létezik a Steiner
problémahoz, ha P # NP.

® Egy PTAS egy olyan algoritmus, ami minden konstans €>0—hoz az
optimalis megoldas egy (1+¢)-approximatiojat n-ben polinomialis id6
alatt kiszamitja, azaz a kiszamitott megoldas koltsége az optimalis
megoldas koltségének legfeljebb (1+€)-szorosa.

Lukovszki Tamas Halozattervezés, 2007 5



Approximacios algoritmusok

® Legyen P egy optimalizalasi problema.
Legyen P(l) a problema optimalis megoldasa egy adott | instanciara (inputra).
® A Steiner probléma esetén:
®l=G,c, N [egy adott iranyittlan graf, eélsulyok, terminalok]
® P(l) = ¢(T) [a minimalis Steiner fa sulya]

® A P problama g(n) relativ approximacios rataval (roviden g(n) rataval)
approximalhato, ha letezik egy polinomialis ideji algoritmus A, ugy hogy
minden n méretl | instanciara :

P(l) AU
max {3 (19} < 9(n)

ahol A(l) az A altal kiszamitott megoldas az | instanciara.
Egy ilyen A-t egy g(n)-approximacios algoritmusnak nevezzink a P
probléemahoz, a megoldast pedig g(n)-approximacionak.
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Steiner-fak — Tévolség-Heurisztika [Takahashi, Matsuyama 1980]

® Egy algoritmus a Steiner probléma
2-approximaciojahoz

® Alapdétlet:
1. Visszavezetjik a problémat egy minimalis
feszit6fa M=(N,F) kiszamitasanak problémajara. \
2. Megmutatjuk, hogy a minimalis feszitéfa M
kotsége c(M) legfeljebb 2-szer nagyobb, mint egy
minimalis Steiner-fa T koltsége c(T). /
3. A minimalis feszit6fabol M -bél konstrualunk egy
Seiner-fat T'-t, ugy hogy ¢(T") < c(M).
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

® 1. [épes: Kiszamitjuk a G'=(N,F) Tavolsag-grafot
G=(V,E)-hez:
® Legyen minden u,vON parhoz d(u,v) egy
legrévidebb at hossza u-tol v-hez G-ben.

® A tavolsag-graf G'=(N,F) tartalmaz minden u,vLN,
u#v, parhoz egy f={u,v} élet, melynek sulya

c’(f) ;= d(u,v).
® 2 |épés: Kiszamitunk egy M minimalis feszitofat
G -ben.

® 3 lépés: Kiszamitjuk G egy H részgrafjat, amely M
minden f={u,v} éléhez tartalmazza egy
legrévidebb Ut csomopontjait és éleit u-tol v-ez
G-ben.
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

® 4. |epes: Kiszamitjuk a G graf V(H) altal indukalt
részgrafjat H’-t.
® 5. |épés: Kiszamitjuk H™ egy minimalis feszitéfajat
T -t
® T  egy Steiner-fa G-ben.

® Megjegyzés: Alternativ, ki lehetne egy minimalis
feszitéfat direkt H-hoz szamitani ahhoz, hogy egy
2-approximaciot kapjunk egy minimalis. Azaltal,
hogy H™ -hoz szamitunk ki egy minimalis
feszit6fat, bizonyos esetekben jobb eredményt
lehet elérni.

® 6. |épés: Eltavolitjuk T"-bél azokat a Steiner-

csomopontokat (V(T)\N azon csomopontjait),
melyeknek a foka 1.
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

Futasi id6:
® 1. lepés: G kiszamitasa: O(|N| (n log n + m))
® Minden u € N csomoponthoz szamitsuk ki egy legrévidebb utak fajat Dijkstra
algoritmusaval
® 2. lépés: M kiszamitasa: O(]N|?)
® G -ben |N| csomopont van es O(|N|?) él. Prim algoritmuséaval: O(|N|?) id6
® 3. [épes: H kiszamitasa: O(|N]| n)

® Az M fa |N|-1 élének mindegyikét G-ben egy uttal helyettesitjik, amely utak
mindegyikének hossza legfeljebb n-1

® 4. |épes: H kiszamitasa: O(m)
® G minden élénel teszteljik, hogy mindkét végpontja H-ban van-e
® 5. [épes: T kiszamitasa: O(n log n + m)
® Prim algoritmusaval
® 6. [épes: A Steiner-csomopontok eltavolitasa, melyek foka 1: O(n)
® Osszesen: O(JN| (n log n + m)) id6
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Steiner-fak — Tavolsag Heurisztika

Az approximacios rata elemzése

® Jeldlje OPT egy minimalis Steiner-fa koltségét.

Lemma 1:
a) Legyen W’ a tdvolsag graf G” egy M minimalis

feszitbfajanak a sulya. Ekkor W™ < (2 — 2 / |[N|)OPT.

b) T sulya legfeljebb W".

Biz. a):
® Legyen T egy minimalis Steiner-fa

® Legyen P egy ut, amely egy tetszdleges s csomopontbdl
indul és egyszer ,korulfutja T-t*

® Kezdjiuk el T egy preorder bejarasat s-bél indulva es
adjuk hozza P-hez az éleket abban a sorrendben,
amelyben bejarjuk 6ket.

® T minden éle kétszer fordul elé P-ben.
® Ervényes: X . c(e) =2 OPT.

P = abcdcbhefeba
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

Vagjuk szét P-t azokon a helyeken, ahol egy N beli csomopont
elészor fordul eld.

® |N| dtdarabot kapunk.
Tavolitsuk el a legnagyobb sulyu utdarabot
® A megmarado |N|-1 atdarab sulya
<2 ((IN]-1) / IN]) OPT = (2 — 2/ |N]) OPT.
® Minden utdarab egy N beli csomépontbdl indul és egy

N beli csomopontban végzédik, ugy hogy minden N beli
csomopontban csak egy utdarab kezdddik és egy végzadik.

Tekintsiik minden utdarabhoz a megfelel6 élet a G™ tavolsag-
grafban.

® lLegyen P,, egy utdarab u-tol v-hez.
Ekkor: c"({u,v}) s c(P, ).
® Ez az |N|-1 él egy feszitbfat képez G -ben,
melynek sulya < (2 -2/ |N|) OPT.
G” egy minimalis feszit6fajanak M-nek a sulya W

< (2 —2/ |N|) OPT. Utdarabok:
abcd, dcbef, feba
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Steiner-fak — Tavolsag-Heurisztika

Biz. b) (T" stlya c(T") <W"):

a vegpontok kozaotti legrovidebb uttal G-ben.

Ha alegrévidebb utak eldiszjunktak lennéenek, akkor H
sulya c(H) egyenld lenne M sulyaval ¢’ (M)=W"-vel.
Mivel a legrévidebb utak k6zos éleket is 1
tartalmazhatnak, c(H) < W’". 1

H egy minimalis feszitéfajanak T,, -nak a sulya c(T,,) /

A 3. lépésben az algoritmus helyettesiti M minden élét \

nem nagyobb mint c(H) < W".
Mivel HOH", c¢(T") s ¢(T) s W". 5

Miutan eltavolitottuk a Steiner-csomoépontokat, melyek V
foka 1, a suly csak cstkkenhet.

Tetell: A bemutatott algoritmus O(|N| (n log n + m)) id6 >
alatt kiszamit egy Steiner-fat, melynek kdéltsége
legfeljebb (2 — 2/ |N|) OPT < 2 OPT.
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