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Buy-at-Bulk Halozattervezesi Problémak

® EmlékeztetO: A buy-at-bulk halézattervezési probléma egy kabeltipussal (ND1K)
® Adott:
® V: csomopontok n elemi halmaza, a csomopontok 1-t6l n-ig szamozva vannak
® R=(r;): Forgalomigeny-matrix
® 1R, forgalom egy id6egyseég alatt i -tdl j-be.
® F: Egy link installalasanak fix alapkoltsége (kapacitas-fliggetlen koltség).
® A=(g;): Kdltseg-matrix
® 3,0IR,,: Egy egysegnyi kapacitasu link installalasanak a kdltsege i s j kozott.
® A szimmetrikus és érvényes ra a haromszog-egyenlétlenség.
® Feladat: hatarozzunk meg minden r; forgalom-igenyhez, O<isjsn, egy P; utat, ugy hogy
> o=igoe (F +1a(e) I ay) minimalis,

ahol
® E" = E(Up.q<nPy): @z installalt linkek halmaza,
® g(e) = ZeDPij r: az igenyek dsszege, melyek Utvonala az e linket tartalmazza

Lukovszki Tamas Halbzattervezés, 2006 2



Buy-at-Bulk Halozattervezesi Problémak

Emlékeztetd:

Lemma 1: Legyen OPT az ND1K probléma optimalis megoldasanak a
koltsége. A kbvetkez6 also korlatok ervényesek OPT-ra:
(1) OPT 2= Fe(n-1) + MST,
ahol MST egy minimalis feszit6fa koltsége az n csomopont altal
meghatarozott teljes grafban, melyben az (i,j) él stlya a;, i,j €V, i4.
(2) OPT 2 Fe(n-1) + lei<an Iijcl
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Halbzattervezés — Spanner grafok  [Mansour, Peleg 94]

® Cel: Egy olyan haldzatot konstrualni,
® amelyben minden i,j csomoépontparra az ut i-t6l j-jez nem sokkal hosszabb,
mint a; s
® konny(: a haldzat sulya nem sokkal nagyobb, mint a minimalis feszitéfaée

® Legyen G=(V,E) egy 6sszefligg6 iranyitatlan graf c: E - R* élsulyokkal.
Jeltlje d;(u,v) egy legrovidebb Ut hosszat u-tdl v-hez G-ben (c sulyoknak
megfeleléen).
® Egy H részgrafot G-ben G feszitd reszgrafjanak nevezink, ha H tartalmazza G
minden csomopontjat, azaz H C G és V(H) = V(G).
® Jeldlje stretch(H) := max,4,( dy(u,v) / dg(u,v) ) a H strech-faktorat
(dy(u,v) egy legrévidebb Ut hosszat u-tdl v-hez H-ban).
® Ha egy adott t>1 -re stretch(H) <t érvényes, akkor azt mondjuk, hogy H egy t-
spanner G-ben.
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Greedy-Spanner

Algoritmus: Greedy-Spanner [Althofer et al. 93]
Input: Egy 0sszefliggé iranyitatlan G=(V,E) gréaf c : E -~ R* élsulyokkal és
egy stretch-faktort > 1.
Output: Egy t-spanner H=(V,E") G-ben.
1. Rendezzik az éleket E = {e,,e,,...,e,}, Ugy hogy c(e,) <c(e,) = ... =c(e,);
2. E =0;H:=(V,E),
3. fori= 1tomdo
I/l Legyen e, = {u,v}
if d,(u,v) >t c({u,v}) then
E"=E U{e} H:=(V.E);
fi;
od;
4.  return H=(V,E’);
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Greedy-Spanner

Tétel 1: A Greedy-Spanner algoritmus kiszamitja G-nek egy H részgrafjat,
melyre eérvenyes:

® H eqgy t-spanner G-ben.

® H legfeljebb n[ n?tY | élet tartalmaz.

® Minden d-ra, 0 <d<min(1,t-1), érvényes

C(H) < (5 + 32t/ &) - n@*E19) - MST,

ahol c(H) = 2_z-c(e) a H graf sulya, MST pedig G
egy minimalis feszitéfajanak a sulya.
(Bizonyitas kovetkezik)
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Greedy-Spanner — Halozattervezeés

t =log n és d=1/2 (z.B.) a kbvetkez6t kapjuk:

Kovetkezmény 1: A Greedy-Spanner algoritmus t = log n parameterrel
kKiszamit egy t-spannert H-t G-ben, melyben az élek szama O(n) és
c(H) = O(log n)'MST.

Biz.:

élek szama:

IE(H)| =n |_n 2/ (log n -1)—| =N |—22 log n/ (log n -1)—| = O(n)

koltség :
c(H) = (5 +32log n/ &) - n@*dfllegn-1-0) - MST
= O(log n) - 2legn@+o)flogn-1-9) - MST = O(log n) MST. O
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Greedy-Spanner — Halozattervezeés

Algoritmus: ND1K [Mansour, Peleg 94]

Input: V halmaz n csomopontal, igény matrix R=(r;),
fix koltség F, koltsegmatrix A = (a;)

Output: P; Ut minden 1 <i<j<n, amelyrer;>0.

1. Kiszamitunk a Greedy-Spanner algoritmussal egy
(log n)-spannert H-t a teljes grafban, melynek csoméponthalmaza V
es €elsulyai a; altal adottak

2. P, :=egy legrovidebb Ut i-tdl j-hez H-ban, minden 1 si<j<n.
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Greedy-Spanner - Hal6zattervezés

Tétel 2: Az ND1K algoritmus polinomidlis idd alatt kiszamitja az ND1K
probléma egy megoldast, mely megoldasnak a kdltsége legfeljebb
O(log n)'OPT, ahol OPT egy optimalis megoldas koéltsegeit jeldli.

Biz.: Legyen C a kiszamitott megoldas koéltsége és
E" a megoldas éleinek halmaza.
C=FI[E|+Zejoe [q(e) | Q-
C-t ket reszre bontjuk C, és C, (azaz C =C, + C,):
C, = ze:{i,i}DE'q(e) a
C,=F|[E| + 2;0e(€) "a;,
ahol A(e)=1q(e) | - g(e) a kapacitas, amit az e linknél megfizetiink, de nem
hasznalunk.
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Greedy-Spanner - Hal6zattervezés

Teljesdil:

C1 = Zygicjen T "An(in)),
ahol d (i) egy legrovidebb ut hossza H-ban az A matrixban adott élsulyoknak
megfeleléen, amelyet az r; igényhez rendellnk.

Mivel H egy (log n)-spanner, teljesul hogy C; = (log n) 2, 1 '@ -
Lemma 1(2) szerint OPT 2 F*(n-1) + ., I;&; . EbbOI kovetkezik, hogy:
C, = (log n)-OPT.

Mivel A(e) <1 minen e [ E élre:
C,sF|E| + Ze:{i,j}DE,aij .

Kovetkezmény 1 szerint |[E'| = O(n). Igy F’|E’| < k'F*(n-1) egy Kk konstansra.
Ezenkivil, Kévetkezmeny 1 alpjan teljesul 2 _; -, < O(log n)'MST.
Lemma 1(1) szerint: F *(n-1) + MST < OPT. Ezeért

C, = O(log n)'OPT.
Azt kapjuk, hogy C = C, + C, = O(log n) OPT. m
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Greedy-Spanner — A Stretch-faktor elemzeése

Lemma 2: A Greedy-Spanner algoritmus altal kiszamitott X
H =(V,E") gréaf egy t-spanner G=(V,E)-ben. /
Biz.: Minden e={u,v}LE" elre teljesil d,(u,v) = c(e) = ds(u,v). .
Tekintsiink egy e={u,v} élet, ugy hogy e lE \ E". ‘:’
Amikor az algoritmus e-t feldolgozza, H-nak mar e
tartalmaznia kellett egy P, utat u-tol v-hez, melynek P.:
hossza legfeljebb t -c(e). “.“

Legyen x és y két tetsz6leges csomopont V-ben és legyen
P egy legrovidebb Gt x-t8l y-hoz G-ben.

P minden e élet tudjuk helyettesiteni egy H beli P, uttal,
melynek hossza legfeljebb t'c(e). Ezért

dy(X,y) < ZopZep C(€7) < Zopptic(e) =t dg(X.y).

lgy tehat stretch(Hs <t. O

<
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Greedy-Spanner — Az élek szamanak elemzése

Sziukségunk van a kdvetkezd ket lemmara.

Lemma 3: Legyen H egy iranyitatlan graf n csomoponttal és m éllel, melyben minden
kor legalabb r élt tartalmaz. Akkor

L 1+L
m<snln'?|(<20h 2.

Lemma 4: H-ban minden kor tobb mint t+1 élt tartalmaz.

Biz. (Lemma 3): Ha m < 2n, akkor az allitas nyilvanval6an igaz. Tegyuk fel, hogy
m > 2n. Legyen k = | m/nJ+1. Ekkor k = 3.
Amig H tartalmaz egy u csomoépontot, melynek foka <k, toro6ljuk u-t
az 0sszes incidens éllel H-bal.
Vegyuk észre, hogy igy nem tudtuk H minden csomopontjat toréini, mivel n-1
csomopont torlésével legfeljebb (n-1)(k-1) < m élet torliink, ami ellentmondas
lenne.
Legyen H™ az a graf, ami megmarad. H” minden csomopontjanak a foka k.
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Greedy-Spanner — Az élek szamanak elemzése

l.eset: r paratlan, r = 2d+1.
Legyen u egy tetszdleges csomopont H -ban.

Tekintsiik az 6sszes csomopontot H -ban, amely u-badl
legfeljebb d élen keresztil érhetd el.

Ezen csomopontok egy fat képeznek H'-ban, mivel
H-ban minden kor, és igy H -ben is, legalabb r=2d+1 élet
tartalmaz. u

Mivel H -ben minden csomopont foka 2k, a csomopontok
szama ebben faban legalabb
r-1
| r-1
k-1 -1_,, k-1 -1 r=5, k=3
-2 k —2

1+k>(k -1 =1+k
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Greedy-Spanner — Az élek szamanak elemzése

2. eset: r paros, r = 2d.
Legyen {u,v} egy tetsz6leges el H -ban.

Tekintsik az 6sszes csomopontot H -ban, amely u-badl
vagy Vv-bél legfeljebb d élen keresztll erhetd el.

Ezen csomopontok eqgy fat képeznek H'-ban, mivel

H-ban minden kér, és igy H'-ben is, legalabb r=2d élet .
tartalmaz.
Mivel H -ben minden csomoépont foka 2k, a
csomopontok szama ebben faban legalabb v
d . (k -1 -1 (k =12 -1
23 (k =17 =2 =2 :
2, (k=D k -2 k -2 r=6, k=3
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Greedy-Spanner — Az élek szamanak elemzése

Mindkét esetben teljesiil tehat, hogy a csomopontok szama H"-ben, és igy akkor H-
ban is, nagyobb mint (k-1)"2-1, Ezért:

1
m |2
n>|—
N
2
niz>| M
n
2
nre M
n

Magszorozva n-nel megkapjuk Lemma 3 allitasat:
2 w2
ms<n EFn“Z—‘ <2[h 2.

Atrendezve:

Akkor teljesdul:
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Greedy-Spanner — Az élek szamanak elemzése

Biz. (Lemma 4: H-ban minden kor tdbb mint t+1 élt tartalmaz):
Tegyuk fel, hogy H tartalmaz egy C kort legfeljebb t+1 éllel.

Legyen {u,v} az utolso él C-ben, amit az algoritmus H-hoz
hozzaadoitt.

A C kor fennmarado része legfeljebb t élt tartalmaz, melyek
mindegyikének sulya legfeljebb c({u,v}).

Igy H tartalmazott {u,v} hozzaadasa elétt egy utat u-tol v-
hez, melynek sulya <t -c({u,v}), ami ellentmondas.

Lemma 3 és Lemma 4 implikalja:

2

Lemma 5. H legfeliebb  n Eﬁn“l—‘ élt tartalmaz. O
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

Lemma 6. Legyen T egy minimalis feszit6fa G-ben, amelyet Kruskal algoritmuséaval
szamitottunk ki. A Greedy-Spanner algoritmus altal kiszamitott t-spanner H
tartalmazza T minden élét, azaz E(T) O E".

Biz.: Indukcio az élek sorrendjén, amely

sorrendben mindkét algoritmus feldolgozza
azokat (gyakorlat). 0

H sulykorlatjanak bizonyitasahoz tekintstink
azt a P utat, amit T preorder bejarasa definial.
Legyen L az élsulyok dsszege P-ben.
L = 2¢(T) = 2MST.
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

® Tekintsik P-t mint egy kort.

® Minden v csomodpontot hozzarendeljik
ahhoz a helyhez P-ben, ahol v el6szor
fordul el6.

® |egyenu,viV.
Legyen d,(u,v) a tavolsag u elsé el6fordulasa
és v elsd el6fordulasa kozott P-n.

® Ekkor dp(u,v) 2 d(u,v).
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

® Definialjunk ﬂogznT + 1 fazist a Greedy-Spanner algoritmusban

a feldolgozott élek sulya alapjan kovetkezoképpen: 5 0 L/n
® Legyenl,:=[0, L/n], o P
. . : L/ 2L/
| = (2r-1-L/n, 2-L/n] . j=1,..., |_|0g2n—| : 13- In—l "
® Aj-edik fazisban az algoritmus azokat az éleket oo
dolgozza fel, melyek sulya az L/2 L
|, intervallumba esik. Iriog n i

® Legyen E;={ eDE\E(T):c(e) O 1 }furj=0,...,[log,nT.

Lemma 7: ¢(E,) < 2] n2tD|MST < 4'n2¢D-MST.

Bew.: Lemma 5 szerint H legfeljebb n{ n2t1] élet tartalmaz,
igy |Eql < nfn2eD]
E, minden élének sulya legfeljebb L/n = 2"MST/n.
igy tehat: ¢(Ey) < nfn2tD]2:MST/n = 2 n2tD|MST 0
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

® Ahhoz, hogy egy felsé korlatot kapjunk c(E))-re, j > 0,
definidljuk a := 2--L/n. Ekkor |, = (a, 2a].

Legyen adott egy 9, 0 < d < min(1, t-1).

® Felosztjuk P-t 2L/(da) diszjunkt da/2 hosszu
intervallumra. (A kezddpont tetsz6leges.)

® A csomopontok egy intervallumon belil egy clustert
képeznek.

® Legyen n, azon clusterek szama, melyek legalabb egy
csomopontot tartalmaznak.
Nyilvanvaléan teljesul n, < 2L/(da).

® Egy {u,v} élt intercluster-élnek neveziink, hau és v
kilonb6z6 clusterben van.

pl.: felosztas 5 darab 10
hosszU intervallumra

Lukovszki Tamas Halbzattervezés, 2006 20



Greedy-Spanner — A suly elemzeése

Lemma 8: Minden {u,v} J E; €l egy inter-cluster él.

Biz.: E; definicioja szerint {u,v} 0 E(T).

Legyen Q az az ut, ami u-t &s v-t T-ben 6sszekoti.
® Q minden e élének sulya legfeljebb

c({u,v}), kiilénben T nem lenne minimalis feszitéfa.

® Ezért Kruskal algoritmusa és a Greedy-Spanner
algoritmus Q minden élét {u,v} elétt dolgozza fel.

® |emma6 szerint E(T) OE".
Ezért H mar tartalmazza Q-t, amikor a
Greedy-Spanner algoritmus {u,v}-t feldolgozza.
Mivel {u,v}LIE", teljesul, hogy c(Q) >t ‘c({u,v}).
® Mivel d<t-1esigyt>o+l, teljesll

dp(u,v) 2 d(u,v) = ¢(Q) >t -c({u,v}) > (1+9)c({u,v}) > (1+0)a.
® Mivel a tAvolsag két csomopont kdzott egy clusteren belil legfeljebb da/2,

u és v kilénb6zé clusterben kell hogy legyen. O
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

Lemma 9: Ha A es B két kulénbozd cluster, akkor legfeljebb egy €l van E-ben A és B
kozott.

Biz.: Tegyuk fel, hogy legalabba két ilyen él van:
{uvi {xy}UOE,uxUJAeésvylBésaz
altalanossag korlatozasa néelkdl c({u,v}) < c({x,y}).
Ekkor a Greedy-Spanner algoritmus
{u,v}-t {x,y} elott dolgozza fel.

Amikor {x,y} feldolgozasra keriil, H mar tartalmaz
egy utat x-t6l y-hoz {u,v}-n keresztll, ugy hogy
dy(xy) =dp(x,u) + c({u,v}) + dp(v,y)
< da/2 + c({x,y}) + da/2
= c({x,y}) + 6a
< (1+9) c({x,y})

<tc({x.y}).
Ezért a Greedy-Spanner algoritmus a {x,y} élet nem veszi hozza H-hoz.
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

min(2,1+ 2+55)
Lemma 10: |E, |20 e

Bew.: Lemma 8 szerint E; csak inter-cluster eleket
tartalmaz és Lemma 9 szerint minden cluster par
k6zott legfeljebb egy E; beli €l van. Ezért |E|| < nj.

® Legyen M az a graf, amely gy all el6, hogy
H=(V,E)-ban minden clusterben a csomopontokat
egyetlen csomoépontta olvasztjuk dssze.

® |Legyen C egy tetszbleges kor M-ben, amely r élbél all.

Megmutatjuk, hogy r = (t+1) / (1+3/2).
Akkor Lemma 3 szerint:

2+d

|E, |<20h 2 < 2[h "
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

Meg kell mutatni: r = (t+1) / (1+0/2).
® lLegyen w,,Ww,,...,w, a C kor r elének a sulya névekvé sorrendben. Amikor ezek kozul
az utolso élt befliztik H-ba, mar volt H-ban egy ut a végpontjai kozott, melynek
hossza legfeljebb
r-oa/2 + 2 .. W.

® r-da/2 eqgy felsb korlat anakk a legfeljebb r clusteren belili részat hosszara,
® 2 __w, azinter-cluster élek dsszsulya.

® Mivel a w, sulyu élt hozzaadtuk H-hoz, teljesulni kell, hogy
tw, < rda2+2,. W, < row./2+(r-1)w,.
Ezért
t<r(d2+1)-1.
Atrendezés utan:
r> (t+1) / (1+4/2). O
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

2+0 — i-1
Lemma 11: c(E, )<:3_2—2I]1t 0 [MST [Et t 1) :

Biz.: Minden E; beli €l stlya <23, igy Lemma 10 szerint:

min(2,1+ 2+0 ) 16|_ tZIf
C(E)<s2al@mh \ [E )
it
min(2,1+2;5)
. t-1-9 2+0
szm"lhmtﬁdzzrj‘_lj 1 _16L % Eﬁ 1 ) 1=
52 2] -1
L 2V ( n \iis 5 -
-1 2+
=2[2 nEMEJ) [Ezj'lj <:;’_§EMSTD1‘“’EE 1]
L 2\2 2+0 4t !
_ N n \t-1-o 2+5 j-1
<22 -RO=| O- _ <32 t-1
n [Eo’/ 242) =g MSTHT Eﬁ t)

Az utols6 egyenlétlenség teljesil, mert 4Vt > g1/t1) > 1 + 1/(t-1) minden t > 1-re. O
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Greedy-Spanner — A suly elemzeése

32t 2+0
Lemma 12: c(H)<|5+— 5 [(ht-1-9 CIMST.

Biz.: Mivel E" = E(T) UE,U E, U ... U Ergy

2 32 _ ue loonl(t — 1)
C(H)<MST +4 [ IMST + = [h=* [MST DZ( t )

2+
< MST +40ht- 1IZIMST +?;_2I]1t = [MST [

2 249
(h** IMST +g [ht*9 [(MST

2

)
2+
< (5 32t)|]1t =9 [MST.
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