Halbzattervezes Alapjai
tavasz 2006

6. Hal6zatok hibatoleranciaja |

Lukovszki Tamas Halbzattervezés, 2006 1



Halozatok hibatoleranciaja

® Milyen kovetkezményekkel jar egy csomopont (router) vagy egy él
(Uvegkabel) kiesése?

® Egy fontos szempont a halozattopoldgia tervezésénél, hogy a halozat ilyen
esetben is mikodbkepes maradjon: ne legynek a halozatnak olyan részei,
amelyek el vannak vagva mas réeszektdl.

Lukovszki Tamas Halbzattervezés, 2006 2



Grafok csomopont- és élosszefiilgg 0sége

® Egy iranyitatlan graf G=(V,E) k-szorosan élosszefliggd u
(k-edge connected), ha minden u,vlV, uzv,
csomopontparra legalabb k éldiszjunkt ut van G-ben.
A G graf élosszefliggésege az a maximalis k, amelyre
G k-szorosan élosszefliggo.

Vv

o, , 2-szeresen élosszefuggo graf
® Egy iranyitatlan graf G=(V,E) k-szorosan 9909

csomopontdsszeflggo (k-vertex connected), ha
minden u,vV, u#v, csomopontparra legalabb k
csomopontdiszjunkt at van G-ben. A G graf
csomopontdsszefliggbsége az a maximalis k, amelyre
G k-szorosan csomopontdsszefliggod.

Y
2-szeresen
csomopontosszefliggd graf
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Grafok csomopont- és élosszefiilgg 0sége

® Egy G=(V,E) iranyitatlan grafban két killonb6z6 s és t
csomoponthoz egy C O V \{s,t} halmazt st-szeparald C
csomoponthalmaznak neveziink, ha G\C nem tartalmaz
utat s-t6l t-hez. Egy C O V halmazt szeparalo
csomoponthalmaznak (vertex separator) nevezink, ha
C valamely s és t csomopontparra egy st-szeparalo
csomoponthalmaz.

® Egy G=(V,E) iranyitatlan grafban két kilénb6z6
csomoponthoz egy F 0 E halmazt st-szeparalo
élhalmaznak nevezlnk, ha G\F nem tartalmaz utat s-tdl
t-hez. Egy st-szeparalo élhalmazt st-vagasnak (st-cut) is
neveznek. Egy F OV halmazt szeparalo élhalmaznak
(edge separator) vagy vagasnak (cut) hivunk, ha F
valamely s és t csomopontra egy st-szeparald elhalmaz.
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Grafok csomopont- és élosszefiilgg 0sége

Tetel (Menger 1927)

® Egy G=(V,E) iranyitatlan grafban két nem szomszedos
S es t csomopontra a csomopontdiszjunkt utak
maximalis szama s-t6l t-hez egyenlé a minimalis
st-szeparalé csomoponthalmaz méretével.

® Egy G=(V,E) iranyitatlan grafban két kiilonb6z6 s es t
csomopontra az éldiszjunkt utak maximalis szama
s-t6l t-hez egyenld a minimalis st-szeparalo élhalmaz
meretevel.
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Grafok csomopont- és élosszefiilgg 0sége

Tétel (Whitney 1932)

® Eqy iranyitatlan graf G legalabb k+1 csomoponttal pontosan akkor k-
szorosan csomopontdsszefliggd, ha minden szeparaldo csomdponthalmaz
legalabb k csomdpontot tartalmaz.

® Egy iranyitatlan graf G pontosan akkor k-szorosan élosszefiigg6, ha
minden szeparalo élhalnaz legalabb k elt tartalmaz.

Megjegyzes: Ahhoz, hogy egy kommunikacios haldzat k tetszdleges
csomopont (él) kiesése utan 6sszefiiggd maradjon, a halozat-topologianak
(k+1)-szeresen csomopontosszefiiggdnek (élosszefliggbnek) kell lenni.
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Grafok csomopont- és élosszefiilgg 0sége

Algoritmikus, Grafelméleti Problemak:

® Egy adott G grafhoz és egy k értekhez dontstik el, hogy G k-szorosan
csomopontosszefliggb-e (élosszefluggd-e).

® Hatarozzuk meg egy adott G grafhoz azt a legnagyobb k-t, amelyre G k-szorosan
csomopontodsszefliggd (élosszefliggb).
Hatarozzunk meg egy minimalis szeparaléo csomdponthalmazt (€lhalmazt).

® Connectivity Augmentation: Hatarozzunk meg egy adott k értékhez és egy G
grafhoz (amely nem k-szorosan csomoépont- eldsszefiiggd) egy minimalis F
élhalmazt, agy hogy G U F k-szorosan csomopontodsszefliggd (élosszefliggd).

® Elosszefiiggbség esetén a probléma polinomidlis idében megoldhatd
minden k-ra.

® Csomopont-0sszefluiggéségnél csak k < 4 esetben ismert polinomialis idejl
algoritmus

® A sulyozott valtozat (ahol minden lehetséges élnek van egy sulya) csomopont-
és élosszefiiggbségre is NP-nehéz mar k = 2 esetén is.
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Minimalis vagas (Min-Cut)

® Kiszamitunk egy minimalis vagast grafokban, ahol az élek sulyozattak.

® A minimalis vagas (Min-Cut) G=(V,E)-ben c : E - R* élsulyokkal egy olyan
F elhalmaz, hogy G\F nem 6sszefliggd és c(F)=2_,-c(e) minimalis.

® Az elosszefliggbség kiszamitasahoz minden él sulyat 1-re allitjuk,
ekkor egy vagas sulya egyenl6 a vagas €éleinek szamaval

Probléma MinCut

® Adott: iranyitatlan G=(V,E) graf c : E - R* élsulyokkal.
® Megoldas: Elhalmaz F, tgy hogy G\F nem 6sszefiiggé.
® Cel: minimalizaljuk c(F)=Z_c(e).
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Minimalis végés [Nagamochi, Ibaraki 92] [Stoer and Wagner 97]

Alapotlet:

® E|6sz06r kiszamitunk egy minimalis st-vagast C,-t
két tetszdleges s és t csomoponthoz.

® Ezutan Osszeolvasztjuk s-t es t-t és az igy keletkezett
grafban rekurzivan kiszamitunk egy C, minimalis vagast.

® A vegén a két vagas C, es C, kozul azzal a vagassal
tér vissza az algoritmus, amelyiknek a sulya alacsonyabb.
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Minimalis vagas

Az s és t csomopontok 6sszeolvasztasa egy Uj v
csomopontta:

® Ha s ést egy e élel egymassal adjacens volt, akkor
e-t toroljuk.

® Hasegye éllel éstegy e éllel egy w # st
csomoponttal adjacens volt, akkor a v és w kdzotti él
sulya c(e)+c(e’) lesz.

® Ha s egy e éllel egy w # s,t csomdponthoz adjacens
volt, de t és w nem voltak adjacensek, akkor a v és w
kozOotti él sulya c(e) lesz.

® Ha t egy e éllel egy w # s,t csomoponthoz adjacens
volt, de s és w nem voltak adjacensek, akkor av eés w
kozOotti él sulya c(e) lesz.
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Minimalis vagas

Legyen H egy graf, amely G-b6l csomopont-
0sszeolvasztasok utan allt eld.
Azt mondjuk, hogy egy H beli w csomopont tartalmaz
egy G beli v csomépontot, ha S t
® w=v, vagy
®waw ésw csomopontok dsszeolvasztasaval allt
el6, és w” vagy w'~ tartalmazta v-t.

®
Azt mondjuk, hogy egy H beli (w,z) él tartalmaz egy G
beli (u,v) elt, ha w tartalmazza u-t és z tartalmazza v-t,
vagy w tartalmazza v-t és z tartalmazza u-t. v
Minden F vagas H-ban megfelel egy vagasnak G-ben, A

ugy hogy minden e O F élt helyettesitiink azon G beli
élekkel, amelyeket e tartalmaz. A H beli vagast igy
felfoghatjuk gy mint egy vagas G-ben.

v tartalmazza s-t és t-t
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Minimalis vagas

Lemma 1: Legyen s és t két csomopont G-ben, s#t, és

legyen H az a graf, amely G-bdl s es t dsszeolvasztasa utan elball.
Legyen C, egy minimalis st-vagas G-ben es C, egy

minimalis vagas H-ban.

Ekkor az a vagas, amely a ketté kozul kisebb sulyu,

minimalis vagas G-ben.

Biz.: A vagasok H-ban pontosan azoknak a G beli vagasoknak felelnek

meg, melyek s-t és t-t nem szeparaljak el egymastal.

Ha G-ben letezik egy minimalis vagas, amely egy st-vagas, akkor C, egy
minimalis vagas G-ben.

Ha nincs olyan minimalis vagas, akkor a minimalis vagas nem szeparalja
el s-t és t-t, ezét C, egy minimalis vagast ad G-ben. O
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Minimalis vagas — Az algoritmus

A Min-Cut algoritmus:
® Az algoritmus |V|-1 fazisban dolgozik.

® Az i-edik fazisban kiszamit egy C; vagast, amely két bizonyos s és t
csomoponthoz az aktualis grafban egy st-vagas.
Ezutan 6sszeolvasztja s-t es t-t.

® Az algoritmus azt a C; vagast adja outputként, amely a [V|-1 kiszamitott
vagas kozul minimalis sulyd, azaz, amelyre

¢(C)) = min,.,{c(C)}.

Hogyan lehet egy fazisban az s és t csomopontot tigyesen valasztani?
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Minimalis vagas — Az algoritmus egy fazisa
Tekintsik az i-edik fazist:
® Legyen H=(V',E") az aktudlis graf a fazis elején.

® Csomopontok egy X[V’ részhalmazara és egy ylIV'\X csomopontra jelolje
c(X)y) = 2,0y wyioe C({X,Y}) mindazon élek sulyanak dsszegét, amelyek y-t
egy x[OX csomopontottal kdtnek dssze.

® Kezdetben valasszunk egy tetsz6leges x[IV~ csomopontot és legyen X={x}.

Amig X#V’, az algoritmus azt a z [J V'\X csomopontot adja hozza X-hez,
amelyre c(X,z) maximalis.

® Legyen s az utolsoelbtti es t az utolsé csomopont, amelyet az i-edik fazisban
X-hez hozzaadunk.
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Minimalis vagas — Az algoritmus egy fazisa

® Legyen s az utolsoelétti és t az utolsd csomopont, amelyet az i-edik
fazisban X-hez hozzaadunk.

® Ekkor a t-hez H-ban incidens élek halmaza adja meg a C, vagast
(helyesség bizonyitasa késdbb kdvetkezik).
C.-t G beli vagaskent interpretalva, C, azon G beli élekbdl all, amelyek egy
t-ben tartalmazott csomopontot egy t-ben nem tartalmazott csomoponttal
kotnek dssze.

St-Vagas = ol
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Minimalis vagas — Az algoritmus egy fazisa

Algoritmus One Phase of the Min_Cut_Algorithm [Stoer, Wagner 97]

N =

Input: iranyitatlan H=(V",E") graf c:E - R* élsulyokkal.
Output: A t csomopont, amelyhez incidens élek egy

minimalis st-vagast adnak meg H-ban.

Legyen x €V’ egy tetszdleges csomopont; legyen X:={x};
Legyen Q egy Priority-Queue a csomopontokhoz;
/Il Invarians: Q pontosan V'\X csomopontjait tartalmazza és
Il vOQ = Q.Priority(v) = c(X,v)
for all e={x,v} do Q.Insert(v, c(e)); od;
for all v OV'\{x} melyre v OQ do Q.Insert(v, 0); od;
t:=x;
while Q # @ do
t := Q.DeleteMax( );
X=X U({t};
for all e={t,w} do
if wQ then Q.IncreasePriority(w, Q.Priority(w)+c(e)); fi;
od;
od;
return t;
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Minimalis vagas — Futasiid o

A Min-Cut algoritmus futasi ideje:
® Egy fazis: O(|V] log |V]| + |E|) id6 (Fibonacci-Heap-pel).
® |E’| Insert: amortizalva O(1) id6 operacionként
® |V'|-1 DeleteMax: amortizalva O(log|V’|) id6 operacionkent

® <|E’| IncreasePriority: amortizalva O(1) id6 operacionként

® Osszesen |V|-1 fazis: O(|V[2log|V]| + |V||E]) id.
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Minimalis vagas - Helyesseég

Meg kell mutatni, hogy az i-edik fazisban kiszamitott C. vagas az ebben a
fazisban X-hez ket utolsonak hozzaadott csomoponthoz s-hez és t-hez
egy minimalis st-vagas.

Lemma 2: Legyen H=(V',E") a graf egy fazis elején. Legyen s és t a ket
csomopont, amelyet ebben a fazisban utolsonak adtunk hozza X-hez.
Ekkor a t-hez incidens élek egy minimalis st-vagast kepeznek H-ban.

Biz.: Legyen F = {{t,v} O E" } a t-hez incidens élek halmaza és
C egy tetszdleges st-vagas H-ban. Megmutatjuk, hogy
c(C) = c(F).
Ebbél kévetkezik, hogy F egy minimalis st-vagas.
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Minimalis vagas - Helyesseég

® Legyen V, es V, a két csomoponthalmaz, ugy
hogy C pontosan azon élek halmaza, melyek V,
és V, kozott vannak.

® Egy v#x csomopontot aktivhak hivunk, ha v és a
kozvetlenll v elétt X-hez hozzaadott csomopont
kllonb6z6 V-ben (i=1,2) van.

zay-X ynlpeezzoy
1eyoluodowoso

® Jeldlje X, azon csomodpontok halmazat,
amelyeket v el6tt adtuk hozza X-hez.
C, azt a vagast, amelyet C-ben az X, U{v} v
csomoponthalmaz indukal, azaz
C,=Cn{{ab}:ablX,U{v}}

e uagAjowe ‘puallos

Q: aktiv csomopont
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Minimalis vagas - Helyesseég

® Legyen C, az a vagas, amelyet C-ben az
X,U{v} csomoponthalmaz indukal, azaz
C,=C n{{a,b}:abldXU{v}}

® Megmutatjuk indukciéval az aktiv
csomopontok szaman, hogy minden
v aktiv csomopontra teljestl, hogy
c(X,,v) = c(C)). (1)

® A t csomodpont nyilvanvaloan aktiv
csomopont:
S és t kilonbozd Vi-ben (i=1,2) van
és s a kdzvetlenul t elétt X-hez
hozzaadott csomopont.
Ekkor a c(X,t) = c(C,) egyenlbtlenseg
pontosan a c(F) < ¢(C) allitast adja.

zay-X ynlpeezzoy

Q: aktiv csomopont

rexoluodowoso

e uagAjowe ‘puallos
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Minimalis vagas - Helyesseég

® Az els6 aktiv z csomoépontra
c(X,,z) = c(C,), tehét (1) teljesul:
z definicid szerint az elsé csomopont, amelyre
X,0V;, mondjuk X,[V,, es vIV,. Ekkor
c(X,Z) = 2,0x,C(z,w) = ¢(C)),

® Legyen v egy aktiv csomopont. Tegytik fel, hogy
minden aktiv csomopontra v-ig (inkluziv v):
c(X,,v) £ c(C,).
Legyen u a kdvetkez6 aktiv csomopont. Ekkor:
c(X,,u) = c(X,,u) + c(X,\X,,u).

zay-X nlpeezzoy

1eyouodowosd

e uagAjowe ‘pualios Y
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Minimalis vagas - Helyesseég

® Mivel az algoritmus v-t u el6tt vette ki a Priority-
Queue-bal, teljesul hogy
c(X,,u) < c(X,,V).
Az indukcios feltetelbdl kovetkezik, hogy
c(X,,v) < c(C,).
Ezért
c(X,,u) = c(C,) + c(X,\X,,u). (2)

® Minden él X ,\X, és u kdz6tt benne van a C,
vagasban, de nincs benne C -ben. Ezért
c(C,) + c(X,\X,,u) < ¢(C,). (3)

® (2)-bdl es (3)-bdl kbvetkezik az indukcids allitas:
c(X,,u) = c(C)). 0

zay-x ynlpeezzoy
1ey01u0dowosd

e uagAjowe ‘pualios Y

v

O: aktiv csomépont
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Minimalis vagas

Tétel 1: A bemutatott Min-Cut algoritmus O(|V|? log|V]| + |V||E]) id6ben
kiszamit egy minimalis vagast egy inranyitatlan grafban pozitiv élsulyokkal.

Biz.: A helyességet indukcidval bizonyitjuk a graf csomopontjainak szaman.

|V|=2 esetén az algoritmus helyesen szamitja ki a minimalis vagast.
Tegyuk fel, hogy az algoritmus minden legfeljebb (n-1) csomdpontu grafra
helyesen dolgozik. Legyen G egy n csomopontu graf.

Lemma 2 szerint az algoritmus az elsé fazisban helyesen kiszamit egy
minimalis st-vagast.

Legyen H az a graf, amely G-b6él s és t 6sszeolvasztasaval all eld.

Az indukcios feltetel szerint a tovabbi fazisokban kiszamitott vagasok
legkisebbike egy minimalis vagas H-ban.

Ekkor Lemma 1 szerint az elsé és a tovabbi fazisokban kiszamitott vagasok
legkisebbike egy minimalis vagas G-ben. O
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