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Tipusrendszerek

A 0Caml
statikus C Haskell
Scala
Java
C#
Typescript
Dart
assembly JS Ruby E{E?S?é
dinamikus
gyenge erés

Szabalyok gyljteménye, amelyekkel tulajdonsagokat
rendelhetlink a program egyes részeihez, hogy igy

csOkkentsik a hibak lehetdségét.
[3..33]



Tipuselméletek

PROP PRED
4‘» PROP2 PRED2
«,» PROP «l* PRED,,
PROP PRED

A halmazelmélet mint a matematikai alapjanak
alternativajaként szolgalé formalis rendszer, célja a
paradoxonok elkertlése.

[4..33]



Halmazelmélet — tipuselmélet: Russell-paradoxon

Nevezzink egy halmazt rendes halmaznak, ha nem
tartalmazza énmagat elemként. Legyen R az &sszes rendes
halmaz halmaza:

R={x|x¢x}

» ha R rendes halmaz, akkor benne van R-ben — nem lehet
rendes

» ha R nem rendes halmaz, akkor benne van R-ben — nem
lehet rendes

RcR< R¢R

A naiv halmazelmélet inkonzisztens

[5..33]



Tipuselmélet — tipusrendszer (Haskell, F>")

isEq :: forall a . forall b . (Eq a, Eg b) => a -> b -> Bool
isEq x y = x ==

IsEq.hs:2:17:
Could not deduce (b ~ a)
from the context (Eq a, Eg b)
bound by the type signature for
isEqg :: (Eq a, Egq b) => a -> b -> Bool
at IsEq.hs:1:9-38
‘b’ is a rigid type variable bound by
the type signature for isEq :: (Eq a, Eq b) => a -> b -> Bool
at IsEg.hs:1:9
‘a’ is a rigid type variable bound by
the type signature for isEq :: (Eq a, Eq b) => a -> b —> Bool
at IsEgq.hs:1:9
Relevant bindings include
y :: b (bound at IsEq.hs:2:8)

x :: a (bound at IsEq.hs:2:6)
isEq :: a -> b -> Bool (bound at IsEq.hs:2:1)
In the second argument of ‘(==)’, namely ‘y’

In the expression: x ==

[6..33]



Torténeti attekintés

Tipustalan rendszerek (1928-1936):
» Kombinatorlogika (Schénfinkel)
» A-kalkulus (Church)
» Turing-gép (Turing)
1941: Tipusos A-kalkulus (Church)
1958, 1969: Curry-Howard izomorfizmus
1967: Automath (de Bruijn)
1971: Intuicionista (konstruktiv) tipuselmélet (Martin-Lof)
1972, 1974: System F (Girard, Reynolds)
1991: A-kocka (Barendregt)

[7..83]



A tematika rovid 6sszefoglalasa

» Tipus nélkili A-kalkulus
» Formadlis tipusrendszerek

» Elsérendl tipusos A-kalkulus — szintaktika, szemantika,
kifejezések redukalasa, altipus, levezetés, Church- és
Curry-tipusos kalkulusok

» Masodrend tipusos A-kalkulus — szintaktika, szemantika,
redukcid, altipus, levezetés, egzisztencialis tipus, rekurziv
és flggo tipusok

» Magasabbrendi tipusos A-kalkulusok. A A\, és az F¥
rendszer, tipushelyesség, a rendszer elméleti
tulajdonsagai, Curry-Howard izomorfizmus

» Az F¥ tipusrendszer mint a programozasi nyelvek alapja

» Az objektumorientalt programozas formalis leirasa

[8..33]



M-kalkulus



M-kalkulus: szintaktika

Definicio. Egyszer tipusnélkiili \-kifejezések

Adott egy nem feltétlenil véges, egymastol paronkent
kiilénb6z6 valtozokat, a \ jelet, a pontot, valamint a nyito- és
csukdzardjeleket tartalmazo halmaz. Ezen mint abécén
értelmezett \-kifejezések a kbvetkezbek:

<\-kifejezés> 1= <valtozo>

|  <A\-absztrakcio>

|  <applikacio>
<\-absztrakcio> (\<valtozé>.<)\-kifejezés>)
<applikacio> = (<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

A: \-absztraktor, unéris operator

E = F: az E és F \-kifejezések (szintaktikus) azonossaga

Példak: x, (Ax.x), (Ax.(Ay.x)), ((Ax.(\y.x))z)

[10..33]



M-kalkulus: szintaktika

Definicié. \-absztrakcio
Ha E egy \-kifejezés és x egy valtozo, akkor a

M.E

A-kifejezést A-abszirakcionak, az x valtozot az abszirakcio
valtozdjanak (formalis paraméterének), az E kifejezést térzsnek
(a paraméter hatakérének) nevezzik.

AX.(A\y.F) = Ax.\y.F = \xy.F (jobbasszociativ)

Példak:
I =X\x.x
K =Xxy.x

S =X\xyzxz(y2z)

[11..83]



M-kalkulus: szintaktika

Definicio. Applikacio (kombinacio)
Ha E és F \-kifejezések, akkor az
EF

\-kifejezést applikacionak nevezziik. Ha E egy \-absztrakcio,
akkor az E F neve fliggvényapplikacio, ahol az F az E
\-kifejezeés aktualis paramétere.

(E F) G= E F G (balasszociativ)

Példak: (Axyz.z) w, (Axy.x) z w, (Ax.x) (AX.X)

[12..33]



A-kalkulus: szintaktika
Definicid. Szabad valtozo (FV)

» Az x szabad az x kifejezésben.
» Az x szabad \y.E-ben, ha x # y és x szabad E-ben.
» Az x szabad E F-ben, ha x szabad E-ben vagy F-ben.

Definicié. Kététt valtozo (BV)

» Az x KOttt \y.E-ben, ha x = y és x szabad E-ben.

» Az x Kottt \y.E-ben, ha x kétott E-ben.

» Az x kotétt E F-ben, ha x kététt E-ben vagy F-ben.

Példak:

E=Xx.(Ax.xy), FV(E)={y},BV(E) = {x}
F=MXy.(Ax.xy), FV(F)=2,BV(F) ={x,y}
G=Xx.(\y.xy), FV(G)=2,BV(G) = {x,y}
H=M\y.(Ay.xy), FV(H)={x},BV(H)={y}

[13..33]



M-kalkulus: szintaktika

Definicio. Zart \-kifejezés (kombinator)

Ha egy \-kifejezésben nincs szabad valtozo, akkor a
\-kifejezést zartnak nevezziik. Ha egy \-kifejezés zart, akkor
vagy egy zart \-absztrakcio, vagy zart \-kifejezések
applikacidja.

Példak: Ax.x, Axx.x, Axy.x ¥, (Ax.x) (Axy.x)

Definicio. Nyitott \-kifejezés

A nem zart \-Kifejezések a nyitott \-kifejezések.

Példak: \x.y, x y, (Ax.x) y
A zartsag a kiértékelhetdség elbfeltétele.

Definici6. \-kifejezés lezarasa
Ha FV(E) = {xq,X2,...,Xn}, akkor a \xi x> . .. Xn.E Kifejezést az
E egy lezarasanak nevezzik.

[14..33]



M-kalkulus: szintaktika

Definicié. Helyettesités

_ B G, hax=y
xly =@ - X  egyébként
(EF)y=G] = (E[y=G](F[y=G])
Mx.E, hax=y
(M.BE)[y=@G] = M.E[y:=G], hax#yésx¢FV(G)
Ax.E egyébként

(E[x:= F])[y := G] = E[x := F][y := G] (balasszociativ)
Példak:

(Ax.y)[x:=Ax.y] = x.y

(AX Y)Y = Ax.y] = AXAX.y = Axx.y

[ ]=

[ ]=
A Y[y = y.x] = x.y
(AX.Y)[Y = AX.X] = AX.AX.X = AXX.X
[ 1=

(MY = Ay.y] = XX y.y = \xy.y

[15..33]



M-kalkulus: szintaktika

Lemma. Az E[x := F| szabad valtozoi
Ha x € FV(E), akkor FV(E[x := F]) = (FV(E) ~ {x}) u FV(F).

Lemma. Egyszerii helyettesitések (1)
E[x :=x] E
E[x:=F] E,hax¢FV(E)

Lemma. Egyszerii helyettesitések (2)
Ha BV(E)n (FV(F)uFV(G)u{y}) = @, akkor

(E[x=y]ly=F] = Elx:=F] hay{FV(E)
(Elx=yDly=x] = E hay{FV(E)
(E[x=F)[x:=G] = E[x:=Flx:=G]]

Lemma. Helyettesitési lemma
Hax #y és x ¢ FV(G), akkor
E[x = Fly = G] = E[y = Gl[x = F[y = G]}.

[16..33]



A-kalkulus: operacios szemantika

Definicié. 5-redukcio
Ha az E[x := F] kifejezésben az F szabad valtozéi nem valnak
az E kotétt valtozoiva, akkor (Ax.E)F -5 E[x := F].

Példak:
(AXX) Y =5y
(Ax.y) z—=gy
Ay (Axyx))uy—g(Axux)y-guy
(Mfu)(Mxxy)—=g(Mxxy)u-guy
(AX.(AXXY)X)Uu—=g(AXXYy)u—=pguy
(Axy.x y) y +s Ay.y y (névkonfliktus)
(Axy.x) y 45 Ay.y (névkonfliktus)

[17..33]



A-kalkulus: operacios szemantika

Definicio. «-konverzio
Ha az E kifejezésben y nem szabad valtozo, azazy ¢ FV(E),
akkor \Xx.E <, \y.E[x:=y].

Médositott helyettesités:

M.E;hax=y
_ B M.E[y:=G],hax#yésx¢FV(G)
W B)ly=G] = <o A\2.E[x = Z][y = G],
ha x £y és x e FV(G), z egy (j valtozé
Példak:

(AXyxy)y<a(MAXzx2z)y—-sgrzyz
(AXy.X) ¥ <o (AXZ.X) y =g AZ.y

[18..33]



A-kalkulus: operacios szemantika

Definicié. n-konverzio
Ha az x az E kifejezésnek nem szabad valtozoja, azaz
x ¢ FV(E), akkor Ax.E x <, E.

Valamint:

EF <, (MEX)F

Példak:
AX.Y X <y
MX(yz)Xonyz
AX(AX.XY) X <p AXX Y

AXXXYYZX<pAXXYyZ
AX.X X <Py X

[19..33]



M-kalkulus: normalforma

Definicié. Normalforma
Ha egy \-kifejezésben nincs elvégezhetb redukcio (redukalhato
kifejezés), akkor \-kifejezés normalformaban van.

Egy \-kifejezés akkor és csak akkor van normalformaban, ha
Ay Xo. ... Xm-My Mo ... Mp, (m, n2 0)
alaku, ahol My, Mo, ..., M, mindegyike normalformaban van.
Példak:

X

Xy

AX.y

AX.(\y.2)

Q= (Ax.x xX) (Ax.x x) (nincs)

[20..33]



M-kalkulus: normalforma

Tétel. I. Church-Rosser-tétel (rombusztulajdonsag)
Ha E; = E5, akkor létezik egy olyan F \-kifejezés, amelyre
E1 > F és E2 > F.

Koévetkezmények.

» Ha E; = E5, és E> normalformaban van, E; -, E,.
» Minden \-kifejezésnek legfeljebb egy normalformaja van.

» Ha E és F mindegyike normalforma, és E # F, akkor
E+F.

Példak:
Mx-((Ay-xy) (Az.2) v))) u—p QAy-uy) (Az2.2) v) =5
u((Az.z)v)-guv

Ay x y) (Az.2) v))) U =5 (Ax((Ay-Xx y) V) U=
(M.(xVv))u—-guv

[21..33]



A-kalkulus: normalforma
Redukalasi stratégia: meghatarozza, tébb redukcié esetén
melyiket kell elvégezni, redukalasi sorrendet ad meg. Példaul:

» legbaloldalibb legkiils6é (normal, lusta):
((Ap-p) ((Ag.q) r)) s ((AL.1) ((Au.u) v))
» legbaloldalibb legbelsd (applikativ, mohd):
((Ap-p) ((Ag.9) ) s ((AL.1) ((Au.u) v))
» legjobboldalibb legkllsd:
((Ap-p) ((Ag.q) r)) s ((AL.1) ((Au.u) v))
» legjobboldalibb legbelsb:
((Ap-p) ((Ag.q) r)) s ((AL.) ((Au.u) v))

Normalizald stratégia: ha létezik normalforma, megkapjuk.

Tétel. Il. Church-Rosser-tétel (normalizalas)
A normal sorrend(i redukalasi stratégia normalizalo redukalasi

stratégia.
[22..33]



Tipusrendszer

Célkitlizés: helyesség (soundness) és biztonsagossag (safety)

Milner (1978): "Well-typed programs cannot go wrong"

» Tipusmegmaradas tétele (type preservation)
» Haladas tétele (progression)

Church-tipusos rendszerek: explicit tipusellenérzés
(type checking)

Curry-tipusos rendszerek: implicit tipuskikévetkeztetés
(type inference)

[23..33]



Formalis tipusrendszerek



Formalis matematikai rendszer

Definicié. Formalis matematikai rendszer
Legyen ® = (X, F, A, R) egy formalis matematikai rendszer,
ahol

» ¥ egy abécs,

» F a nyelvitani szabalyok halmaza,

» A az axiomak halmaza,

» R a levezetési szabalyok halmaza.

[25..33]



Formalis matematikai rendszer

Definicid. Formadlis matematikai rendszer
Legyen ¢ = (X, F, A, R) egy formalis matematikai rendszer,
ahol

» ¥ egy abéce,
A ¥ elemei az alapszimboélumok: valtozék, elvalaszté jelek,
operatorok. Az alapszimbélumokbdl képzett véges
sorozatok a formulak.

» F a nyelvtani szabalyok halmaza,
A nyelvtani szabalyokat kielégitd formulak jol formaltak.

» A az axiomak halmaza,

» R a levezetési szabalyok halmaza.
Az axiébmak jelentéssel bird (szemantikailag helyes)
formulak, a tébbi formulat ezekbdl kell tudni levezetni a
szabdlyok segitségével.

[26..33]



Formalis tipusrendszer: jelélések

E.F,...
AB,...
T Oy
X, Y. ..
a,fB,...
MA,...

E:A
N-A
rN-E:A
E=F

(A\-)kifejezés
tipus(kifejezés) (F1)
tipus(kifejezés)

valtozo

tipusvaltozé
(tipus)kdrnyezet, kontextus

E tipusa A

A egy jél formalt tipus

E tipusa A a I kdrnyezetben
E és F egyenlbek

[27..33]



Formalis tipusrendszer: j0l formaltsag

Definici6. Jol formalt \-kifejezés
Az E \-kifejezés jol formalt, ha nyelvtanilag helyes, azaz
megfelel a \-kifejezéseket leird nyelvtan szabalyainak.

Definicio. Jol formalt tipus
Az A tipus jol formalt, ha nyelvtanilag helyes, azaz megfelel a
tipusokat leiré nyelvtan szabalyainak.

Egy jol formalt kifejezésre a tipusok jol formaltsaganak
megkdvetelése viszont 6nmagdban még nem elég.

[28..33]



Formalis tipusrendszer: tipuskérnyezet

Definicié. Tipuskérnyezet (szintaktika)

<tipuskérnyezet> = @&
|  <kérnyezets, <valtozo> : <tipus>

valamint ha x; egy A; tipusu valtozé (1 <i<n) és a
tipuskérnyezet egy

F={x1: A, x2: Az,..., Xn: An}
halmaz, akkor x; # x; (i # j).
dom(r) = {X1 , X2, .. }
Definicié. Jol formalt tipuskérnyezet
Egy T tipuskdrnyezet jol formalt, ha megfelel a tipuskérnyezet

definiciéjaban megadott nyelvtannak.

[29..33]



Formalis tipusrendszer: kdvetkeztetés

A kovetkeztetések altalanos alakja:

M-z
ahol I egy (statikus) tipuskérnyezet, 7 egy allitas.

Példak:
@+ wf @ jol formalt
I+~ wf I jol formalt
N-A A egy jél formalt tipus

r-E:A E tipusa A a T kdrnyezetben

[30..33]



Formalis tipusrendszer: kdvetkeztetési szabaly
A kovetkeztetési szabalyok altaldnos alakja:

r‘l |_I‘|7...,rn|_In
A

(SZABALYNEV)

ahol

» [+ Z: kbvetkezmény

Axiomak: A feltételek halmaza Ures.

(ENV @)
@ + wi

Ha a feltételek teljestlnek, akkor a kbvetkezmeény is teljesdl.
[31..33]



Formalis tipusrendszer: levezetés

A kdvetkeztetésekbdl levezetési fakat épithetliink.

K
11 (s1) K1 (s4)
Kiz Kaz 61
(s2) — (s5) — (s6)
Koo Kso Ke2
— (s3)

[32..33]



Formadlis tipusrendszer: érvényes kdvetkeztetés

Definici6. Ervényes kévetkeztetés

Azt mondjuk, hogy aT + E : A kbvetkeztetés érvényes, ha
létezik olyan (tipus)levezetés, ahol a kbvetkeztetés a
levezetéshez tartozo (kbvetkeztetési) fa gydkere.

Definicio. Jol tipusozott kifejezés
Ha egy tipusrendszerben aTl + E : A kbvetkeztetés érvényes,
akkor azt mondjuk, hogy az E kifejezés jol tipusozott.

Jol tipusozott kifejezés = tipusozhat6 kifejezés

[33..33]
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