Az el6zd eldadas tartalmabol
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A-kalkulus: szintaktika, szemantika

Definicid. Egyszer tipusnélkiili \-kifejezések

<\-kifejezés> = <valtozo>

|  <\-absztrakcio>

| <applikacio>
<\-absztrakcio> = (\<valtozo>.<\-kifejezés>)
<applikacio> = (<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

Definicié. (3-)redukcio
Ha az E[x := F] kifejezésben az F szabad valtozdi valnak az E
kététt valtozoiva, akkor (Ax.E)F —5 E[x := F].
Példak:
(AX.X) y =3y
(Mfu)(Mxxy)—=g(Mxxy)u-guy
(AXyxy)y <o (MXzx2z)y—-sgrzyz
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M-kalkulus: normalforma

Definicié. Normalforma
Ha egy \-kifejezésben nincs elvégezhetb redukcio (redukalhato
kifejezés), akkor \-Kifejezés normalformaban van.

Példak:
AX.(\y.2)
Q= (Ax.x x) (Ax.x x) (nincs)

Redukalasi stratégia: meghatarozza, tébb redukci6 esetén
melyiket kell elvégezni, redukélasi sorrendet ad meg.

» legbaloldalibb legkuilsé (normal, lusta):
((Ap.p) ((Ag-q) r)) s (At.t) ((Au.u) v))

Tétel. Il. Church-Rosser-tétel (normalizalas)
A normal sorrend(i redukalasi stratégia normalizalo redukalasi
stratégia.
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Formalis matematikai rendszer

Definicié. Formalis matematikai rendszer
Legyen ® = (X, F, A, R) egy formalis matematikai rendszer,
ahol

» ¥ egy abécs,

» F a nyelvitani szabalyok halmaza,

» A az axiomak halmaza,

» R a levezetési szabalyok halmaza.
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Formalis tipusrendszer: jelélések

E.F,...
AB,...
T Oy
X, Y. ..
a,fB,...
MA,...

E:A
N-A
rN-E:A
E=F

(A\-)kifejezés
tipus(kifejezés) (F1)
tipus(kifejezés)

valtozo

tipusvaltozé
(tipus)kdrnyezet, kontextus

E tipusa A

A egy jél formalt tipus

E tipusa A a I kdrnyezetben
E és F egyenlbek
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Formalis tipusrendszer: j0l formaltsag

Definici6. Jol formalt \-kifejezés
Az E \-kifejezés jol formalt, ha nyelvtanilag helyes, azaz
megfelel a \-kifejezéseket leird nyelvtan szabalyainak.

Definicio. Jol formalt tipus
Az A tipus jol formalt, ha nyelvtanilag helyes, azaz megfelel a
tipusokat leiré nyelvtan szabalyainak.

Egy jol formalt kifejezésre a tipusok jol formaltsaganak
megkdvetelése viszont 6nmagdban még nem elég.
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Formalis tipusrendszer: tipuskérnyezet

Definicié. Tipuskérnyezet (szintaktika)

<tipuskérnyezet> = @&
|  <kérnyezets, <valtozo> : <tipus>

valamint ha x; egy A; tipusu valtozé (1 <i<n) és a
tipuskérnyezet egy

F={X:A,x2:A2,.... Xn: An }
halmaz, akkor x; # x; (i # j).
dom(r) = {X1 , X2, .. }
Definicié. Jol formalt tipuskérnyezet
Egy T tipuskérnyezet jol formalt, ha megfelel a tipuskérnyezet

definiciéjaban megadott nyelvtannak.
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Formalis tipusrendszer: kdvetkeztetés

A kovetkeztetések altalanos alakja:

M-z
ahol I egy (statikus) tipuskérnyezet, 7 egy allitas.

Példak:
@+ wf @ jol formalt
I+~ wf I jol formalt
N-A A egy jél formalt tipus

r-E:A E tipusa A a T kdrnyezetben
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Formalis tipusrendszer: kdvetkeztetési szabaly

A kovetkeztetési szabalyok altalanos alakja:

r1 l—I‘],...,rnl—In
(A

(SZABALYNEV)

ahol
» [+ Z: kbvetkezmény

Axiémak: A feltételek halmaza Ures.

(ENV @)
&+ wf

Ha a feltételek teljestilnek, akkor a kévetkezmény is teljesul.
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Formalis tipusrendszer: levezetés

A kdvetkeztetésekbdl levezetési fakat épithetliink.

K
11 (s1) K1 (s4)
Kiz Kaz 61
(s2) — (s5) — (s6)
Koo Kso Ke2
— (s3)
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Formadlis tipusrendszer: érvényes kdvetkeztetés

Definici6. Ervényes kévetkeztetés

Azt mondjuk, hogy aT + E : A kbvetkeztetés érvényes, ha
létezik olyan (tipus)levezetés, ahol a kbvetkeztetés a
levezetéshez tartozo (kbvetkeztetési) fa gydkere.

Definicio. Jol tipusozott kifejezés
Ha egy tipusrendszerben aTl + E : A kbvetkeztetés érvényes,
akkor azt mondjuk, hogy az E kifejezés jol tipusozott.

Jol tipusozott kifejezés = tipusozhat6 kifejezés
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Formalis tipusrendszer: definicio

Definicié. Formalis tipusrendszer
LegyenT = (S,Z,R) egy formalis tipusrendszer, ahol

» S a tipusrendszer nyelvtana,
» T a kbvetkeztetések formait adja meg,
» R a kbvetkeztetési szabalyok halmaza.

Egy formdlis tipusrendszer egy formalis matematikai
rendszernek felel meg.
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Formalis tipusrendszer: tipusrendszerek

» Az F; (Church-)tipusrendszer

» Alaptipusok
» Altipusok
» Tipuskikdvetkeztetés

v

A Curry-tipusrendszer

» Hindley-Milner tipuskikdvetkeztetés

» W-, J-, és M-algoritmus

» Milner-Mycroft tipuskikbvetkeztetés
» Az F, tipusrendszer

Specialis tipusos tipusrendszerek

v

» Rekurziv tipus
» Egzisztencialis tipus
» Linedris tipus

v

Magasabbrend( tipusrendszerek
» Fliggo tipusrendszerek
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Az F4 tipusrendszer



Fi: szintaktika

Definicié. Az F; tipusrendszer szintaktikdja

<tipus>

<\-kifejezés>

Alaptipusok (Tk):

;= <alaptipus>

| (<tipus> — <tipus>)

= <Vvaltozo>

(\ <valtozo> : <tipus> . <\-kifejezés> )
(<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

/
/

): { Bool, Nat }

Jeldlések és precedenciak:

Ax:A.(\y:B.E)
(EF)G
(EF):A

(A :AE):B
A- (B-C)

Ax:ANy:BE
EFG

EF:A
MX:AE:B
A-B-C
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Fi: atipus mint fa

csomoépont : —
levél . alaptipus
Példaul:
- Nat
/\
Bool Nat

A (Bool — Nat) — Nat tipus &brazolésa.
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Fi: kovetkeztetések

Definicid. Az F; tipusrendszer kévetkeztetései

I+ wf ar jol formalt kérnyezet
r-A al kérnyezetben az A jol formalt tipus
r-E:A al kérnyezetben az E kifejezés tipusa A

Definicid. Az F; tipusrendszer szabalyai

A kérnyezetre vonatkozo szabalyok:

I~ A x ¢ dom(T)
(ENV @) (ENV Xx)
@+~ wf Mx:A-wf
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Fi: kOvetkeztetések (folytatas)

A tipusra vonatkoz6 szabalyok:

M-wfAe Tk r-Arlr+B
—————— (TYPE CONST) ————— (TYPE ARROW)
r-A rN-A-B

A kifejezések tipusaira vonatkozé szabalyok:

Mox: AT~ wf
M x:Al"-x:A

(VAL X)

MNx:Ax¢dom()~E:B
M- Xx:AE:A-B

(VAL ABS)

rMN-E:A-BTlT+~F:A
r'-EF:B

(VAL APPL)
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F,: példak

A X\x : Nat.x kifejezés tipusanak meghatérozésa.

(ENV @)
&+ wf Nate Ty
(TYPE CONST)

@ + Nat x ¢ dom(o)
x : Nat — wf
x : Nat+ x : Nat
@+ (Ax : Nat.x) : Nat - Nat

(ENV X)

(v
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F,: példak

=
(Ax : Bool - Nat.\y : Bool. x y) : (Bool — Nat) - Bool — Nat
——

Nat
y : Bool+ (\x : Bool - Nat.xy) : (Bool - Nat) — Nat
G- (M:A->AXM:Af(fx):(A->A) A=A
G (AX:AX X)(Ax: AX X)

Onalkalmazas:

X X

A

A-B A

Ekkor A — B = A (rekurzio), a tipus nem hatarozhaté meg.
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F1: operacios szemantika, szabad valtozé

Definicid. Szabad valtozo

FV(x) = {x}

FV(EF) = FV(E)uFV(F)
FV(Ax:AE) = FV(E)\{x}
Példaul:

FV(xy)={x.y}
FV(Ax:Axy)={y}
FV(Ax:A)\y:Bxy)=02
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F1: operacios szemantika, helyettesités

Definicid. Helyettesités

L _ G hax=y
1. xly=Gl - { X egyébként
2. (ER)ly:=4a] = (Ely=GD(Fly=G])

3. (M:AE)y:=G]

A:AE[y:=G] hax#yés

x ¢ FV(G)

Mx:AE egyébkeént
Lemma. Helyettesitési lemma

Mx:A-rE:B;T+-F:A
N-E[x:=F]:B

(SUBST)
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F1: operacios szemantika, tipuskdérnyezet

Lemma. Tipuskérnyezet permutacioja
Legyen aT tipuskérnyezet eqgy permutacidjal’. HaTl + E : A,
akkorT' + E : A.

Lemma. Tipuskérnyezet bovitése
Hal{,To-E:Aésx¢FV(E), akkorT{,x:B,To+ E:A.

Lemma. Tipuskérnyezet sziikitése
Hal'w E:Aés

M={x:B|x:Bel’,xe FV(E)}

akkorT" + E : A.
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F1: operacios szemantika, a-konverzid

Definicid. a-konverzio
Hay ¢ FV(E), akkor

AX:AE «oq \y: AE[x:=y]

Lemma. Az a-konverzio tipusszabalya

M- MXx:AE:A- By¢(FV(E)udom(F))
r-Ay:AE[x=y]:A-B

CONV «)
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F1: operacios szemantika, helyettesités a-konverzioval

Definicio. Helyettesités a-konverzioval

L _ G hax=zy
1. xly=al = { x  egyébként
2. (EF)ly=al = (Ely:=GD(Fly:=G])
Ax:AE
Ax:AEly:=G]

o (AZ: A.E[x:=2Z])[y = G]

3. (M:AE)y:=G] =\z: AE[x:=2Zz][y = G]
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hax=y
hax#yés
x ¢ FV(G)

hax#yés
xe FV(G)
z¢ FV(E)
z¢ FV(G)



F;: operacios szemantika, 5-redukcid

Definicio. 5-redukcio
Ha FV(F) c FV(E[x := F]), akkor

(M :AE) F—g E[x:=F]

Lemma. A 3-redukcio tipusszabalya

- (Ax:AE)F:B FV(F)c FV(E[x:=F])
N-E[x:=F]:B

(RED )
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F;: operacios szemantika, n-konverzid
Definicio. n-konverzio
Ha E egy absztrakcio és x ¢ FV(E), akkor

AX:AE X<, E

Lemma. Az n-konverzio tipusszabalya

rl—)\X:A.EX:A—>B,X¢FV(E)(

CONYV
-E:A>B "
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F1: operacios szemantika, tulajdonsagok

Tétel. A haladas tétele
Ha E egy jol tipusozott zart kifejezés, akkor

» E egy érték (valtozé vagy \-absztrakcio), vagy
» van olyan F kifejezés, amelyre E — F.

Tétel. A targyredukcio (tipusmegmaradas) tétele
HalT v+ E:AésE ~o; F, akkorT + F : A.

K IQ—gl, viszont g+ K I:?

Tétel. A targykiterjesztés (tipuskiterjesztés) tétele

HaT ~ F : B és létezik olyan E, hogy E ~s5 F ésT - E : A,
akkor A= B.
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F1: operacios szemantika, tulajdonsagok (folytatas)

Tétel. Tipusok egyeértelmiisége
Hal-E:AésTl ~ E: B, akkor A= B.

Tétel. Az er6s normalizalas tétele
Az E : A jdl tipusozott kifejezésnek nincs végtelen redukcios
sorozata.

Tétel. A normalizalas tétele
Ha E : A, akkor E normalizalhaté.
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