A Curry-tipusrendszer



Curry-tipusrendszer: szintaktika

Definicié. A Curry-tipusrendszer szintaktikdja

<tipus> = <tipusvaltozo>
| (<tipus> — <tipus>)
<\-kifejezés> := <valtozo>

| (A <valtozo> . <\-kifejezés> )
| (<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

a,f,... tipusvaltozok } E :7: Az E kifejezés tipusa 7

T tipuskifejezés
Fi: Ax : Nat.x : Nat — Nat o=
Curry: AXx.x:a - « a#f

Curry: Ax.x: (a = ) = (a = B) a->atp-p
Fi: {y:Bool } — Ax : Bool - Nat.x y : (Bool -~ Nat) - Nat
Curry: {y:B}rXxxy:(f—-a)—>«
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Curry-tipusrendszer: kévetkeztetések
[+ 7,x ¢ dom(l) (

(ENV @) ENV X)
@+ wf Mx:7+wf
MN-wfaeVr [
————— (TYPE VAR) ——— (TYPE ARROW)
Mo l—7->171
Mox:r, " - wf rx:t-E:7
- - (VAL x) - (VAL ABS)
Mx:r,MMex:r Fr-XMX.E:7—>1

TeE:7>7' THF:7T

; (VAL APPL)
r-EF:r
I~ wf AT jol formalt tipuskérnyezet
M7 AT kdérnyezetben 7 j6l formalt tipus

r-E:r AT kérnyezetben az E kifejezés tipusa 7
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Curry-tipusrendszer: példak

Egy kifejezéshez t6bb tipus is levezethetd:

@+wf, aeVr gr-wf, geVr
gr-wf,ae Vr T+« a+f
Z+a,x ¢ dom(o) @+a— 3, x¢dom(z)
X o - Wi X:a— f+ wf
X:ak-X:a X:a->fBrx:a->pj

B AXX:a—>« XX (a—>fF)—> (a—>P)
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Curry-tipusrendszer: operacidos szemantika
Lemma. Helyettesitési lemma
Fx:T-E: 7' T-F:1
M E[x:=F]:7

(SUBST)

Definicid. Tipusvaltozo helyettesitése (o-konverzio)

_ T haa=p
1. alf=7] a egyébként

2. (r'>f=1] = B=1) o7 [B=7]

T(q, ... ap) ~Vaq..... Vap.1(aq,...,an) (korlatozott
polimorfizmus)

(> a)a=p] = B-8
(a=>a)[a=a->p] = (a=p)—>(a=p)

(B = a)la:=p] = B8

(o> B)[a:= 3] = p-p
(a=>a)[a:=5->p8] = (B->08)~(8-0)
(a>B>a)a=p] = B->B->p



Curry-tipusrendszer: helyettesités a kérnyezetben

Tipushiba helyettesités utan:

LegyenT ={y:a} és \x.x: a — a, ekkor (Ax.x) y tipusosan
helyes. « := 3 helyettesités hatasara ez megsziinik

(Ax.x: 8-> p).

Definicio. Tipusvaltozo helyettesitése a tipuskérnyezetben
HaTl ={(x1:7),...,(Xn:7n)}, akkor:
FB:=7]={(x:m[B:=7]),....(Xn: Ta[ B:=T])}.

Lemma. Tipushelyettesitési lemma

r-E:r

Ma=71+E:7[a:=1"]
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Curry-tipusrendszer: tulajdonsagok

Tétel. A targyredukcio (tipusmegmaradas) tétele
Hal+~E:7ésE “o3 F, akkorT + F: .

Tétel. A targykiterjesztés (tipuskiterjesztés) tétele
Hal + F : ' és létezik olyan E, hogy E <5 F ésT + E : T,
akkor T = 7' nem feltétlendil teljesdil.
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Curry-tipusrendszer: nem egyértelmi tipusok

Tegylk fel, hogy x:a > B —>~, y:a—p,Z:a, U: ¢, v:.

S=Xxyzxz(yz),S:(a=>B->7)>(a=>p)>a—>y
K= uvu,K:p>19 - ¢

S K csak akkor tipusozhaté, haa - 8 - y=¢ - ¢ > ¢, azaz
az=v=¢, =9 ~SK:(a=f)>a—a

SK=(Myzxz(yz) (Auv.u)io)\yz.z:f—>§—>§

Tétel. A tipusok nem egyértelmiiek
Hal+ E:TésT+ E: 7', akkor at =71' nem feltétlendl teljesdil.

THIXX:a—>a
XX (a—> ) (a—> )
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Curry-tipusrendszer: kapcsolat a Church-rendszerrel

|- |: At = A (felejtés”), ahol
| x| X
|E F| > |E[|F]|
| Ax:7.E| ~» M. |E]

Tétel. Church — Curry konverzio
Legyen E e Nr. HaT ~chyren E : 7, akkor T +cymy| E | 7.

Tétel. Curry — Church konverzio

Legyen E € \. HaTl ¢y, E : 7, akkor 3E’ € N1, amelyre
[ FChurch E':1és | E’ |'—> E.
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Curry-tipusrendszer: kapcsolat a Church-rendszerrel

Ha E,FeAr és E —3 F, akkor | E |—3| F|.

E
F

Ax:T Ay :7y) (Ax:7.x)  ~  (AxAy.y) (Ax.x)
Ay 1y ~ MYy

Ha E,F e\ és E —3 F, akkor minden E’ ¢ Ar-hez, amelyre
| E' |= E, létezik olyan F' € Ar, amelyre | F' |= F és E' —3 F'.

E
E

(AXAy.y) (Ax.x) ~ (Ax:1->7Ay:7y) (AX:7.X)
AYy.y ~ Ay 7",y
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A Curry-tipuskikdvetkeztetés



Curry-tipuskikOvetkeztetés: bevezetés

» Tipusellendrzés, a tipus levezetése:
Adott T és E esetén g+ E : 7 teljesll-e?

» Tipusreprezentacio:
Adott 7 esetén, létezik-e E, hogy o+ E: 7 ?

» Tipuskikdvetkeztetés, a tipus rekonstrukcioja:
Adott E esetén létezik-e 7, hogy o+ E: 7 ?

{X1 !T1,X227'2,...,Xn!7'n}l—E!T
E lezartja: Axy Xo ... xp.E
Iy Xo ... XnE:THi>To—>...>Tp>T

Csak zart kifejezések tipusaival foglalkozunk.
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Curry-tipuskikdvetkeztetés: a mddszer 6sszefoglalasa

Algoritmus: a tipusrendszer szabdlyaira alapszik

Tipusozas korlatozasokkal: a korlatozasok generalasa, azok
megoldasa

» Korlatozas (constraint): tipuskifejezések kdzti egyenléség

» Egységesités (unification): a korlatozasok
egyenletrendszerének megoldasa

Curry-tipuskikdvetkeztetés = Wand-algoritmus

Curry-tipusrendszer + 1et-polimorfizmus = Hindley-Milner
tipusrendszer

Hindley-Milner tipusrendszer + polimorfikus rekurzié =
Milner-Mycroft tipusrendszer
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Curry-tipusrendszer: tipusvaltozok helyettesitése

Definicié. Tipusvaltozo helyettesitése
1. a[B=7] _ {7’ haa=p

o egyebkent
2. (F->rB=r] = T[B=7]~>7"[B:=7]

Definicio. Tipusvaltozo helyettesitése a tipuskérnyezetben
Hal ={(x1:71),...,(Xn:7Tn)}, akkor:
MpA=7]={(x1:m[B:=7]),...., (Xn:1n[B:=T])}.

Lemma. Tipushelyettesitési lemma

rM-E:r
Ma:=71+E:1[a:=17]
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Curry-tipusrendszer: helyettesitések

Definicié. Szimultan helyettesités
S=[aq:=T1,Q0:=Tp,...,Qpn:=Tp]

Pelda: (o — B) [a=8,8:=9]=8—>7
Definicié. Egymas utani helyettesitések

T S1 SQE(TS1)52

TS = 7[.] T helyettesitése
Sy S = [..][] egymas utani helyettesitések
78S = 7[.][..] 7egymas utani helyettesitései

T (S2081)= (7 51) 82
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Curry-tipusrendszer: tipusok variansai
Definicid. Tipus variansa

Azt mondjuk, hogy a T tipus a ' tipus variansa, ha van olyan s;
és s, helyettesités, amelyre r sy =7 és7’ sp =7.

Ha 7 variansa 7’-nek, akkor 7’ is varidnsa r-nak (szimmetrikus).

« variansa 3.
o [a:=f]
B[B:=a]
«a — [ variansa vy - 6:
o B a=r,B:=0]
=0 [y= a6 = ]
a — - avaridnsa vy - 0 - :

(a_’B_)OZ)[OZI=’}/,ﬁ:=5] = 7—)5—)7
(’795—’7)[’73:&,5::5] =

B

«

y=>90
a—f



Curry-tipusrendszer: egységesitd helyettesités

Definicié. Egységesito helyettesités

Azt mondjuk, hogy s egy egységesito helyettesités  és 7’-re,
hars=71"s.

a— > aés (y—v)— J egységesitd helyettesitései:

[ai=y—7,0:=0->(y->7)]
[a=y—=>7,B=p—>p,d=(p>0) > (y>7)]

S1
So

a és a — a egységesitd helyettesitései:

Nincs ilyen helyettesités.
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Curry-tipusrendszer: a legéaltaldnosabb helyettesités

Definicio. A legaltalanosabb egységesitoé helyettesités

A 1 és 7' tipuskifejezések legaltalanosabb egységesité
helyettesitése s, ha:
» S egységesitd helyettesités,

» minden sy egységesitb helyettesitésre van olyan s,
helyettesités, hogy s1 = S s».

a—p->pB->vésa—-a— -0 egységesitd helyettesitései:
(6= 0,6 :=1]
[Oé = 307/8 =P,y = 5]

amelyek kézll az sy a legdltalanosabb egységesitd
helyettesités, mivel:

54
So

Sz =81 [ai=p, =]
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Curry-tipusrendszer: altalanosabb tipus

Definicié. Altaldnosabb tipus

Azt mondjuk, hogy a T tipus altalanosabb tipus a v’ tipusnal, ha
létezik olyan s helyettesités, hogy v’ = T s. Ezt ugy jeloljik,
hogy 7' < 7.

(a—a)<(a—p),mvela>a=a-p[3:

a]
a—>a)<(f-oa),mvela—>a=p->alf:=q]

(
(a=(B—=p)—a)<(a—=p~a),
mivela > (8-> 3) »a=(a—>B->a) [B:=5— ]
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Curry-tipusrendszer: principalis tipus
Definicio. Principalis kettos
AT tipuskérnyezetbdl és a T tipusbdl allé (T, T) kettbst az E
kifejezés principalis kettbsének nevezzik, ha:
» E minden szabad valtozdja szerepel a ' kérnyezetben,
» THE:T
» A+ E : 7', akkor van olyan s helyettesités, hogy A =T s és
t'=rs,azazt <7.
Definicio. Principalis tipus
Legyen E € \y esetén az E kifejezés principalis kettbse (z, 7).
Ekkor a T tipust az E kifejezés principalis tipusanak nevezzlik.

GrIxXxia—>a~(B->p8)>(B->PB)=a—>ala=->p]
GrIXyxia-p-oa~f->p->0Fza-[F->ala=[]
grXXxyzxz(yz):(a->B->v)>(a->p)>a—>~y
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Curry-tipusrendszer: korlatozasok

Principalis tipus kikovetkeztetése = korlatozasok generalasa +
egységesités

Definicio. Korlatozasok generalasa

A korlatozasok generalasat a7 (T, E, ) leképezéssel
végezziik, ahol I egy tipuskdrnyezet, E eqgy kifejezés, és T egy
tipus.
1. T(T,x,71) ~ {r=T(x)}
2. T(MAX.E,;7) ~ Tu{x:a},E,p)u{r=a—-p3}
ahol « és 3 uj tipusvaltozok
3. T(EF,7) ~ Tl Ea->71)uT(l,F,«)
ahol « 4j tipusvaltozo

T=7'~7'=7
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Curry-tipusrendszer: korlatozasok generalasa

T(2,x.x,0) ~T({x:8},x,7)u{a=8->~}~
{v=Btuv{a=8->7}~{a=8->v,v=5}

T({X:a},xx,ﬁ) w’T({X:a}7X77_>/B)UT({X:CM}7X7’Y) ~
{vy->B=atuT({x:a},x,7) »{y=>fF=a}u{y=a}~
{a=y->Ba=7}~{a>pF=a}

T(@, \x y.x,a) ~T{x:8HLAy.x,v)u{a=8—>~}~
TUx:B,y:0},x,0)u{y=6>ptu{a=8->7}~
{p=Btu{rv=d—-plul{a=8->7}~
{a=B->7,7=0—>9,p=8}~{a=8- (6~ p)}
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Curry-tipusrendszer: a korlatozasok kielégitése

Definicio. A tipusegyenlet megoldasa

A 1 =71’ tipusegyenlet megoldasa a v és 7' tipusok s
egységesitd helyettesitése. Ha s a legaltalanosabb
egységesitd helyettesités, akkor s az egyenlet legaltalanosabb
megoldasa.

Definicié. A tipusegyenlet-rendszer megolddsa

A{r =7{,72=7y,...,Tn =Ty} €gyenletrendszer megoldasa egy
olyan s egységesit6 helyettesités, amely az egyenletrendszer
mindegyik egyenletének a megoldasa. Az egyenletrendszer s
megoldasa a legaltalanosabb, ha s az egyenletrendszer
mindegyik egyenletének a legaltalanosabb megoldasa.
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Curry-tipusrendszer: egységesités
Definicid. Egységesités
Az egységesitést azU (&, s) eljarassal végezziik, ahol £ egy
egyenletrendszer, és s tipusvaltozok helyettesitéseibdl all.
1. UEu{a=a},s)~UE,S)
B U [a=T],s[a:=T]) haai¢T
2 UEufa=Th8) >\ i) egyébként
3 UEU{rT>T=7">7"8)~UEV{r=T",7"=7"}5)
U(z,8) ~s
Minden tipus monomorf. ha E egy F részkifejezése r tipusu,
akkor az F minden (E-beli) el6fordulasara fennall.

Tétel. Az egységesités tétele

Ha az £ egyenletrendszernek van megoldasa,

» akkor azU(&,¢) eljaras az £ legaltalanosabb megoldasat
hatarozza meg,

» egyébként az eljaras a fail allapottal fejezédik be.
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Curry-tipusrendszer: egységesités, principalis tipus
Definicido. Egységesités
Az egységesitést azU (&, s) eljarassal végezziik, ahol £ egy
egyenletrendszer, és s tipusvaltozok helyettesitéseibdl all.
1. U(Eu{a=a},s)~U,Ss)

_ UE [a:=T],s[a:=T]) haa¢rT
2. ue U{a‘T}’S)“’{ fail egyébként

3 UEU{T>T'=1">7" 8s)~UEu{T=1"1"=7"}5)

Tétel. Principalis tipus tétel
Ha az E € \q kifejezésnek van tipusa,

» akkor az E principalis tipusa « s, ahol s az
U(T (2, E,«),e) eljarasssal meghatarozott helyettesités,

» egyébkentazU(T (o, E,«),c) eljaras eredménye fail.
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Curry-tipusrendszer: egységesités

T(@,)\X.X,O&) ~ {CI:ﬁ—)’}/,’y:ﬁ}

U{a=8—>r,7v=p8}e) ~U({a=5- B} [y:=F]) ~
U, [y=pla=8->pB]) ~aly=plla=F->pB]~ -7

Tx:al,xx,8) ~{a=y->pB,a=9}
U{a=v->B,a=v}e) ~U({y=7-B},[a:=9]) ~ fail
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