Curry-tipusrendszer: szintaktika (ismétlés)

Definicié. A Curry tipusrendszer szintaktikaja

<tipus> = <tipusvaltozo>
| (<tipus> — <tipus>)
<\-kifejezés> := <valtozo>
| () <valtozo> . <\-kifejezés> )
| (<\-kifejezés> <\-kifejezés>)
@:f,... tipusvaltozok | £ . a; £ yifejezés tipusa 7
T tipuskifejezés
Fi: Ax : Nat.x : Nat - Nat o=
Curry: AX.x:a -« a#f

Curry: Ax.x: (a = ) = (a = B) a->atp-p
Fi:{y:Bool } - Ax : Bool - Nat.x y : (Bool -~ Nat) - Nat
Curry: {y:B}rXxxy:(f—-a)—>«
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Curry-tipuskikdvetkeztetés (ismétlés)

- Tipusellendrzés, a tipus levezetése:
Adott 7 és E esetén g+ E : 7 teljesll-e?
- Tipusreprezentacié:
Adott T esetén, létezik-e E, hogy o+ E: 7 ?
» Tipuskikdvetkeztetés, a tipus rekonstrukcioja:
Adott E esetén létezik-e T, hogy o+ E: 7 ?

Tipusozas korlatozasokkal: a korlatozadsok generaldsa, azok
megoldasa

» Korlatozas (constraint): tipuskifejezések kdzti egyenléség
» Egységesités (unification): a korlatozasok
egyenletrendszerének megoldasa

Curry-tipuskikdvetkeztetés = Wand-algoritmus
Curry-tipusrendszer + 1et-polimorfizmus = Hindley-Milner
tipusrendszer

Hindley-Milner tipusrendszer + polimorfikus rekurzié =

Milner-Mycroft tipusrendszer 2.32]




A Hindley-Milner tipuskikdvetkeztetés



Hindley-Milner: egyszer( 1et-kifejezés (szintaktika)

Definicid. Az egyszerii 1et-kifejezés szintaktikdja
<\-kifejezés> := <valtozo>

(\ <véltozo> . <\-kifejezés> )

(<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

let <valtozo> = <\-Kifejezés> in

<\-kifejezés>

—— —

let x = Ein F
ahol
» E az x valtozé definicidja
» F a let-kifejezés torzse (hataskore)
» x¢ FV(E)
» x tipusa monomorf F-ben
A 1let-kifejezések egymasba skatulyazhatdak.
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Hindley-Milner: egyszer( 1et-kifejezés (szemantika)

Definicio. Az egyszerii 1et-kifejezés operacios
szemantikaja

let x=E in F — F [x:= E]

Definicio. Az egyszerii 1et-kifejezés tipusszabalya

r-E:r,M,x:7+F:7
Ml-letx=EinF:7'

(VAL LET)
vagy a let x = E in F = (Ax.F) E miatt:
Mx:7+F:7

Mr-E:r MrM-Ax.F:r—>r1
M- (M\.F)E:7'

- (VAL ABS)

(VAL APPL)
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Hindley-Milner: egyszerl 1et-kifejezés (korlatozasok)

Definicié. Korlatozasok generalasa

A korlatozasok generalasat a T (T, E, ) leképezéssel
végezzik, ahol I egy tipuskérnyezet, E egy kifejezés, és v egy
tipus.

1. T, x,7) ~ {r=T(x)}
2. T(MMx.E,;7) ~ T((Tui{x:a},E,p)u{r=a-p3}
ahol « és 3 uj tipusvaltozok
3 T(,EF,7) ~ T Ea->7)uT(lF )
ahol « Uj tipusvaltozé
Az Uj szabaly:
4. T letx=EinF,7) ~ T Ea)uT(Tu{x:a},F,1)
ahol « egy Uj tipusvaltozo

A principalis tipust tovabbra is az egységesités korabban
megismert algoritmuséaval hatarozhatjuk meg.
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Hindley-Milner: 1et-polimorfizmus

F-ben az x valtozé mindegyik el6forduldsa ugyanolyan tipusd,
tehat nem lehet polimorf. Mint példaul:

let f=Ax.x inpair (f0) (f true)
f: Nat - Nat és f : Bool - Bool |

Megoldas:

F-ben x szerepelhessen n-szer: x(") x®) . x(" gy
kilén-kildn mindegyik eléfordulasra meghatarozhaté egy tipus.

let x=E in F#(A.F)E
FxM:=E x®:=E ... x(":=E

r-E:r r,X:TI—F[X(1)3= E,x®:=E, . .. x" .= E]:7
MN-letx=EinF:7'
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A Hindley-Milner-tipusrendszer



HM-tipusrendszer: tipussémak

Definicio. A Hindley-Milner-tipusrendszer tipusai

<tipus> = <egyszer( tipus>
| (VY <tipusvaltozé> . <tipus>)
<egyszerl tipus> = <tipusvaltozo>

| (<egyszerl tipus> — <egyszeri tipus>)
7: egyszeri tipus (monotipus), o: tipusséma (politipus)
Va.o =Vai.Vas..... Vap.o =Vajag...an.o (n>0)
— kotott valtozok: generikus vagy polimorfikus tipusvaltozok

Definicié. Szabad tipusvaltozok

FTV(r) = 7 dsszes tipusvaltozdja

FTV (o) FTV(7)~A{ay,a2,...,an},hac=Vajas...apt
Definicio. Tipuskérnyezet szabad valtozoi
FTV(N) ={a|{x:0} el aecFTV(c)}

MN={x:Va.a— g}, FTV(I) = {5}
F={x:Va.a—->p8y:y->0},FTV(T) = {8,7,0}
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HM-tipusrendszer: helyettesitések tipussémakban

Definicidé. Tipusvaltozo helyettesitése tipussémaban
(Va.o) [B:=7] = { Voo [B:=7] haa#pBésagFTV(r)

Va.o egyébkeént
(Va.B =) [B=v 0]
(Va.B—=7) [B=7—«a]

Va.(y = 6) >
(Va.B —7)

Definicié. Tipusséma a-konverzidja
Hap ¢ FTV (o), akkorVa.o <> V5.0 [ = [].

Tétel. K6to6it tipusvaltozo helyettesitése a tipusban

HaVa.o <, V5.0 [a:= 3], akkor T + E : Ya.o esetén
- E:VB.0 [a:=p] is fennall.
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HM-tipusrendszer: helyettesitések tipussémakban

Tétel. Koto6tt tipusvaltozo helyettesitése a kérnyezetben
HavVa.o «» VP.0 [a:= ], akkorT u{x:Va.o} - E: o' esetén
Fru{x:vVp.o[a:=p3]}+ E: o' is teljeslil.
MN={x:Ya.a-p,y:Y¥p.a- g}, FTV(I') ={a, B}

Va.a = vy Yyy-—>p5
VB.a— B <, VYia—9

M={x:Vyy->pB,y:Voa—-4d}, FTV(I'") ={«a, B}

[11..82]



HM-tipusrendszer: tipus altalanositasa

Definicio. Tipus altalanositasa (liftelés, lezaras)

A 7 tipus T tipuskérnyezetre vett altalanositasa a kbvetkezé
tipus:

gen(l',7) =Vajaz...ap.T,

ahol{ay,az,...,an} = FTV (1)~ FTV(I).

gen(z,a - «) = YVa.a->a«
gen({x:a},a - a) = a-a«
gen({x:a},a— ) = VBa-p
gen({X:a,y:B},aaﬁ) = a->f

M={x:Vaa->p}, FTV(N) = {f}, 7=a~->f->7,
FTV(r)={a,B,7}, gen(l,7) = Vay.a > B>

M={x:a,y:vp.->0}, FTV(I) ={a,0}, T=a— -~y -4,
FTV(7) ={a,B8,7,0}, gen(l',7) =VpBy.a—» B -~ =4
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HM-tipusrendszer: tipus példanyositasa

Definicio. Tipus példanyositasa
A o tipus inst(o) példanya a kévetkezé tipus:
> inst(t) =71
» inst(o) =7 [aq =T, 0= To,...,ap = Tp|
hao=Vajas...an7 €sahol m,1,...,m7 Uj
tipusvaltozokat tartalmazo tipusok.

inst(NavVy.ao > - )
inst(NVa.ao > 8 = 7y)

d—=>pB—p
(0—>08)—>B->x
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HM-tipusrendszer: szabalyok (1/2)

I+ o,x ¢ dom(T)

(ENV @) (ENV x)
@+~ wf Mx:orwf
MN-wf,aeTV Fr-7rer"
———— (TYPE VAR) ————— (TYPE ARROW)
e I e
Moo M x:o "+~ wf

(TYPE FORALL)

VAL X
N VYa.o F',X:a,r"r—X:a( )
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HM-tipusrendszer: szabalyok (2/2)

Fx:m'-E:7"

Fr-M.E: 7" > 71" (VAL ABS)

r-E:7' 57" T-F:71'

r-EF:7"

(VAL APPL)

rN-E:o rN-E:o
(VAL GEN) —(
- E:gen(l',o) [+ E:inst(o)

VAL INST)

N-E:o Mx:orF:7
N-letx=EinF:71

(VAL LET)

[15..32]



Szintaktika-vezérelt
Hindley-Milner-tipusrendszer



A HM’-tipusrendszer

Mivel a Hindley-Milner-tipusrendszerben a szintaktikdbol nem
derl ki, hogy mikor kell a VAL GEN és VAL INST szabdlyokat
alkalmazni.

F tipusanak meghatérozasa:

» kiszamitjuk E 7 (principdlis) tipusat a hagyomanyos
maodon,

» ha 7 tartalmaz szabad tipusvaltozdkat, akkor a VAL GEN
alapjan megadjuk  altalanositasat, azaz
gen(l',7) =Vay....an.T,

» a VAL LET alapjan a I tipuskérnyezet bovil a
{x:gen(l',7)} hozzarendeléssel,

» F-ben az x i. el6fordulasaira alkalmazzuk a VAL INST

szabalyt, példanyositsuk az altalanositott 7 tipust:
(1 (1)

Tlag =107, an=T'],
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A HM'-tipusrendszer (folytatas)

Maodositott szabalyok:

r-E:r Fru{x:gen(l,7)} - F:7'
MN-let x=EinF:7’

(LET POLY')

M x:o, "+ wf

- (VAL INST x’)
M x:0,"+ x:inst(c)

Tétel. A HM és HM tipusrendszerek egyenlosége
Minden T tipuskdrnyezetre és minden E kifejezésre
rI—HMEZT <~ F»—HM, EZT
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A 1et-polimorfizmus alkalmazasa

A 1let-polimorfizmus alapjan a kdvetkez kifejezés
tipushozhaté:

E =let f = Ax.x in pair(f 0) (f true)
AX.X o — o, liftelve: Ya.a — o
(Ax :a.x) 0: Nat, \x.x : Nat — Nat esetén,
(AX : a.x) true : Bool, A\x.x : Bool - Bool esetén,
E : Pairyat«Bool-
viszont az aldbbi nem (csak a térzsben lehet polimorfizmus):

F=letf=Xx1inletg=Ay.(y 1)+ (ytrue)ingf
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A W-algoritmus



W: bevezetés
Definicio. A W-algoritmus
A W-algoritmus egy adott T tipuskérnyezethez és egy E

kifejezéshez meghataroz egy s helyettesitést és egy T tipust,
vagy rail hibajelzéssel megall:

SXT

W:FXEQ{ fail

Mindig egy egyszeri tipust ad eredményll, de a
tipuskdrnyezetben lehetnek tipussémak.

Tétel. A W-algoritmus helyessége
HaW(T,E)=(s,7), akkorl s+ E:T.

Tétel. A W-algoritmus teljessége

HaW(T',E) =(s,7) és egy s’ helyettesitésre és egy 7' tipusra
I's'+ E: 7' is fennall, akkor van olyan s" helyettesités, amelyre
Is'=r ss" ést’=inst((gen(l s,7)) s").
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W: szabalyok

1.

2.1.

3.
3.1.
3.2.
3.3.

4.
41.
4.2.

(Id,inst(c)), ha{x:c}el
W(r,x) ~ { fail egyébként
W, Ax.E) ~ (s,as-T),ahol
Wl u{x:a},E)=(s7)és aUjvaltozd
W(T,EF) ~ (818 83,a83),ahol
W(T,E) = (s1,7"),
W(T s1,F) = (s2,7"),
S3=U({T" sp=7" > a},e) és
a Uj valtozé
W(l,let x=E in F) ~ (81 Sp,7"), ahol
W(T,E) = (s1,7),
W(T syu{x:gen(l s;,7")},F) =(s2,7")

I s: I minden x : o elemére végrehaijtjuk az x : o atalakitast.
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W: példa: W(@, Ax.x)

W(D, \X.X) ~ ?
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W: példa: W(@, Ax.x)

W(@, AX.X) ~ W(B, A\X1.X2) ~ ?
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W: példa: W(@, Ax.x)

W(D, AX.X) ~ W(D,A\X1.X2) ~ (S, § > T) ~ ?
W(@ui{xi:ai},X) =(S,7)
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W: példa: W(@, Ax.x)

W(B, AX.X) ~ W(DB, AX1.X2) ~ (S,a § > T) ~ ?
W(@u{xi:ar},x2) ~ W({x1: 1}, %) = (S,7)
W({x1:aq},x2) ~ ?
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W: példa: W(@, Ax.x)

W(B, AX.X) ~ W(DB, AX1.X2) ~ (S,a § > T) ~ ?
W(@u{xi:ar},x2) ~ W({X1: a1}, x2) = (S, 7)
W({ X1 : a1}, X0) ~ (Id,inst(«)) ~ ?
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W: példa: W(@, Ax.x)

W(D, AX.X) ~ W(D,A\X1.X2) ~ (S, § > T) ~
(d, (a Id) > a) ~ ?
W(@u{xi:ar},X2) ~ W({X1: a1}, x2) = (s, 7)
W({ X1 : a1}, X2) ~ (Id,inst(a)) ~ (ld,a) ~ s=1d, 7=«
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W: példa: W(@, Ax.x)

W(D, AX.X) ~ W(D,A\X1.X2) ~ (S, § > T) ~
(ld, (a Id) > a) ~ (Id,ac > o) ~ ?
W(@u{xi:ar},X2) ~ W({X1: a1}, x2) = (S, 7)
W({ X1 : a1}, X2) ~ (Id,inst(a)) ~ (ld,a) ~ s=1d, 7=«
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W: példa: W(@, Ax.x)

W(D, AX.X) ~ W(D,A\X1.X2) ~ (S, § > T) ~
(ld,(ald) > a) ~ (ld,a > a) ~ T+ AXX:a—>«
W(@u{xi:ar},x2) ~ W({X1: a1}, x2) = (S, 7)
W(H{x1: a1}, X2) ~ (Id,inst(a)) ~ (Id,a) ~ s=1d, 7=«
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W: példa: W({x:a},x x)

W({x:a},x x) ~W({x:a}, x4 X2) ~ fail
W({X:Oz},X1) = (31,7") ~ 81 = Id1,7', =«
W({x:a},x1) ~ (Idy,inst(«)) ~ (ldi,«)
W({X : a} S1,X2) = (32,7'") ~ So = Id2,7‘” =«
W({x:a},x2) ~ (Ida, inst(«)) ~ (ldo, @)
S3=U{T" so=7">a}e) ~U{a ldo=a — (},e) ~
U{a=a— B},e) ~ fail
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W: példa: W(@,let f=Ax.x in ff)

W(@,1let f=Xx.xin ff)=(ldy 2, 7") ~ ([B:=6,8 ==y > v],v =)
W(Q,)\X1.X2)=(S1,T,) ~r 54 =Id1,7"=()é—>04
W(Q,AXLXQ) = (S,Oz S — T) ~ (Id1,a Id; - a)
W(@u{x:al,xe)~W(Hx:a},x)=(57)~s=Id, 7=«
WX :a},x) ~ (Idy,inst(a)) ~ (ldi, a)
W(@ Idi u {f:gen(z ldi, o » a)},f f) = (S2,7") ~
S2=[B:=0,0:=y>7],7" =77
W({f Va.ao — Oz}, f1 fz) =
(Idx Id3 [B:=0,0:=y>~],0 [0 =y —>~]) ~
([5::575::7_)7]77_)7)
W({f:Va.a - a},fi)=(s1,7") ~ s =ldo, 7" =5 > f
W({f:Va.a - a}, fi) ~ (Ids, inst(Va.ao —> &) ~ (ld2, 8 — )
W{f:Va.a - a} ld, §) = (S, 7") ~ So=lds, 7" =y > v
Ss=U{(B—B) ldz=(y—7)—>d},e) ~[B:=0,0:=7 7]

grlet f=Xxxinff:y—->y
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