Az el6zd eldadas tartalmabol



Tipuskikdvetkeztetés (ismétlés)

» Tipuskikdvetkeztetés, a tipus rekonstrukcioja:
Adott E esetén létezik-e 7, hogy o+ E: 7 ?

» Tipusozas korladtozasokkal: a korlatozasok generalasa,
azok megoldasa

» Korlatozas (constraint): tipuskifejezések kozti egyenléség
» Egységesités (unification): a korlatozasok
egyenletrendszerének megoldasa

» Curry-tipusrendszer + 1et-polimorfizmus = Hindley-Milner
tipusrendszer

» Hindley-Milner tipusrendszer + polimorfikus rekurzié =
Milner-Mycroft tipusrendszer (hamarosan)
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Hindley-Milner: szintaktika, tipusok (ismétlés)

Definicid. Az egyszerii 1et-kifejezés szintaktikadja
<\-kifejezés> := <valtozo>

(\ <valtozo> . <\-kifejezés> )

(<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

let <valtozo> = <\-Kifejezés> in

<\-kifejezés>

—— —

Definicio. A Hindley-Milner-tipusrendszer tipusai

<tipus> = <egyszer( tipus>
| (VY <tipusvaltozé> . <tipus>)
<egyszerl tipus> = <tipusvaltozo>

| (<egyszerl tipus> — <egyszeri tipus>)

7: egyszeri tipus (monotipus), o: tipusséma (politipus)
Va.o =Vaq.Vas..... Vap.o =Vajag...an.o (n>0)
gen(l',7) =Vaqag...apT, inst(c) =
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Wh-algoritmus (ismétlés)

(ld,inst(c)), ha{x:c}el
fail egyébként

1. W(r,X) ~r {

W, \x.E) ~ (s,as—rT),ahol

2.1. W[l u{x:a},E)=(s,7)és aUjvaltozd
3. W(IILEF) ~ (51883, 83),ahol
3.1. W(r>E) = (3117-,)!
3.2, W(T s1,F) = (s2,7"),
3.3. S3=U({T" sp=7" > a},e) és
« Uj valtozé
4. W(l,let x=E in F) ~ (51 S2,7"), ahol
4.1, W(T,E) =(s1,7"),

42, W(T su{x: gen(l s1.7)}.F) = (s2,7")
I s: I minden x : o elemére végrehaijtjuk az x : o atalakitast.
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W(@,let f=Xx.x in f f) (ismétlés)

W(@,1let f=Xx.xin ff)=(ld 2, 7") ~ ([B:=6,8 ==y > v],7 =)
W(Q,)\X1.X2)=(S1,T,) ~r 54 =Id1,7"=()é—>04
W(Q,AXLXQ) = (S,Oz S — T) ~ (Id1,a Id; - a)
W(@u{x:al,xe)~W(Hx:a},x)=(5,7)~s=Id, 7=«
WX :a},x) ~ (Idy,inst(a)) ~ (ldi, a)
W(@ Idi u{f:gen(z ldi, o - a)},f f) = (S2,7") ~
S2=[B:=6,0:=y->7]7" =77
WHf:Va.a—»a},fi b) =
(Id2 Ids [/8 = 576::7%7]76 [5 :’YA)’Y]) ~
([B=6,0=y=>7],7—=>"7)
W({f:Va.a - a},fi)=(s1,7") ~ s =ldo, 7" =5 > f
W({f:VYa.a - a}, fi) ~ (Ids, inst(Va.ao »> &) ~ (ld2, 8 — )
W{f:Va.a - a} ld, §) = (S, 7") ~ So = lds, 7" =y > v
Ss=U{(B—B) ldz=(y—7)—>d},e) ~[B:=0,0:=7 7]

grlet f=Xxxinff:y—->y
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A J-algoritmus



J: bevezetés

Definicio. A 7-algoritmus

A T -algoritmus egy adott T tipuskérnyezethez és egy E
kifejezéshez meghataroz egy r tipust, vagy fail hibajelzéssel
megall:

-
J:PxE~ { fail

Tétel. A 7-algoritmus helyessége

Ha J(T,E) =1 és s az eredménylil kapott helyettesités, akkor
Frs-E:7s.

Tétel. A J-algoritmus teljessége

Ha J(T',E) =7 és a helyettesités s, és egy 7’ tipusra és egy s’
helyettesitésre T s' + E : 7' §' is fennall, akkor van olyan s”
helyettesités, amelyre ' = inst((gen(T s,7)) s") és
rs'=rss’.
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J: szabalyok

1. J(,x)

inst(c), ha{x:o}el
fail egyébként

2. JI,\x.E) ~ «a - ,ahol

2.1. J(Tu{x:a},E)=rés aUjvaltozé
3. J(LEF) ~ «,ahol
3.1. J(TE)="1,
3.2. JF)y=71",
3.3. s=sU(T"s=(7"—>a) s,¢)) és
« Uj véltozé

4, J(,let x=E in F) ~ 7", ahol
41. J(E)="1,
4.2. JTu{x:gen(l s,7"s)},F)=1"
s = Id kezdetben

A 3. pontban nem kell meghatarozni 0j helyettesitést, csak
nyilvantartani a korlatozasokat — az egységesités elhalaszthaté
a 4. pontig [8..37]



J: példa: J(@, Ax.x)

Ss=1d, TJ(3, \X.X) ~ T(B, \Xy.Xo) ~a—>T~a—>«
J(@u{xi:al,Xo)=T~T=«
J({x1:a},x2) ~ inst(a) ~ «

TFEIMXX:a—>«
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J: szabalyok

inst(c), ha{x:o}el
1. J(x) ~ { fail  egyébként

2. JI,\x.E) ~ «a —,ahol

2.1. J(Tu{x:a}, E)=rés aljvaltozd
3. J(LEF) ~ a,ahol
3.1. J(TE)="1,
3.2. J(TF)y="1",
3.3. s=sU(T"s=(7"—>a) s,¢)) és
a U] valtozé

4, J(,let x=E in F) ~ 7", ahol
4.1. J(E)="1,
4.2. JTu{x:gen(l s,7" s)},F)=1"

s = Id kezdetben
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J:példa: 7({x:a},x x)

s=ld,J({x:a},xx) ~T({x:a},x1 Xpg) ~ fail
J{x:al,xq)=7"~>7"=a
({x:a},xq) ~ inst(a) ~ «
J{x:a}l,x)=7"~71"=0«
({x:a},x2) ~ inst(a) ~ «
s=IdU(ald=(a—p)Ide)) ~U({a=a— B},e) ~
fail
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J: szabalyok

inst(c), ha{x:o}el
1. J(x) ~ { fail  egyébként

2. JI,\x.E) ~ «a —,ahol

2.1. J(Tu{x:a}, E)=rés aljvaltozd
3. J(LEF) ~ a,ahol
3.1. J(TE)="1,
3.2. J(TF)y="1",
3.3. s=sU(T"s=(7"—>a) s,¢)) és
a U] valtozé

4, J(,let x=E in F) ~ 7", ahol
4.1. J(E)="1,
4.2. JTu{x:gen(l s,7" s)},F)=1"

s = Id kezdetben
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J:példa: J(@,1let f=Ax.x in f f)

s=1d,J(@,let f=dxxinff)=7"~§
J(@, MxX)=7"~T' =a-a
J(@, M%) =a—>T~a—>a«a
J(@ui{xi:al,x2) =7~ J({x:a},x)~inst(a) ~a~T1T=a
J(@u{f:gen(z Id,(a — ) ld)},ff)=7"~§
J{f:Vaa—>al,ff)~T{f:Vaa—>al,fh)=0~0
J{f:Vaa—-alfi)=cd" ~c' =>4
J{f:Va.a—>a},fi) ~inst(Va.a > a) ~ -
J{f:Vaa-alh)=c"~0c"=y->~
J{f:Ya.a - a},h) ~inst(Va.a - a) ~ v -
s=ldU(B—-PB)Id=((y—>v)—>0d)Ide)) ~
U{B—B=(y—>7)~>6}e)
[85=6,8:= 7 — 1]

@[ﬂ1=5,52=7—>7]|—letf:AX.Xinff:d[ﬁ::d,(S::'y—wy]
grlet f=Xx.xinff:y >~
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Az M-algoritmus



M: bevezetés

Definicié. Az M-algoritmus

Az M-algoritmus egy adott I tipuskérnyezethez, egy E
kifejezéshez és eqgy T tipushoz meghataroz egy s
helyettesitést, vagy fail hibajelzéssel megall:

s
M-I'><E><T—>{ Fail
Kérnyezetfliggd, felllrdl-lefele halad6 kdvetkeztetés: E F
esetén az E feldolgozasa utan rdgtdn ellendrizni, hogy E
flggvény-e.

Tétel. Az M-algoritmus helyessége
Ha M(T,E,7)=s, akkorT s+ E: T s.

Tétel. Az M-algoritmus teljessége

Ha egy T tipuskérnyezetre és egy E kifejezésre van olyan
tipus és s’ helyettesités, hogy I' s’ + E : 7' s', akkor
M(T,E,T) = s létezik, és van olyan s” helyettesités, amellyel
s'=ss". [15..37]



M szabalyok

2.2.

3.1.
3.2.

4.1.
4.2.

U({T=inst(o)},e), ha{x:o}el

M(T,x7) ~ { fail egyébkeént
M, x.E,7) ~ 81 8, ahol

si=U({r=a~B}c)es

a és 3 Uj valtozék

32=M(r S1 U{X:OzS1},E,5 31)
M(,EF,7) ~ 84 8p,ahol

sy =M(IE,a— 1), a U] valtozd

SZZM(F 81,F,a S1)

M(T,1let x=E in F,7) ~ 81 Sy, ahol
sy =M(T,E,a), a (j valtozd
So=M(Isyu{x:gen(l s;,as1)},F,7)
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M: példa: M(z, \x.x,T)

M(B,2XX,T) ~ M(B, X1 . X2, T) ~ [T=a— B][B:=a] ~
[T=a-p,8:=a]
si=U{T=a~-p}e)~[r:=a->p]
S=M@[tr=a-Blu{x:a[r=a-8]}X,0[r=a->p8]) ~
M({x: a}, X2, B) ~
M([{X : a}],Xz,ﬁ) ~U{B =inst(a)},e) ~U({B = a},e) ~
Bi=a

Glr=a->8,8=a]lrXxx:7[T:=a—3,0:=qa]

TFHIXX:a—>
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M szabalyok

2.2.

3.1.
3.2.

4.1.
4.2.

U({T=inst(o)},e), ha{x:o}el

M(T,x7) ~ { fail egyébkeént
M, x.E,7) ~ 81 8, ahol

si=U({r=a~B}c)es

a és 3 Uj valtozék

32=M(r S1 U{X:OzS1},E,5 31)
M(,EF,7) ~ 84 8p,ahol

sy =M(IE,a— 1), a U] valtozd

SZZM(F 81,F,a S1)

M(T,1let x=E in F,7) ~ 81 Sy, ahol
sy =M(T,E,a), a (j valtozd
So=M(Isyu{x:gen(l s;,as1)},F,7)
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M: példa: M({x:a},x x,7)

M x:al, x x,7) ~ M{{X:a}, Xt Xo,7) ~ [a:=0—>T] S2 ~ fail
si=M{x:a},x1,>7) ~ [a:=8->T]
M x:a},x,8->7)~U{B - T=inst(a)},e) ~
U{B—T1=ate)~la=8->r7]
S=M{x:a}[a=8>7],X%,Bla=8->7T])~
MEX:8->7hX%,B8) ~U{B=inst(B—>T)},e) ~
U{B=p—>T7}e)~ fail
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M szabalyok

2.2.

3.1.
3.2.

4.1.
4.2.

U({T=inst(o)},e), ha{x:o}el

M(T,x7) ~ { fail egyébkeént
M, x.E,7) ~ 81 8, ahol

si=U({r=a~B}c)es

a és 3 Uj valtozék

32=M(r S1 U{X:OzS1},E,5 31)
M(,EF,7) ~ 84 8p,ahol

sy =M(IE,a— 1), a U] valtozd

SZZM(F 81,F,a S1)

M(T,1let x=E in F,7) ~ 81 Sy, ahol
sy =M(T,E,a), a (j valtozd
So=M(Isyu{x:gen(l s;,as1)},F,7)
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M: példa: M(@,let f=Ax.xin ff 1)

M(B,let f=Axxinff 1)~
[a:=8—>7y,v:=0][T:=p,0:=p,p=0->n]~
[a=f—=v,7:=0,T=9¢,0:=p,0:=0->1]

= M(@, Ax.X,a) ~ [a:= - 7,7 :=f]
M(® AX1.Xp, @) ~ [ari= - 7] [7 B] ~ [a= B =, = f]
=U({a= 5—>v} ) ~ [a:=8—>7]
=M(2 [a:= YIulxi: B la=8 -]} X,y [a=8->79]) ~
M({X }XZ:’Y)“”U({’Y inst(8)},e) ~U{v = B},e) ~ [v:=p]
2= M@ [a=8->~y]u{f:gen(@ [a:=8—>v],ala=8->y])},ffT)
A’/\/l({f: Vﬂ'ﬁ_)ﬂ}vﬁ f277-) ~ [T = 9,6 = 90] [S" ::77_’77] ~
[T:=¢,0:=¢p,p:=n->n]
=M{f:VB8.8- B}, f,0 > 1)~
U —»T=inst(VB.8 - B)},e) ~U{d > T=p—>p}e) ~
[7:=p,0:=¢]
2 = M{f: V8.8 -8} [T:=p,0:=0],k,0 [T:=¢,0:=¢]) ~
M{F:VB:8 = B}, fo,0) »U({p=inst(VB: 8~ B)},e) ~
U({n—n}e) ~ [p=n->n]

grlet f=Xxxinff:n-n
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Rekurzid



Bevezetés: visszatérés a tipus nélkili A-kalkulushoz

Rekurziv matematikai fliggvény (x = E alakban):
X=...X...

ebbdl készithetd egy \-kifejezés:
F=Xx....x..., F=)x.E

Erre x = F x, ahol x az F fixpontja, amelyet példaul az alabbi
fixpont-kombinatorokkal adhatunk meg:

Y=x.(Ayx(yy)) Qyx(yy))
O=(Mxyy(xxy)) (Mxyy(xxy))
x=YF
x=Y (M. ...x...)
x=Y (AX.E)
Rovidités:
Y (Mx.E)=fix x.E
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Bevezetés: a HM-tipusrendszer bdvitése

Definicié. A HM-tipusrendszer bovitett szintaktikdja

<tipus> = <egyszer( tipus>
| (V¥ <tipusvaltozé> . <tipus>)
<egyszerl tipus> = <tipusvaltozo>

| (<egyszerl tipus> — <egyszeri tipus>)

<\-kifejezés> i=  <valtozo>
| (\ <valtozo> . <\-kifejezés> )
| (<\-kifejezés> <\-kifejezés>)
| let <valtozé> = <\-Kifejezés> in
<\-kifejezés>
| <fix-kifejezés>
<fix-kifejezés> = fix <valtozos> . <\-kifejezés>

fix: monomorf
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Bevezetés: a HM-tipusrendszer £ix kifejezésekkel

Definicié. A HM-tipusrendszer uj szabalya

A Hindley-Milner-tipusrendszernek a korabbi definicioban
megadott szabalyait a kbvetkez6 szaballyal bévitjik:

Mx:t-E:7

(VAL FIX)
N-fixx.E:r

7 monomorf: az x, az E és a fix x.E tipusa is 7, azaz nincs
polimorfizmus a rekurziéban.

[25..37]



Bevezetés: a rekurzid operacidés szemantikaja

Az Uj £ix x.E kifejezés operacios szemantikaja a
kdvetkezoképpen adhatd meg:

fix X.E — E[x:=fix Xx.E]

mivel a fixpont definicidja alapjan:
YF=F(YF)

azaz:

fix X.E=F (fix x.E) = (AXx.E) (fix x.E)
(A.E) (fix X.E) —g E[x:= fix Xx.E]
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Bevezetés: a W-algoritmus bovitése

(ld,inst(c)), ha{x:o}el

1. W(x) fail egyébként
2. W[, \x.E) ~ (s,as-rT),ahol
2.1. Wl u{x:a},E)=(s7)és aUjvaltozd
3. W(I,EF) ~ (s1 s2 83, S3), ahol
3.1. W(T,E) = (s1,7"),
3.2. W(T s1,F) =(s2,7"),
3.3. s3=U{7" so =7" > a},¢e) és a U] valtozd
4. W(l,let x=E in F) ~ (81 Sp,7"), ahol
4.1. W(T,E) =(s1,7),

4.2. W(T squ{x:gen(l s1,7")},F)=(s2,7")
5. W(I,fix x.E) ~ (84 So, T’ S2),

5.1. W u{x:8},E)=(sy,7"), § 0j valtozo

5.2. So ZU({ﬁ S = T’},E)
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Bevezetés: az M-algoritmus bdvitése

U({T=inst(c)},e), ha{x:o}el
1. M x,7) “’{ fail egyébként
2. M(I, \x.E,T) ~ sy Sp, ahol
2.1. St =U{T=a— F},¢e) és a és B Uj valtozok
2.2. Sg=M(FS1U{X:O¢S1},E,ﬁS1)
3. M(T,E F,7) ~ s sp, ahol

3.1. sy =M(I',E,a— 1), a (] valtozd
3.2. SQZM(I— s, F,« S1)
4. M(I,let x=E in F,7) ~ 81 S, ahol
4.1. sy =M(I,E, ), a (] valtozd
4.2. So=M(I syu{x:gen(l s;,a s1)},F,7)

[ 5. M(T,fixx.E,7) ~ M(Tu{x:7},E,7) ]
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A Milner-Mycroft-tipusrendszer



MM-tipusrendszer: polimorf fix-kifejezések

Definicio. A Milner-Mycroft-tipusrendszer szabalyai

Ha a Hindley-Milner-tipusrendszernek a korabbi definicioban
megadott szabalyat a kbvetkez6képpen maddositjiuk:

MNx:cr-E:o
(VAL FIX POLY)

N~ fixx.E:o

valamint a tébbi szabalyat modositasok nélklil atvessziik, akkor
a Milner-Mycroft tipusrendszer szabalyait kapjuk meg.

A rekurziv fiiggvények definiciojaban a tipusok tipussémak
(Yo alakuak).
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MM-tipusrendszer: szabalyok 6sszefoglalasa (1/2)

[+ o,x¢dom(l) (EN

(ENV @) V X)

@+ wf Mx:orwf
MN-wf,aeTV Fr-7r'.rer"
—————— (TYPE VAR) —————— (TYPE ARROW)

e S N
MNolMN-a M x:o "~ wf
————— (TYPE FORALL) - — (VAL x)

[+ VYa.o Mx:ol"-X:0

Fx:m'-E:7"

MrM-M.E:7' > 71" (VAL ABS)

[31..37]



MM-tipusrendszer: szabalyok 6sszefoglalasa (2/2)

rM-E:7' >7" T+F:7

r- EF:7"

(VAL APPL)

rN-E:o rN-E:o
(VAL GEN) —
- E:gen(l,o) [+ E :inst(o)

VAL INST)

r-E:o Mx:orF:71
NlNletx=EinF:7

(VAL LET POLY)

MNx:ocr-E:o

(VAL FIX POLY)
l-fixx.E:o
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MM-tipusrendszer: szintaktika-vezérelt valtozat

Definicié. A szintaktika-vezerelt
Milner-Mycroft-tipusrendszer szabalyai

Ha a szintaktika-vezérelt Hindley-Milner-tipusrendszer
szabalyait atvessziik és kiegészitjik a Milner-Mycroft
tipusrendszer el6z definicioban megadott szabalyanak
maodositasaval:

M{x:gen(l,7)}-E:7
M- rfix x.E :inst(gen(l', 7))

(VAL FIX POLY)

akkor a szintaktika-vezérelt Milner-Mycroft-tipusrendszer
szabalyait kapjuk meg.
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Hindley-Milner kontra Milner-Mycroft: példa

Hatarozzuk meg az alabbi kifejezés tipusait a Hindley-Milner és
a Milner-Mycroft tipuskikdvetkeztetéssel:

F'=fix x.((A\y z.y) (x (Au.u)) (x (Av w.v)))

Legyenu:ry, vimy, Ww:Ty

Hindley-Milner:
Au.U Ty > Ty
AV wW.v : Tv > Tw > Ty
X : oa—>f
Tu—=>Tu = Tv=>Tw > Ty
Tu = Tv
Tu = Tw—=>Tv
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Hindley-Milner kontra Milner-Mycroft: példa

F'=fix x.((\y z.y) (x (Au.u)) (x (Av w.v)))

Hindley-Milner:

AU-U © Tu Tu Tyu=>Ty = Ty =>Tw =Ty
AVW.Y @ Ty Ty > Ty Ty = 7

X oo~ /3 Ty = T Ty
Milner-Mycroft:

X : YavVB.a -3

Ay zy (7> 6) > Tz~ (7> 0)

XAvww) @ X (Ty=>Tw—>Ty) > Tz~ Tz

F'iv—6~VYavVp.a—f
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Hindley-Milner kontra Milner-Mycroft: példa

F'=fixx.(Ay z.(x (x z (Qu v.u)) y))

Hindley-Milner:

X : mo(u->Tv—oTu) T Tz = 7

X : T = Ty > T2 Tu —> Tv = Ty = Ty
T = T2

xX(xz(Auv.y))y Ty

Ayz.(x (xzQQuvw)y) : Ty oTzoT:

T2 = (Tu=> Ty > Ty) > 72 = Ty oTzoT:

Ty:Tz:Tu—)TV—)Tu
F' (ru»mv—>m) = (ru=>17>7) = (Tu > 7> 7u)
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Hindley-Milner kontra Milner-Mycroft:

F'=fix x.(Ay z.(x (x z (Au v.u)) ¥))

példa

Hindley-Milner:
X : o (Tu->TvoTY) 0T Ty = 7
X @ ToTy-oT2 Ty —=> Ty = Ty = Ty
T = T2
x(xz(Auv.wv))y S
Ayz(x(xzuvu)y) @ Ty-oT—>T:2
Tz—>(7'u—>7'|/—>7'u)—>7'z = Ty > Tz > Tz
Ty =Tz=Ty > Tv > Ty
F' (ru>7mv—>1) > (ru>1 > 1) = (Tu > v > 7u)
Milner-Mycroft:
X : VYaVpVya->pf vy
Xz (Auv.u) t X7y o (Ty = Ty = Tu) = 81 ~ O
X(xzAuvu)y = X:6—>T1 >0~ 0

F':71) > 7,56 ~VavBVy.a— B —7x
y
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