Az F, tipusrendszer



Fo: bevezetés
Polimorfikus A-kalkulus (PLC, \2), F-tipusrendszer (System F)
F1 .

id_Nat = Ax:Natx

id_Int = M:Intx

id_Bool = JAx:Boolx

id_Typey = Ax:Nat— Natx

id_Types = Ax:(Nat- Nat) - (Nat— Nat).x

Mivel ezek a fuggvényekben csak a tipusok kilénbdznek,
jeldljik a tipust egy « tipusvaltozéval:

id_« = AX:a.X tipusvaltozé

id = Aa.X\x:a.x tipusabsztrakcio (polimorf fliggvény)
id : YVa.a -« polimorf tipus

id [Nat] = id_Nat tipusalkalmazas (példanyositas)

id [Nat] = (Aa.X\x : a.x) [Nat] — Ax : Nat.x = id_Nat
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F>: szintaktika
Definicié. Az F, tipusrendszer szintaktikaja
<tipus> 1= <tipusvaltozé>
| (<tipus> — <tipus>)
| (V <tipusvaltozo> . <tipus>)

<\-kifejezés> := <valtozo>

(\ <valtozo> : <tipus> . <\-kifejezes> )
(<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

(N <tipusvaltozo> . <\-kifejezés>)
(<\-kifejezés> [ <tipus> ])

—— — —

Va.(a - ) Va.o - « a, 3,...: tipusvaltozék

Aa.(NB.F) = Aa.AB.F 7+ tipus
(E[7' D[] = E[[7"] vV ...: polimorf tipus
Aa.(E[T]) = Aa.E[7T] Ya.7: T az a hataskére

Az F; és a Hindley-Milner-tipusrendszerek tipusainak

altalanositasa
[3..27]



F>: szabad valtozok

Definicid. A szabad valtozo

FV(x) = {x}
FV(E F) = FV(E)uFV(F)
FV(Ax:7.E) = FV(E)~{x}
FV(Aa.E) = FV(E)
FV(E [7]) = FV(E)

Definicio. A szabad tipusvaltozo
FTV(«) = {a}
FTV(r'=7") = FTV(s")uFTV(r")
FTV(Va.T) = FTV(7)~{a}

FTV(a— B) = {a, B}
FTV(Va.a - B) = {8}

FTV((Va.a > B) = (VB.a > B)) = {B,a}
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Fo: tipuskérnyezet
Definicio. A tipuskérnyezet szintaktikdja

<tipuskérnyezet> 1= @&
| <tipuskérnyezet>, <valtozo> : <tipus>
| <tipuskérnyezet>, <tipusvaltozo>

valamint a kévetkez6 tulajdonsagokat kéveteljik meg:
» ha x4 T, X0 i €, akkor xy + Xo
» ha aq,ap €T, akkor aq + ap

dom(l') =lyulgy,ahol Ty = {X | X:TE I’}

Definicid. A tipuskérnyezet szabad tipusvaltozoi
FTV() ={a|{x:7}el ,aec FTV(7)}

Definicio. Jol formalt tipuskérnyezet

AT tipuskérnyezet jol formalt, ha szintaktikusan helyes és
F TV(F) clry.
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Fo: tipuskérnyezet, kbvetkeztetések

Példak a tipuskdrnyezet jél formaltsaganak vizsgalatara:

M={x:a-pB,y:Vyy-d}
FTV(F) ={a, 8,0}, T1v =@

M={a, B0, 0,9, x:a > B,y:Vy.y >4}
FTV(T) ={c, 8,6}, Trv ={e, B,6, 0,4}
Definicié. Az F, tipusrendszer kévetkeztetései

M~ wf I jol formalt tipuskérnyezet
M7 al kérnyezetben T egy jol formalt tipus
M- E:7 arl kérnyezetben az E kifejezés tipusa T
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F»: a tipusrendszer szabalyai (1/2)

M+ 7,x ¢ dom(l)

(ENV @) (ENV X)
o+ wif Mx:7+wf
M+~ wf, o ¢ dom(T) o, "+ wf
(ENV a) ———— (TYPE @)
o+ wf Mol +a
7' Me7" MarT
—— (TYPE ARROW) —— (TYPE FORALL)

Fer' 7 M-VYa.r
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F»: a tipusrendszer szabalyai (2/2)

Mox 7, T wi Cx:r' - E:7r"
VAL X VAL ABS
r,>X:7—vr”"X57( ) r!—)\X:T'.E:T'—>T"( )
I R M- F:r
- (VAL APPL)
r-EF:r

MNarE:7 (a¢ FTV(IN))
N Ao.E:Va.r

(TYPE ABS)

F+E:Va.r rer"
FeE[r"]:7'[a:=7"]

(TYPE APPL)

Hindley-Milner:

gen(l', 7) = TYPE FORALL + ENV « + TYPE « inst(r) = TYPE APPL
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Fo: példak tipusokra

Az F; tipusrendszerben a A-absztrakciok mar rendelkezhetnek
polimorf valtozdkkal, nincs szlikség a 1et utasitasra.

id (Ax.x)
- (AX.X = Na X a.X): Ya.a - «

twice (M Ax.f (f x))
g+ (AaXf:a—-alx:af(fx)):Va(a—a)—>a->a«

6nalkalmazas (Ax.x x)
G (AX:Va.a—ax[Vaa—a]l x): (Vaa->a) > (Va.a— a)

Az F, tipusrendszerben mar megjelenik az énapplikacio
tipusozasal
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F»>: példak tipuslevezetésekre

id (Ax.x)
- (AX.X = Na X a.x): Ya.a - «

@+ wf,a ¢ dom(T')
o+ wf

a+a,x ¢ dom(T)

o, X o+ wf

a,X:akFX:xo

akF (AX:aX):a->«

(N XX :a.X): Va.a -«
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Fo>: példak tipuslevezetésekre

twice (M Ax.f (f x))
G+ (ANaXf:a—»alx:af(fx)):Va(a—>a)—>a->a

A faggveény Fi-beli alakja:
(M:A->AXM:Af(fx):(A-A) A=A

Helyettesitsiik az A tipust az « tipusvaltozéra:
M:ia— adx:af (f x)

Tipusabsztrakcio bevezetése:
AN Af:a— a x:a.f (f x)

A polimorf figgveny tipusa:
Va(a—a) > a—«
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F»: operacios szemantika, tipusvaltozok helyettesitése

Definicio. Tipusvaltozo helyettesitése tipusban
_ _J ™ haa=p
1. alf:=r] —{ o egydbként
2. (F'>B=7] =7[8:=7]~>7"[B:=1]

NCh | Var'[B:=7"] haa#pB,a¢ FTV(T")
8. (ar)p=71 = { Va.r' egyébként

Definicio. Tipusvaltozo helyettesitése tipusabsztrakcioban

Na.E haa=p

(A.E)[B:=7] = { ANa.E[B:=T] haa#p,a¢ FTV(r)
Aa.E egyébként

[12..27]



F>: operacids szemantika, a-konverzid

Definicio. Tipusok a-konverzidja
Ha s ¢ FTV (1), akkor Vo.T «»,, VB.7[a = B].

Definicié. Az a-konverzio
Ha g ¢ FTV(E), akkor Aa.E <> N3.E[av:= ].
Lemma. Az a-konverzio tipusszabalya

I Aa.E:Va.r,B¢ FTV(E), 3 ¢ dom(T)
[~ AB.E[a:=B]:YB.7[a =]

(CONV a)
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F»: operacios szemantika, kétés, tipusalkalmazas
Tétel. Kotott tipusvaltozo helyettesitése a tipusban
HavVo.r «»o VB.7[a:= 3], akkor T + E : Va.T esetén
I~ E:VB.7[a:= 3] is fennall.

Tétel. K6tott tipusvaltozo helyettesitése a kérnyezetben
HavVoa.r <o VB.7[a:= 3], akkor T, {x: Va.7} + E : 7' esetén
M {x:VB.7[a:=p3]}+ E: 7 is teljesdil.

Tétel. A tipusalkalmazas [3-redukcidja

Ha FTV(7) c FTV(E[a:=T]), akkor (Na.E) [1] =4 E[a:=T].

Tétel. A tipusalkalmazas -redukcidjanak tipusszabalya

I (Aa.E)[7]:7',FTV(7) < FTV(E[a = 7])
M Ela=1]:7

(CONV )
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F»>: példak tipusalkalmazasokra

id=AaXXx:ax:Va.oa—«a

id [Nat] = (Aa.Ax : a.x) [Nat] -5 Ax : Nat.x = id_Nat

id [Int] -5 id_Int

id [Bool] =3 id_Bool

id [Nat] 3 = (Aa.Xx : a.x)[Nat] 3 —5 (Ax : Nat.x) 3 =
id_Nat 3 —+33

twice=AaAf:a—adx:af(fXx):Va(a—a)>a—>a

twice [Nat]: (Nat - Nat) — Nat - Nat
twice [Nat— Nat]:
((Nat — Nat) - (Nat - Nat)) - (Nat - Nat) - Nat - Nat
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F»: tulajdonsagok
Tétel. Az eros normalizalas tétele
Az F, tipusrendszerben az E : T jol tipusozott kifejezésnek
nincs végtelen -redukcids sorozata.
Tétel. A normalizalas tétele
Az F, tipusrendszerben minden jol tipusozott \-kifejezésnek
van normalformaja.
Tétel. A tipusmegmaradas tétele
HalT - E:7ésE — F,akkorT + F: .

Tétel. A haladas tétele
Ha E egy jol tipusozott, zart kifejezés, akkor

» E egy érték (valtozd, absztrakcid), vagy
» van olyan F kifejezés, hogy E — F.
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Tipusok az F, tipusrendszerben



Fo: az Absurd tipus

Absurd=Vo.«
Absurd := &
Nincs olyan E kifejezés, hogy Aa.E : Va.«. Ekkor E tipusa «,

ezért:

» E # Xx...., mert ekkor E tipusa 5 — T alaku,
» E#NS...., mert ekkor E tipusa V3. .. alakd,
» E # x, mert ekkor x szabad valtozé

lenne.
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F>: a Unittipus

Unit=Voa.a - «
Unit:= {unit}

unit = Aa . A\X:a. X
—— N———
Yo « o
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F>: a Bool tipus
Bool=Va.a > a - «
Bool:= {true, false}

true
false

N AX Ayt a.x
N AX . y oy

if = Ax:BoolNa Ny :a z:ax[a]y z
if:Bool—- (Ya.ao » a — «)

if true [Nat]12=

(Ax : BoolAa. Ay : . z:a.x [a] y Z) true [Nat] 12 —3
(A Ay :adz:a.true [a] y 2) [Nat] 12 —p

(Ay: NatAz: Nattrue [Natly z) 12—}

true [Nat] 12 = (AaAx:a\y:a.x) [Nat] 12 —3

(Ax: NatAy: Natx) 12— 1
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F>: a Bool tipus

and = A\x: Bool\y : BoolAa.Au:aAv:ax[a] (y[a]Juv)v
and: Bool -» Bool - Bool

or = A\x: Bool\y : BoolAaAu:a.\v:ax [a] u(y [a]uv)
or : Bool - Bool - Bool

not = Ax: BoolAa.\y :a z:a.x [a] zy
not : Bool - Bool

not true =

(A : BoOLABNy : BAZ:B.x [B] Zy) (Ao dX:a\y :a.X) —p
NBAY : BAZ: B.(NadX: o y:ax)[Blzy —5

NBAY : BAZ:B.(AX:BAYy:8.X)ZYy —«>E

ANB.AY : BAZ: 5.2+, false
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F>: a Nattipus

Nat=Va.(a > a) >a >«

Nat:= {cy, Cy,Co,C3, ...}

Co
C1
Co
C3

Cn

Ao — a XX :a.x
ANaXf:a— adx:a.fx

AN Af:a— adx:a.f (f x)
AaXf:a— adx:a.f (f (f x))

ANaMf:a - adx:a.f"(x)

succ = An: NatAaAf:a - adx:a.f (n[a] fXx)
succ : Nat - Nat

zero = Ax : Nat.x[Bool] (\y : Bool.false) true
zero : Nat - Bool
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F>: a Nattipus

add = Ax:NatAy:NatAap:a—alg:ax[a]p(y[a]pQq)
mul = Ax:Natly:Nathap:a—a.y[a] (X [a] p)
exp = Ax:Nat\y:Natha.y [a—a] (x[a])

expl12=

(Ax: NatAy : NatAa.y [a —» o] (x [a])) 12 —5

A2 [a—a] (1[a]) =

Na.(NaAf:a - adx:of (Fx)) [a—a] (1[a])—>g
Na.(Mf: (= o) > (= o) \x:a—af(fx))(1[a]) =3

ANaAf:a— adx:a.fx)=1
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F>: a Pairtipus
Pair= Aa.NBNvy.(a = B —>7) >~

Pair:= {pair x y}

pair = AaABAX . Ay :BAY I NZ:a > [ —>~v.zZXYy
pair:Va.VB.a - B - Pair,g

first = Aa.NB.AZ: Pairyg.z [o] (AXx:a. Ay : B.X)
first:Va.VB.Pair,.z = o

second = Aa.AB.AZ : Pairyyp.2 [B] (AX Ay : B.y)
second: Va.VB.Pair,.z = 3

firstaxg (Pairaxg V W)=

(Ax: Pairy,g.x [a] (Ay:a.Xz:3.y)) (pairexg V W) —»
(pairgg VW) [a] (Ay:adz:B.y)=
(MAz:a—->B->vzvw)[a] Ay:adz:[y) ="
(A\y:aXz:By)vw—=tv
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Fo: a Listtipus

List=NaVB.(a > —>p)—> -0

List:={nil,cons X xS}

nil =Aa.(ASAC:a— B - B.An:[5.n) cons
nil:Vea.List,

cons = Aa.Ah: a.\t: (List[a]). Xy cons
(ABAXC:a— 3= p.An:B.ch(t[B]cn))

cons : Ya.a — List, — List, X2 cons

X1, %, ...xn] = (X1 (2 (o (s [])2))) = xs nil

cxi(cxa (... (Cxmn) ...))
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Fo: a Listtipus

cons [Nat] 3 nilpg=

(Aa.Ah:a\t: List,. (ANBAC:a— B> B.An:B.ch(t[B] cn)))
[Nat] 3 nilng —*

AB.Xc:Nat— 3 — B.\n:3.c3 (nilng [B] € N)

nilng [B] cn=(AB.Ac:Nat— 35— 5. n:5.n)[B]cn—"n

cons 3nilpg=
AB.Xc:Nat— 3 — pB. n:5.¢c3n
cons 4 (cons 3nilpgy) =
AB.Xc:Nat— - . n:3.c4(c3n)
cons 5 (cons 4 (cons 3nilpg)) =

AB.Xc:Nat— - p.An:3.c5(c4(c3n))
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Fo: a Listtipus

null = Aa.)x:List,.x [Bool] (\y:a.Az: Bool.false) true
head = Aa.x:List,.(x [a] (A\y:a.\Z:a.y) error,)
length = Aa.Ax:List,.x [Nat] (\y:a.Az:Nat.+ z1)0

sum = Aa.)X: Listyg.x [Nat] (A\y : NatAz: Nat.+ y z) 0

null [a] nil, =

(Aa.Ax : List,.x [Bool] (A\y : a.Az : Bool.false) true) [a]
(AB.XCc:a— (- B n:5.n) —

(Ax : List,.x [Bool] (\y : «.Az: Bool.false) true)
(AB.XC:a— (- B n:5.n) —

(AB.AC:a— - B.An:3.n) [Bool]
(A\y:a.A\z:Bool.false) true —

(Ac:a — Bool - Bool.An: Bool.n)
(A :a.A\z:Bool.false) true —" true
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