Fo: primitiv rekurziv fliggvények

Definicid. Primitiv rekurzio

Legyen k : Nat egy konstans és h: Nat — Nat — Nat flggvény.
Legyen az f : Nat — Nat fliggvény primitiv rekurzidval valé
megadasa a kbvetkezo:

fo = k
f(succn) = hn(fn)
fo = Kk

f1 = hOk

f2 = h1(h0k)

f3 = h2(h1(h0k))

Az F, tipusrendszerben lehetdség van primitiv rekurziv
flggvények leirdsara.
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Fo: primitiv rekurzi6 a Pair tipussal
Primitiv rekurzi6 megadasa a Pair tipus segitségével:

f:a— (Nat—a—a)—> Nat—«
f=X:a:An: Nat.secondnaa (N [Pairnatxa ]
()\V : PairNatxa'pairNatxa
(succ (firstnata V))
(h (firStNatxa V) (SeCOndNath V)))
(pairNatxa 0 k))

ahol h: Nat - o - o
"n"EF=E(E(...(EF)..))

| S —
n

pairyannat O k

pairnamnat 1 (h 0 k)
pairnatNat 2 (h 1 (h 0 k))
pairnana3 (12 (h1(h0 K)))
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Fo: primitiv rekurzio, Ackermann-fiiggvény

Az Ackermann-fliggvény egy olyan totalis figgvény, amely
rekurziv, de nem primitiv rekurziv:

Ack(0,n) = n+1

Ack(m+1,0) Ack(m,1)

Ack(m+1,n+1) Ack(m,Ack(m+1,n))
Ack = \m: Nat.m [Nat - Nat]

(Af: Nat— Nat.\n: Nat.n [Nat] f (f1)) succ

Ack22 —"7

m|n=0 n=1 n=2 n=3
0 1 2 3 4
1 2 3 4 5
2 3 5 7 9
3 5 13 29 61
4| 13| 216_3|22°_3|22" _3
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Az F?2 tipusrendszer



F2: bevezetés

F. tipusrendszer: minden tipus a Top altipusa

F> tipusrendszerben:

Bool = Yaa->a->«a
true = AaAX:aAy:ia.x
false = Aa.XX:aly:a.y

F2 tipusrendszerben:

AN Ax . Ay : Top.x
ANadx: Top. Ay : a.y

true’
false’

true’ : Bool ?
true’ ~true ?
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FZ2: szintaktika

Definicié. Az F2 tipusrendszer szintaktikdja

<tipus> = Top

<tipusvaltozo>

(<tipus> — <tipus>)

(V <tipusvaltozo> <: <tipus> . <tipus>)

—_—— —

<\-kifejezés> := <valtozo>

(\ <valtozo> : <tipus> . <\-kifejezes> )
(<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

(\ <tipusvaltozé> <: <tipus> . <\-kifejezés>)
(<\-kifejezés> [ <tipus> ])

—— — —

Va.(a—>a) = Vaa—-a Aa(E[T]) = Aa.E[T]
Aa.(NG.F) = AaNB.F  a<:Top = «
(EFDI = EFIF] xiTop = x
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FZ2: tipuskoérnyezet, kdvetkeztetések
Definicio. A tipuskérnyezet szintaktikdja

<tipuskérnyezet> = @
| <tipuskérnyezet>, <valtozo> : <tipus>
| <tipuskérnyezets, <tipusvaltozo> <: <tipus>

valamint a kévetkez tulajdonsagokat kdveteljiik meg:

» haxy:11,X:m€el, akkor xq + Xo
» haaq,as €T, akkor aq # an

Definicié. Az F2 tipusrendszer kévetkeztetései

I~ wf ar jol formalt tipuskérnyezet

MN-r<7' al kérnyezetben T a v’ altipusa

M7 al kérnyezetben T egy jol formalt tipus
r-E:r al kérnyezetben az E kifejezés tipusa v

- E< F:7 azE ésF ekvivalens t tipusu kifejezések
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F2: a tipusrendszer szabalyai (1/3)

I+ 7,x ¢ dom(l)

(ENV @) (ENV Xx)
&~ wf Mx:7+~wf
M7, ¢ dom(T) = wf
(ENV av.) (TYPE Top)
M o< 7+ wf I+~ Top
T Tr7" Moo<or, T - wi
—— (TYPE —) (TYPE o)

M7 > Ma<rnMra<r

Na<trF71
—— (TYPE V)
-Va< 7.7
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FZ2: atipusrendszer szabalyai (2/3)

r’,X:T,r”I—Wf r,XIT,I—E:T” \
VAL
r,vX:7'7r"'—X17'(VALX) ri—)\X:T'.E:T'—>T"( )
r-E:7" -7" Mr-F:r
T EE. (VAL APPL)
Na<trE: 7 (VAL AL)
VAL N
NrN-ANa<r.E:Va< .17 <
MN-E:Va< 7.7’ M-7"<r
M- E[T"] : T’[Oz = 7-"] (VAL []<)
r-E:r M-r<7
FE (VAL SUB..)
- T
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FZ2: a tipusrendszer szabalyai (3/3)

=7 =7
— (suB Top) —— (SUB REFL)
IN-7<:Top MN-r<r1

Me-r< 7 M7 < 7"

SS—— (SUB TRANS)

Me-+"<r Mre+"<+"

(suB —)
Trer->7"<7" 57"

7" < 7 kontravariancia, 7"’ <: 7" : kovariancia

Mr-+"<r Noa<t=7"<7"

(suB V)

MN-va< 71" <vVa<1'.7"
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F2: tipusok ekvivalenciaja (1/3)

M- E:Top N=F:Top
N-E< F:Top

(EQ Top)

Fr-E:r l-EeF:7 )
——— X (EQ REFL ——— X (EQ SYMM
I’I—EeE:T( ) FI—FeE:T(

r-E<F:r N-F< G:7

rMN-E<=G:r

(EQ TRANS)

Minden Top tipusu kifejezés ekvivalens: nincsenek miveletek,
ezért ezeket nem lehet megkllénbdztetni.
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F2: tipusok ekvivalenciaja (2/3)

x:tTrEeF:7

VAL A\ EQ
rl—/\X:T.Eé/\X:T.F:T—»T’( )

rT-E< E:7-7 -Fe F':71

r-EF<=E F':7

(VAL APPL EQ)

Na<rrE< F:7'

VAL A EQ
rl—/\a<:T.Ee/\a<:T.F:Va<:7'.T’( )
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FZ: tipusok ekvivalencigja (3/3)
Polimorfikus tipusapplikacio:
lN-E<e F:Va< 1.7 MrN-r"<r r-7"<r

e rla=7"] <71 M7 la=7"] <7

e E[T”] P F[T"’] :7_iv

(VAL [] EQ)
ha viszont csak E[7"] < F[7"'] a célunk:

Nl-E< F:Ya<T1.1 re-7"<r1
M- E[™" < F[7"]: 7' [a:=7"]

(VAL []< EQ)

Az igy keletkezb tipusrendszer az F2
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F2: tulajdonsagok

Tétel. Tipuskérnyezet gyengitése

Harl + 7 <: 7, akkor

Mx:70"-wf = [ x:7,"+wf
Mx:7'\M-Jd = [x:7,["-Jd
és

Ma<7 . IM"-wf = [Ma<r,T"-wf
Ma<M"M-Jd = HMa<n,["-J

Tétel. Tipus helyettesitése
HarTl ~ 7 <: 7', akkor

Ma<7' IM"-wf = [HMa=71],"a=71]+wf
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F2: tulajdonsagok

Tétel. Az alarendelés tétele ekvivalens kifejezésekre

Halr-E<e= F:7ésT+~1<1',akkorT- E <= F:1'.

Tétel. Absztrakciok egyenlosége
Hal 7" <7 Tw1"<7"ésl,x:7+- E < F:7", akkor
rN-Mx:7.E < MNx:7.F:7'>71"

éshalrv-r <rla<rt+7"<7"Tx:7-E< F:7",
akkor

lN-Aa<17.E o MAN<7 .F:VYa<7'7"
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F2: tulajdonsagok

Tétel. Ekvivalens kifejezések 3-redukcidja
Hal,x:7- E< E': 7" ésT+ F < F': 7, akkor
rN-(M:7.E)F = FE'[x=F]:7
és ha
Nx:tT+E < E :7'éslT+7"<r7
akkor
r-Na<1E)[7"] < E'la=1"]:7[a:="1"]

Tétel. A targyredukcio tétele
HalT-E:7ésE — F, akkorT + F : 7.
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Tipusok az F2 tipusrendszerben



FZ2: A Bool tipus

Az F, tipusai elérhetbek F2 esetén is:

Bool = Vaa—->a—>a
true = AaAX:ay:ia.x
false = Aa.XX:a)y:a.y

A Top alkalmazasaval azonban az F; tipusainak az F2 esetén
tobb elemik van:

true’ = AaXx:a.\y:Top.x:Va.a— Top— «
false’ = AaXx:TopAy:a.y:Va.Top—a—«

és a SUB Top és VAL SUB.. szabalyok mentén:

Va.a > Top—>a < Bool, true':Bool
Va.Top—>a - a <: Bool, false':Bool
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F2: A Nattipus

Nat = VaVas<aVaz<a.(a—>as)—>a; >«
co : Nat,

¢ : Nats, (i+0)

Coy = AaNag < aNaz <o f:ro— as X :az.X
Nat, = VaVas< aVaz<a.(a—>as)—>az;—>az

succ : Nat - Natg

C1
Nats

NaNag <t aNoy <t e Mfro— ag. AX o f X
VaVas <t aVaz < a.(a—> ag) > az = as

(az <t ) = Nat; <: Nat, (as <: ) = Nats <: Nat
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F2: A Listtipus

F> esetében:

nil : Vea.lList,
nil = Aa.(AB.XC:a— - p.An:4.n)
List = VYaVB(a—-pB->p)->p->p

Anil, ésnil,~ kifejezések a List] Top] tipusra nézve
ekvivalensek:
@+nil < nil:Va<: Top.List @+ 1 < Top o+T1"< Top
o + List[7'] <: List{ Top] I+ List[7"] <: List[ Top]
nil[r'] < nil[r"]: List[ Top]

hasonléan List[7"'] <: List] Top] is belathato:
T'<Top  f>B<f-p -
Tp-jopar—pog <Pl
(t">B-p8)—>(B-p)<(Top—> B~ pB)~ (8- P)
List{r'] <: List[ Top]
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