
F2: primitív rekurzív függvények

Definíció. Primitív rekurzió

Legyen k ∶ Nat egy konstans és h ∶ Nat→ Nat→ Nat függvény.
Legyen az f ∶ Nat→ Nat függvény primitív rekurzióval való
megadása a következő:

f 0 = k
f (succ n) = h n (f n)

f 0 = k
f 1 = h 0 k
f 2 = h 1 (h 0 k)
f 3 = h 2 (h 1 (h 0 k))

. . .

Az F2 típusrendszerben lehetőség van primitív rekurzív
függvények leírására.
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F2: primitív rekurzió a Pair típussal
Primitív rekurzió megadása a Pair típus segítségével:

f ∶ α → (Nat→ α → α) → Nat→ α
f = λ ∶ α ∶ λn ∶ Nat.secondNat×α (n [PairNat×α]

(λv ∶ PairNat×α.pairNat×α
(succ (firstNat×α v))
(h (firstNat×α v) (secondNat×α v)))

(pairNat×α 0 k))
ahol h ∶ Nat→ α → α

⌜n⌝ E F = E (E (. . . (E
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n

F) . . .))

n = 0 pairNat×Nat 0 k
n = 1 pairNat×Nat 1 (h 0 k)
n = 2 pairNat×Nat 2 (h 1 (h 0 k))
n = 3 pairNat×Nat 3 (h 2 (h 1 (h 0 k)))
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F2: primitív rekurzió, Ackermann-függvény
Az Ackermann-függvény egy olyan totális függvény, amely
rekurzív, de nem primitív rekurzív:

Ack(0,n) = n + 1
Ack(m + 1,0) = Ack(m,1)
Ack(m + 1,n + 1) = Ack(m,Ack(m + 1,n))
Ack ≡ λm ∶ Nat.m [Nat→ Nat]

(λf ∶ Nat→ Nat.λn ∶ Nat.n [Nat] f (f 1)) succ
Ack 2 2 _+ 7

m n = 0 n = 1 n = 2 n = 3
0 1 2 3 4
1 2 3 4 5
2 3 5 7 9
3 5 13 29 61

4 13 216 − 3 2216 − 3 22216

− 3
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Az F 2
<∶

típusrendszer



F 2<∶: bevezetés

F 1
<∶

típusrendszer: minden típus a Top altípusa

F2 típusrendszerben:

Bool ≡ ∀α.α → α → α
true ≡ Λα.λx ∶ α.λy ∶ α.x
false ≡ Λα.λx ∶ α.λy ∶ α.y

F 2
<∶

típusrendszerben:

true’ ≡ Λα.λx ∶ α.λy ∶ Top.x
false’ ≡ Λα.λx ∶ Top.λy ∶ α.y

true’ ∶ Bool ?
true’ ∼ true ?
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F 2<∶: szintaktika

Definíció. Az F 2
<∶

típusrendszer szintaktikája

<típus> ::= Top
| <típusváltozó>
| (<típus> → <típus>)
| ( ∀ <típusváltozó> <: <típus> . <típus>)

<λ-kifejezés> ::= <változó>
| (λ <változó> : <típus> . <λ-kifejezés> )
| (<λ-kifejezés> <λ-kifejezés>)
| (Λ <típusváltozó> <: <típus> . <λ-kifejezés>)
| (<λ-kifejezés> [ <típus> ])

∀α.(α → α) ≡ ∀α.α → α Λα.(E[τ]) ≡ Λα.E[τ]
Λα.(Λβ.F) ≡ Λα.Λβ.F α <∶ Top ≡ α
(E[τ ′])[τ ′′] ≡ E[τ ′][τ ′′] x ∶ Top ≡ x
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F 2<∶: típuskörnyezet, következtetések
Definíció. A típuskörnyezet szintaktikája

<típuskörnyezet> ::= ∅
| <típuskörnyezet>, <változó> : <típus>
| <típuskörnyezet>, <típusváltozó> <: <típus>

valamint a következő tulajdonságokat követeljük meg:

▸ ha x1 ∶ τ1,x2 ∶ τ2 ∈ Γ, akkor x1 ≠ x2

▸ ha α1, α2 ∈ Γ, akkor α1 ≠ α2

Definíció. Az F 2
<∶

típusrendszer következtetései

Γ ⊢ wf a Γ jól formált típuskörnyezet
Γ ⊢ τ <∶ τ ′ a Γ környezetben τ a τ ′ altípusa
Γ ⊢ τ a Γ környezetben τ egy jól formált típus
Γ ⊢ E ∶ τ a Γ környezetben az E kifejezés típusa τ
Γ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ az E és F ekvivalens τ típusú kifejezések
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F 2<∶: a típusrendszer szabályai (1/3)

∅ ⊢ wf
(ENV ∅)

Γ ⊢ τ,x /∈ dom(Γ)
Γ,x ∶ τ ⊢ wf

(ENV x )

Γ ⊢ τ,α /∈ dom(Γ)
Γ, α <∶ τ ⊢ wf

(ENV α<∶)
Γ ⊢ wf

Γ ⊢ Top
(TYPE Top)

Γ ⊢ τ ′ Γ ⊢ τ ′′
Γ ⊢ τ ′ → τ ′′

(TYPE →)
Γ′, α <∶ τ,Γ′′ ⊢ wf

Γ′, α <∶ τ,Γ′′ ⊢ α <∶ τ (TYPE α<∶)

Γ, α <∶ τ ⊢ τ ′
Γ ⊢ ∀α <∶ τ.τ ′ (TYPE ∀<∶)
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F 2<∶: a típusrendszer szabályai (2/3)

Γ′,x ∶ τ,Γ′′ ⊢ wf

Γ′,x ∶ τ,Γ′′ ⊢ x ∶ τ (VAL x )
Γ,x ∶ τ ′ ⊢ E ∶ τ ′′

Γ ⊢ λx ∶ τ ′.E ∶ τ ′ → τ ′′
(VAL λ)

Γ ⊢ E ∶ τ ′ → τ ′′ Γ ⊢ F ∶ τ ′
Γ ⊢ E F ∶ τ ′′ (VAL APPL)

Γ, α <∶ τ ⊢ E ∶ τ ′
Γ ⊢ Λα <∶ τ.E ∶ ∀α <∶ τ.τ ′ (VAL Λ<∶)

Γ ⊢ E ∶ ∀α <∶ τ.τ ′ Γ ⊢ τ ′′ <∶ τ
Γ ⊢ E[τ ′′] ∶ τ ′[α ∶= τ ′′] (VAL []<∶)

Γ ⊢ E ∶ τ Γ ⊢ τ <∶ τ ′
Γ ⊢ E ∶ τ ′ (VAL SUB<∶)
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F 2<∶: a típusrendszer szabályai (3/3)

Γ ⊢ τ
Γ ⊢ τ <∶ Top

(SUB Top)
Γ ⊢ τ

Γ ⊢ τ <∶ τ (SUB REFL)

Γ ⊢ τ <∶ τ ′ Γ ⊢ τ ′ <∶ τ ′′
Γ ⊢ τ <∶ τ ′′ (SUB TRANS)

Γ ⊢ τ ′ <∶ τ Γ ⊢ τ ′′ <∶ τ ′′′
Γ ⊢ τ → τ ′′ <∶ τ ′ → τ ′′′

(SUB →)

τ ′ <∶ τ : kontravariancia, τ ′′ <∶ τ ′′′ : kovariancia

Γ ⊢ τ ′ <∶ τ Γ, α <∶ τ ′ ⊢ τ ′′ <∶ τ ′′′
Γ ⊢ ∀α <∶ τ.τ ′′ <∶ ∀α <∶ τ ′.τ ′′′ (SUB ∀)

[10..20]



F 2<∶: típusok ekvivalenciája (1/3)

Γ ⊢ E ∶ Top Γ ⊢ F ∶ Top

Γ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ Top
(EQ Top)

Γ ⊢ E ∶ τ
Γ ⊢ E ⇚⇛ E ∶ τ (EQ REFL)

Γ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ
Γ ⊢ F ⇚⇛ E ∶ τ (EQ SYMM)

Γ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ Γ ⊢ F ⇚⇛ G ∶ τ
Γ ⊢ E ⇚⇛ G ∶ τ (EQ TRANS)

Minden Top típusú kifejezés ekvivalens: nincsenek műveletek,
ezért ezeket nem lehet megkülönböztetni.
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F 2<∶: típusok ekvivalenciája (2/3)

Γ,x ∶ τ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ ′
Γ ⊢ λx ∶ τ.E ⇚⇛ λx ∶ τ.F ∶ τ → τ ′

(VAL λ EQ)

Γ ⊢ E ⇚⇛ E ′ ∶ τ → τ ′ Γ ⊢ F ⇚⇛ F ′ ∶ τ
Γ ⊢ E F ⇚⇛ E ′ F ′ ∶ τ ′ (VAL APPL EQ)

Γ, α <∶ τ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ ′
Γ ⊢ Λα <∶ τ.E ⇚⇛ Λα <∶ τ.F ∶ ∀α <∶ τ.τ ′ (VAL Λ EQ)
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F 2<∶: típusok ekvivalenciája (3/3)

Polimorfikus típusapplikáció:

Γ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ ∀α <∶ τ.τ ′ Γ ⊢ τ ′′ <∶ τ Γ ⊢ τ ′′′ <∶ τ
Γ ⊢ τ ′[α ∶= τ ′′] <∶ τ iv Γ ⊢ τ ′[α ∶= τ ′′′] <∶ τ iv

Γ ⊢ E[τ ′′] ⇚⇛ F [τ ′′′] ∶ τ iv (VAL [] EQ)

ha viszont csak E[τ ′′] ⇚⇛ F [τ ′′] a célunk:

Γ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ ∀α <∶ τ.τ ′ Γ ⊢ τ ′′ <∶ τ
Γ ⊢ E[τ ′′] ⇚⇛ F [τ ′′] ∶ τ ′[α ∶= τ ′′] (VAL []≤ EQ)

Az így keletkező típusrendszer az F 2
≤
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F 2<∶: tulajdonságok

Tétel. Típuskörnyezet gyengítése

Ha Γ ⊢ τ <∶ τ ′, akkor

Γ′,x ∶ τ ′,Γ′′ ⊢ wf ⇒ Γ′,x ∶ τ,Γ′′ ⊢ wf
Γ′,x ∶ τ ′,Γ′′ ⊢ J ⇒ Γ′,x ∶ τ,Γ′′ ⊢ J

és
Γ′, α <∶ τ ′,Γ′′ ⊢ wf ⇒ Γ′, α <∶ τ,Γ′′ ⊢ wf
Γ′, α <∶ τ ′,Γ′′ ⊢ J ⇒ Γ′, α <∶ τ,Γ′′ ⊢ J

Tétel. Típus helyettesítése

Ha Γ ⊢ τ <∶ τ ′, akkor

Γ′, α <∶ τ ′,Γ′′ ⊢ wf ⇒ Γ′[α ∶= τ],Γ′′[α ∶= τ] ⊢ wf
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F 2<∶: tulajdonságok

Tétel. Az alárendelés tétele ekvivalens kifejezésekre

Ha Γ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ és Γ ⊢ τ <∶ τ ′, akkor Γ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ ′.

Tétel. Absztrakciók egyenlősége

Ha Γ ⊢ τ ′ <∶ τ,Γ ⊢ τ ′′ <∶ τ ′′′ és Γ,x ∶ τ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ ′′, akkor

Γ ⊢ λx ∶ τ.E ⇚⇛ λx ∶ τ ′.F ∶ τ ′ → τ ′′′

és ha Γ ⊢ τ ′ <∶ τ,Γ, α <∶ τ ′ ⊢ τ ′′ <∶ τ ′′′,Γ,x ∶ τ ⊢ E ⇚⇛ F ∶ τ ′′,
akkor

Γ ⊢ Λα <∶ τ.E ⇚⇛ Λα <∶ τ ′.F ∶ ∀α <∶ τ ′.τ ′′′
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F 2<∶: tulajdonságok

Tétel. Ekvivalens kifejezések β-redukciója

Ha Γ,x ∶ τ ⊢ E ⇚⇛ E ′ ∶ τ ′ és Γ ⊢ F ⇚⇛ F ′ ∶ τ , akkor

Γ ⊢ (λx ∶ τ.E) F ⇚⇛ E ′ [x ∶= F ′] ∶ τ ′
és ha

Γ,x ∶ τ ⊢ E ⇚⇛ E ′ ∶ τ ′ és Γ ⊢ τ ′′ <∶ τ
akkor

Γ ⊢ (Λα <∶ τ.E) [τ ′′] ⇚⇛ E ′ [α ∶= τ ′′] ∶ τ[α ∶= τ ′′]

Tétel. A tárgyredukció tétele

Ha Γ ⊢ E ∶ τ és E _ F, akkor Γ ⊢ F ∶ τ .
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Típusok az F 2
<∶

típusrendszerben



F 2<∶: A Bool típus

Az F2 típusai elérhetőek F 2
<∶

esetén is:

Bool ≡ ∀α.α → α → α
true ≡ Λα.λx ∶ α.λy ∶ α.x
false ≡ Λα.λx ∶ α.λy ∶ α.y

A Top alkalmazásával azonban az F2 típusainak az F 2
<∶

esetén
több elemük van:
true’ ≡ Λα.λx ∶ α.λy ∶ Top.x ∶ ∀α.α → Top→ α
false’ ≡ Λα.λx ∶ Top.λy ∶ α.y ∶ ∀α.Top→ α → α

és a SUB Top és VAL SUB<∶ szabályok mentén:

∀α.α → Top→ α <∶ Bool, true′ ∶ Bool
∀α.Top→ α → α <∶ Bool, false′ ∶ Bool
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F 2<∶: A Nat típus

Nat ≡ ∀α.∀αs <∶ α.∀αz <∶ α.(α → αs) → αz → α

c0 ∶ Natz
ci ∶ Nats, (i ≠ 0)

c0 ≡ Λα.Λαs <∶ α.Λαz <∶ α.λf ∶ α → αs.λx ∶ αz .x
Natz ≡ ∀α.∀αs <∶ α.∀αz <∶ α.(α → αs) → αz → αz

succ ∶ Nat→ Nats

c1 ≡ Λα.Λαs <∶ α.Λαz <∶ α.λf ∶ α → αs.λx ∶ αz .f x
Nats ≡ ∀α.∀αs <∶ α.∀αz <∶ α.(α → αs) → αz → αs

(αz <∶ α) ⇒ Natz <∶ Nat, (αs <∶ α) ⇒ Nats <∶ Nat
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F 2<∶: A List típus
F2 esetében:
nil ∶ ∀α.Listα
nil ≡ Λα.(Λβ.λc ∶ α → β → β.λn ∶ β.n)
List ≡ ∀α.∀β.(α → β → β) → β → β

A nilτ ′ és nilτ ′′ kifejezések a List[Top] típusra nézve
ekvivalensek:
∅ ⊢ nil⇚⇛ nil ∶ ∀α <∶ Top.List ∅ ⊢ τ ′ <∶ Top ∅ ⊢ τ ′′ <∶ Top

∅ ⊢ List[τ ′] <∶ List[Top] Γ ⊢ List[τ ′′] <∶ List[Top]
nil[τ ′] ⇚⇛ nil[τ ′′] ∶ List[Top]

hasonlóan List[τ ′′] <∶ List[Top] is belátható:

τ ′ <∶ Top β → β <∶ β → β

Top→ β → β <∶ τ ′ → β → β
β → β <∶ β → β

(τ ′ → β → β) → (β → β) <∶ (Top→ β → β) → (β → β)
List[τ ′] <∶ List[Top]
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