Az FZ tipusrendszer



F2: bevezetés

Ha F:Va.r' és F [7"] —3 E, akkor E : 7' [av:= 7""].

LA T'-beli tipusvaltozdéra van olyan " tipus, amellyel az E
tipusa leirhaté.”

Ja.7': egzisztencialis tipus, 3: tipuskonstruktor, ahol a 3a.7’
tipus elemei: (7", E) = (pack 7"’ with E) : Ja.7’ (,cs0mag”)
idngt = (AX s a.X) : (o > a) [« := Nat]

(pack Natwith Ax:Natx):3Ja.a -«

Ax:Nat.+ x 1:(Nat— «) [a:= Naf]
(pack Natwith Ax:Nat. + x 1):3Ja.Nat—- «

(Ax : Nat.true): (Nat - «) [« := Bool]
(pack Boolwith A\x: Nattrue): Ja.Nat - «
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F2: bevezetés

Tébb kilénbdzd egzisztencidlis tipusnak lehet kbzos eleme:

pack Natwith Ax: Natx ¢ 3Ja.a-a

¢ 3Ja.Nat- «
¢ Ja.a — Nat

pack (,becsomagolas”) «» unpack (,kicsomagolas”, open)
unpack 8,x from F in G, ahol

F=pack 7" with E: Ja.7’

x: Ujvaltozo, x := E: 7' [a = 3]

3: G tipusvaltozé, 8 := 7", 3 ¢ FTV(G)

» F-ben az « valtozo, a 7" tipus és az E kifejezés rejtett
marad

» G-ben az x és 3 értékekre lehet csak hivatkozni
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F2: szintaktika

Definicié. Az F2 tipusrendszer szintaktikdja

<tipus> := «<tipusvaltozo>
| (<tipus> — <tipus>)
| (V <tipusvaltozé> . <tipus>)
| (3 <tipusvaltozo> . <tipus> )

<\-kifejezés> := <valtozo>

(\ <valtozo> : <tipus> . <\-Kifejezes> )

(<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

(N <tipusvaltozo> . <\-kifejezés>)

(<\-kifejezés> [ <tipus> ])

pack <tipus> with <\-kifejezés>

unpack <tipusvaltozé>, <valtozo>
from <\-kifejezés> in <\-kifejezés>

—— — — — —
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F2: (j szabalyok

MNarrTt
(TYPE EXISTS)
N Ja.1
e M- E:r'[a:=1"]

— ~ (VAL PACK)
I+ pack 7" with E: Ja.7

Mg M- F:3a.7
LA,x:m[a=p]-G:7, af FTV(7)

I+ (unpack B,X from F in G) : 7

(VAL UNPACK)

Nincs szlkség az F kifejezésbe csomagolt E kifejezésre és 7"
tipusra, futasi idéig rejtve maradnak
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F2: példa tipusellenérzésre

E =pack Natwith { =0, =Ax:Nat.+ x1}
E:Ja{ fi:a,fb:a—> Nat |

F =unpack 8,y from E in (+ (y.£ y.f;) 2)
F:or, =2

y:d fi:a,f:a— Nat | [a:= 8] = (VAL UNPACK)
y{ fi:8,f: 3~ Nat}

y.f2 : B — Nat

}/-f1 . 8 }yfg yf1 : Nat

T = Nat

[6..50]



F2: operéaciés szemantika
Definicio. Az F2 tipusrendszer operdciés szemantikdja

Ha E:7' [a:=1"] ésigy pack 7" with E : 3a.7’, akkor

unpack 3, x from(pack " withE) inG-g G[x = E][f :

Példaul:
E = (pack Natwith Ax: Nat.+ x 1) :Ja.Nat— «
unpack 8,y from E in (¥ 3) —4
(y3) [y:=XAx:Nat + x 1][38:= Nat] =
(y3)[y=Xx:Nat+ x1]=(Ax:Nat.+ x1)3 -4

E = (pack Natwith {fi =0, = Ax: Nat. + x 1})
E:Ja{fi:a,b:a— Nat}
unpack B,y from E in ((Az:B.(y.£: 2)) y.fi) —3
(A\z:B(y2)y.fi)[y:={fi=0,f=Xx:Nat + x 1}] [ := Nat]
((Az:B.((Ax:Nat.+ x 1) z)) 0) [ := Nat] =
(Az:Nat.((Ax:Nat.+ x1)2))0— (Az:Nat.(+z1))0—
+01 51
[7..50]



Az egzisztencidlis tipusok hasznalata



Egzisztencialis tipus: Numberi

Numberi1 = Nat

Anumbert = { make : Nat - Number1
, add : Number1 — Number1 — Number1
, parity : Number1l — Bool
}
Enumpbert = { make = Ax: Nat.x
, add = Ax: Numberi.\y : Number1.add x y
, parity = Ax:Numberl.isodd x
}
A = { make : Nat - « Anumbert = A [« := NumberT]
, add Ta-> o> Enumbert : A [a := NumberT]
, parity : a— Bool

}

pack Number1 with Enympers : . A
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Egzisztencialis tipus: Number2

Number2 = Pairnasool

Anumberz = { make : Nat - Number2
, add : Number2 - Number2 - Number2
, parity : Number2 — Bool
}

Enumperz = { make = Ax: Nat.(x,isoddx)

, add = Ax: Number2.\y : Number2.
(add (first x) (first y)
, xor (second X) (second y))

, parity = Ax:Number2.second x
}
A = { make : Nat - « Anumberz = A [o := Number2)]
, add fa-sa—-o Enumberz : A [a := Number2]
, parity : a— Bool

}

pack Number2 with Enympers : 3a.A
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A felhasznaldi program

A kdvetkezd Bool kifejezés értékét akarjuk meghatarozni:

parity (add (make 28) (make 32))
A programfliggvény:
client = Aa. Ax: { make
, add
, parity
b
let { makes

, adds
, checks

b

{ makes
, adds
, checks

}

: Nat - «
o oo
: o — Bool

: Nat— «
=20 —>
: o — Bool

X.make
X.add
X.parity

in checks (adds (makes 28) (makes 32))
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A felhasznaldi program (folytatas)
client [Numbert] Enympert

vagy
client [Number2] Enymper2

Ha client : Client és

libq = Ax : Client.x [Number1] Enumpert
1ibp = Ax : Client.x [Number2] Enympere

akkor program a

libq client
vagy

libo client
kifejezésekre egyszerlisédik.

A gond viszont az, hogy a 1ibq és 1ib, argumentuma egy

polimorf figgvény.
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A felhaszndloi program egzisztencialis tipussal

pi = (pack Numbert with ENumber1) tA
P2 = (pack Number2 with ENumberz) A

A=3Ja. { make : Nat - o
, add Ao
, parity :a — Bool
}

unpack B,X from py in

let { makes : Nat-g

, adds :B->B-=p
, checks : 8 — Bool
b
{makes  =Xx.make
, adds = X.add
, checks =X.parity
}

in checks (adds (makes 28) (makes 32))

Az unpack kifejezésben nem haszndljuk a pi reprezentécidjat
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Az F3 tipusrendszer



F3: bevezetés

Fo:id=AaXX:a.x:Va.a -«

id [Nat] : Nat— Nat
id [Int] :Int— Int
id [Bool] : Bool—- Bool

llyenkor argumentumként mindig meg kell adni a tipust, ezért
vezesslnk be egy tipuskonstruktor(-absztrakcid)t: Aa.a - «

id[Nat] : (Aa.a—a«)Nat — Nat— Nat

id [Int] : (A= a)Int —  Int— Int

id [Bool] : (Aa.a— «) Bool — Bool— Bool
E=ANa.F:Va.r

és legyen Aa.T az E tipus tipuskonstruktora.

E[7'] = (Aa.F)[7"] =g F[a:=17"]
E[7] : (Aar) 7 —pg7[ai=7"]
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Fs: fajtak

twice = Af.AX.f (f X)
Fo: Nadf:a—»a x:af(fx):Voa(a—>a)—>a—>a

A tipuskonstruktor: Aa.(a — a) - a - «
Mi az « tipusa az absztrakcidban?

Az dsszes ol tipusozott kifejezés tipusanak tipusa, ,fajta” vagy
.Kind”, jel6lés:
T =« (itt 7 ,valodi” tipus)
» = K: fajtakifejezés:
Az x7)x= K, hat:K
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F5: szintaktika

Definicid. Az F3 tipusrendszer szintaktikaja

<fgjta> = «
| (x = <fajta>)

<tipus> = <tipusvaltozo>

| (<tipus> — <tipus>)

| (Y <tipusvaltozo> :: <fajta> . <tipus> )

| (N <tipusvaltozo> :: <fajta> . <tipus> )

| (<tipus> <tipus>)

<\-kifejezés> := <valtozo>

| (A <valtozé> : <tipus> . <\-kifejezés> )
| (<\-kifejezés> <\-kifejezés>)
| (N <tipusvaltozo> :: <fajta> . <\-kifejezés>)
| (<\-kifejezés> [ <tipus> ])
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Fs: fajtak, példak
Definicié. Jol formalt fajta

Egy fajta jol formalt, ha szintaktikusan helyes, azaz megfelel a
fajta szintaktikajanak leirasaban megadott szintaktikai
szabalyoknak.

Példak:
(A zxArax): (Vasrxa—>a) s =«
ANz x(a—a)>a—»>a)z =%
(A 5. \B = % Pairyyg) = x = (x = *)

* = (x = *)
* = (x = (= x))
* = (x = (x = (»=>%)))
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F3: tipuskérnyezet
Definicid. A tipuskérnyezet szintaktikaja

<tipuskérnyezet> = @
| <tipuskérnyezets, <valtozo> : <tipus>
| <tipuskérnyezet>, <tipusvaltozo> :: <fajta>

valamint a kévetkez6 tulajdonsagokat kéveteljik meg:
» ha x4 T, X0 i €, akkor xy + Xo
» haaq = Ky,ao = Ko €T, akkor aq # as

FV={X|X:TEF},FTV={a|a::KeF},dom(F)=FquTV

Definicié. Jol formalt tipuskérnyezet
A tipuskérnyezet jol formalt,

» ha szintaktikusan helyes,
» FTV(D) cTry, FTV(M) ={ a|{x:7} el ésac FTV(T) }
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F5: kbvetkeztetések, kdvetkeztetési szabalyok
Definicié. Az F; tipusrendszer kévetkeztetései

I wf ar jol formalt tipuskérnyezet

N-7:=K arl kérnyezetben t fajtaja K

M- E:7 arl kérnyezetben az E kifejezés tipusa T
N-K arl kérnyezetben a K jol formalt fajta

M=722x% x ¢ dom(T")
(EN

ENV @ V X
QI—Wf( ) Mox:7r+wf )
N-K a ¢ dom(T) I+~ wf

(ENV a) (KIND *)
Mo:Krwf M-
M- * N-K
(KIND =)

N-»=K
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F3: kbvetkeztetési szabalyok (folytatas)

Moo= K, T" - wf

Ma:KTM-a:K

1

M7l M=77 %

(TYPE —)
[

MNazsxrF7:K

(TYPE a)

MNazKiET1:mx

NN o*x7ux=

MN-7"2x=K

Me7":

MN-Vva:K.1ux

(TYPE A)

*

re7"7":K
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(TYPE V)



F3: kbvetkeztetési szabalyok (folytatas)

rox:r, T - wi Cx:m7'-E:7" M7
! 124 (VALX) l4 A 144
Mx:r,MMex:A Fr-Xx:7 E:7 —>71
T-E:7" 7" Fr-F:7'
— (VAL APPL)
r-EF:7
MNa:KrE:1
(VAL A)

N-ANa:K.E:Va:K.7

M- E:Va:zK:7' MN-7"=K
FTeE[7"): 7 [a=1"]

(VAL 1)
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F3: példa levezetésre

A A« +.a - « tipusanak levezetése:

&+~ wf
a¢ dom(o)
D= *
a o+ - Wf
QxR k ko x

LK@ —> QN

FNa:xa—-aux= %
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F3: operacios szemantika
Tétel. A tipusvaltozo o-konverziojanak tipusszabalya

M-AazxrTux=L  B¢FTV(T) B ¢ dom(T)
(CONV
F-ABzxr[a:=0]zx=1L

@)

Tétel. A tipusok normalizacidjanak tétele
Az F3 tipusrendszerben hal + 1 :: K, akkor a T
tipuskifejezésnek van normalformaja.

Tétel. A tipusok targyredukciojanak tétele
Hal-7:K ést—* 7', akkorT - 7" : K.

Tétel. A haladas tétele
Ha E egy jol tipusozott zart kifejezés, akkor

» E egy érték, vagy
» van olyan F kifejezés, amelyre E — F.
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Az F4, Fs, ... tipusrendszerek



F;: a fajték szintjei
Az F3 rendszerben a fajtakat csak jobbrél zarojelezhettik.
Ennek enyhitésére vezessik be a szint fogalmat:

o,
&,
{+},

{(x}u{K=L|KeKj_1ésLeKk;}, i>2,

,
g,
),
{ryr=2xx=> (=2 %),x=> (k= (x=%)),...},
{x,x=2x x> (x=2%),x=> (x=>(x=>x)),...,

(x=2x) = (x=2x)=> (= %), (= %)= (x = (x = %)),
(r=(=2%)=2%(x=>(x=2x)) = (x = %),

(x=>(x=>%))=>(x=> (x=>%)),...,

"y
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Fi: tipusrendszerek és fajtak

tipusrendszer | tipusvaltozé | fajtak
fajtaja
Fi Ko(2) | Ki(2)
F> K4 (@) Ko ( * )
F3 Ka(*) Ks
Fy K3 K4
Fs K4 Ks
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Az F, tipusrendszer



F.: bevezetés

Az F, az F, F», ... tipusrendszerek egységesitéseként adhaté
meg:

F.=U FI

i>1
Ezektdl a tipusrendszerektdl csak a fajta megadasaban
kOlénbozik.

<fajta> =
| (<fajta> = <fajta>)

azaz tetszbleges K = L alaku kifejezés, zarojelezés
(jobbasszociativ):

K1=>(K2=>K3)EK1=>K2=>K3
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F.: szintaktika

Definicid. Az F3 tipusrendszer szintaktikaja

<fgjta> = «
| (<fajta> = <fajta>)

<tipus> = <tipusvaltozo>

(<tipus> — <tipus>)

(V <tipusvaltozé> :: <fajta> . <tipus> )
( N\ <tipusvaltozos> :: <fajta> . <tipus>)
| (<tipus> <tipus>)

—_—— —

<\-kifejezés> := <valtozo>

(\ <valtozé> : <tipus> . <\-kifejezés> )
(<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

(\ <tipusvaltozés> :: <fajta> . <\-kifejezés>)
(<\-kifejezés> [ <tipus> ])

—— — —
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F.: példak

Az id figgvénynek kétféle valtozata is megadhaté az F,
tipusrendszerben:

id=(AazxAx:a.X): (Vo .a— a)
(A xa = @) o = *

idpp = A x =« AF =« Ax: (a B).x
idpp: Vo x = x V3 x(af) > (ap)
Nazx =+ NGux(af)—>(af):(x=*)=>x=>x*
idpp [A\y.List~] [Nat] =
(A x = *» AB =+ Ax: (o 8).x) [N\y.Nat ] [Nat] —*
AX : ((\y.Listvy) Nat).x —
AX : (List Nat).x = Ax : LiStngs.X
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F.: tipuskdrnyezet, kovetkeztetések

Definicio. A tipuskérnyezet szintaktikdja

<tipuskérnyezet> = @
| <tipuskérnyezet>, <valtozo> : <tipus>
| <tipuskérnyezets, <tipusvaltozo> :: <fajta>

Definicié. Az F, tipusrendszer kévetkeztetései

I wf ar jol formalt tipuskérnyezet

N-7=K arl kérnyezetben t fajtdaja K

M- E:7 al kdornyezetben az E kifejezés tipusa v
N-K arl kérnyezetben a K jol formalt fajta
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F.: kdvetkeztetési szabalyok (1/2)

[ x ¢ dom(T)
(ENV @) (EN
@I—Wf r)X:Tl—Wf

V X)

e K a¢d0m(r) I - wf
(ENV a)

(KIND *)
Mo:Krwf e

rN-K T+K Mooz K T - wf
(KIND =) 7 7
rMN-K=K MazKIMra:zK

(TYPE «)

M7« Fe7" % MosKeT:x
T (TYPE ) (TYPE V)
Fr-7"-7":+« FeVo:Kr:x
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F.: kbvetkeztetési szabalyok (2/2)

MNazKreru:L M7 :K=1L M-7"=K
(TYPE A) —— (TYPE API
NMN-Na=Kr:K=1L M7 7":=L
ox:r, T - wf ( )F,X:T’I—E:T" rI—TIZZ*( 3
VAL X VAL
Mox:rMMex:r FreXMxc:7 E:7' > +"
rM-E:7" - 7" Fr-F:7 Na:KrE:t
~ (VAL APPL) (VAL A
rN-EF:71 N-NANa:K.E:Va: K.t

M- E:Va:zK:7' MN-7"=K
M= E[T”]:T’ [a = T”]

(VAL 1)
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F.: példa levezetésre

A (» = ») = » fajta levezetése:

@ + wi @+ wf
D * D= x @+ wf
D= * = * O *

B (x= %)=«
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F.,: operacios szemantika
Lemma. A tipuskérnyezet gyengitése
HaF1,I'2|—E:T, akkOfr1,XIT,,r2l—E:T, éShar1,r2I—T22 K,
akkorTy,a =K' To 7K.

Lemma. A tipuskérnyezet erositése
Hali{,x:7,To~7":K, akkorT{,lo+ 7" K.

Lemma. A tipuskérnyezet permutacioja
Legyen aT tipuskérnyezet permutacidjal”’. HaTl + E : T, akkor
M-E:7,éshal 1=K, akkorT' - 7: K.

Lemma. Kifejezés és tipus helyettesitése
Halq{,x:7,To+ E:7',ésTy+ F:1, akkor
M,TorE[x:=F]:7,éshaly,a=K,Ta+7:K’, és
Me7=K,akkorT{,To+71[a:=7"]:K"

Lemma. Osszevonds

Har1,x2:7-’,x3:7-’,l'2|— E : r, akkor

M, x1:7,To - E [Xo:=X1][X3:=Xq] : 7.

[36..50]



F.: tulajdonsagok

Az F,, tipusrendszer redukciés szabalyai:
(M :7.E) F— E [x:=F]

N=Kor) " — 7 [a=71]

Ekkor belathatéak a kovetkez tételek:

Tétel. A tipusmegmaradas tétele
Hal-E:7ésE —* F,akkorlT ~ F:r.

<érték> = <valtoz6>
| <tipusvaltoz6>
| A <valtozds : <tipus> . <\-kifejezés>
| A <tipusvéltozés :: <fajta> . <\-kifejezés>

Tétel. A haladas tétele
Ha az E zart kifejezésre I + E : 7, akkor E vagy egy érték, vagy
van olyan F kifejezés, amelyre E — F.
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Az FY tipusrendszer



F¥: bevezetés

F., + altipusok = FY

Top(K) ~ Top(K) = K
Top(K1) + Top(K2), ha Ky # K

Egyszerisités:

a<:1:K=a<: Top(K)

A korabbi tipusrendszerek tulajdonsagai érvényesek:
tipusmegmaradas és a haladés tétele
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F¥: szintaktika

Definicio. Az F¥ tipusrendszer szintaktikaja

<fajta> =

/

<tipus> :=

—— — —

/

<\-kifejezés>

*

(<fajta> = <fajta>)

(Top ( <fajta>))

<tipusvaltozo>

(<tipus> — <tipus>)

(V <tipusvaltozo> <: <tipus> :: <fajta> . <tipus> )
( N\ <tipusvaltozo> <: <tipus> :: <fajta> . <tipus> )
(<tipus> <tipus>)

/
/
/

<valtozo>

(\ <valtozé> : <tipus> . <\-kifejezés> )

(<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

(\ <tipusvaltozé> <: <tipus> :: <fajta> .
<\-kifejezés>)

(<\-kifejezés> [ <tipus> ])
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F4: tipuskdrnyezet, kdvetkeztetések

Definicio. A tipuskérnyezet szintaktikdja
<tipuskérnyezet>

o

| <tipuskérnyezets, <valtozo> : <tipus>

| <tipuskérnyezet>, <tipusvaltozo> <: <tipus> :: <fajta>

Definicié. Az F¥ tipusrendszer kbvetkeztetései

I~ wf arl jol formalt tipuskérnyezet
N-r<7":K ar kdérnyezetben a ' altipusa r és fajtaja K
r-E:r al kérnyezetben az E kifejezés tipusa v

N-K al kérnyezetben a K jol formalt fajta
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Fu: kovetkeztetési szabalyok (1/5)

M7 X¢d0m(r) (E

ENV @ NV X
@n—wf( ) Fox:7 e wf )
MN-r:K a ¢ dom(T) rewi

(ENV av.) (KIND *)
Ma<:7:K+-wf M
N-K =L
(KIND =)

N-K=1L
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F«: kdvetkeztetési szabalyok (2/5)

MK ( Top) Ma<ro KT - wi ( )
TYPE Iq, TYPE ..
I~ Top(K) = K P Ma<r=KIMra<r:2K “
Fe7lox I Na<7 tKe7"ux
A (TYPE =) MN-vVa< 7 o Kr"ox (TYPE V)

Ma< Top(K)+~71:L MK
lrMN-Na=:Krt:K=1L

(TYPE A..)

M-7"+«K=1L MrM-7r"=K

Fre7"7":L

(TYPE APPL)
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Fu: kovetkeztetési szabalyok (3/5)

Mr-7:K N-K MrM-7:K
(suB Top) ———— (SUB REFL)
M-7< Top(K) = K Merarzk
Mrer<r  Ter<r’:K

— (SUB TRANS)
rer<r’aK

!/

r-7'<r M-7"<7" FTe7—7"0x

(suB —)
Frer>7r" <7 7"

/

Mer' <1 Na<ter"<7r" M-Va<rr":x

(suB V)

MeVa<rr" <Va<r'.7"
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F: kdvetkeztetési szabalyok (4/5)

ra< Top(K) -7 <7’
M-Aa: KT <Aoo= Ko

(SUB A)

Mer< 7' Frer7r"aK

- (suB APPL)

I’ l4 7
Me-r7" <71

ox:r, T - wf Mrx:7-E:7" M7’ s
(VAL x)

- (VAL \)

Mox:rMMex:r F-Xx:7.E:7' >

Fr-E:7" > +" rF:r

r-EF:7"

(VAL APPL)
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Fu: kovetkeztetési szabalyok (5/5)

Na<T:KrE:7

FrN-ANa<7:K.E:Ya<T:K71

(VAL A..)

Nl-E:Va<71:K1 r-+"<r=2K
FreE[]:7" [a=1"]

(VAL APPL.)

r-E:r M-7<71 M7" %

r-E:r

(VAL SUBSUMPTION..)
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Az F3 tipusrendszer



F3: szintaktika
Definici6. Az F¥? tipusrendszer szintaktikdja

<tipus> == ...
[ {fm,. . hhiml])

| Ja<T.7

<\-kifejezés> = ...

{fh=F,....fa=Fp}

selector f;

pack <tipus> with <\-kifejezés>

unpack <tipusvaltozé>, <valtozo>
from <\-kifejezés> in <\-kifejezés>

—— — —
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F«3: 0j kbvetkeztetési szabalyok (1/2)

[ 7q % [ 7pu*

rl—{]f127'1,...,fn:7'nl}

(TYPE RECORD)

Na<teT7ox

— (TYPE 3)

MN-3Ja< .7 0%
ey <r...Temm<th, TeTm...TE7m (M<N)
{fi:m,. . fimn o
Te{fim,.. il <{f:ry,. . fn:th]

(SUB RECORD)

/

M- <7" Na<t w=1"< 7V MN-3Ja<r'7"ax

N/ L iv (SUB El)
N-Jdoa<rr<Jda< 1
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F«3: kbvetkeztetési szabalyok (2/2)

Fr-F:m...T=Fp:7p (
Fn—{f1:F1,...,f,,:F,,}:4]f1:7-1,...,f,,:7n]}

VAL RECORD)

Fn—{f1:F1,...,f,,:F,,}:4]f1:7-1,.,,,f,,:7,,]}
I~ selector_fi{fi=F,....fh=Fn}:7j

(FUN SELECTOR)

r-7r"<r FTeE:7 [a:=7"]

TR —~ (VAL PACK)
Npack 7" with E:Ja< 7.7

M=p M- F:3a<tr
NLa<rx:7 [a=6]+G:7" ad¢ FTV(r")

[+ (unpack 3,x from F in G): 7"

(VAL unPACK)
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