A \P tipusrendszer



AP: bevezetés

absztrakcio | arg. | erdm. | arg. = erdm.
F4 M:AE | F G kifejezés = kifejezés
Fo Aa.E T F tipus = kifejezés
F. Vel 7’ 7! tipus = tipus
? kifejezés = tipus

? = AP = F; +flggb tipusok

[2..33]



AP: szintaktika

Definicié. A \P tipusrendszer szintaktikaja
<tipus> := <alaptipus>
| (<tipus> — <tipus>)
[ (N <tipusvaltozo> : <tipus> . <tipus>)

<\-kifejezés> := <valtozo>
| (A <valtozés> : <tipus> . <\-kifejezés> )
| (<\-kifejezés> <\-kifejezés>)

MNx : A.B: valtozétol figgd és tipust add absztrakcid
fliggo tipus: a B tipus fligg az x valtozétél, x hatékére B
ha x ¢ B, akkorNx: AB=A—- B

Definicié. A \P tipusrendszer kévetkeztetései
M+ wf arl jol formalt kbérnyezet
r-A al kdrnyezetben az A jol formalt tipus
NrN-E:A al kérnyezetben az E kifejezés tipusa A

[3..83]



AP: kbvetkeztetési szabalyok

r-A x ¢ dom(T")

ENV g ENV
@n—wf( ) Mx:A-wf ( X)
M- wf,Ae Ty MNx:A-B
—————— (TYPE Tx) ——— (TYPE)
N-A MN-MNx:AB
Mox:AT" - wf Nx:A-E:B
y - (VAL x) (VAL A\n)
Mx:AlMMe-x:A N-Xx:AE:Mx:AB

- E:Nx:AB NrN-F:A
N-E F:B[x:=F]

(VAL APPLp)
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AP: operaciés szemantika
E=)Mx:AE:TMx:ABésF:A
EF=(x:AE)F -3 E[x:=F]:B[x:=F]

Lemma. A 3-redukcio tipusszabalya
HaAx:AE:Nx:AB, FV(F) < FV(E[x:=F]) és
FV(F) < FV(B[x := F]), akkor
M- (Ax:AE)F:B[x:=F]
N~ E[x:=F]:B[x:=F]

(CONV fn)

Tétel. A normalizalas tétele
A AP tipusrendszerben minden jol tipusozott \-kifejezésnek
van normadlformaja.

Tétel. I. Church-Rosser-tétel

Ha az E : A jol tipusozott kifejezésre E : A —, Ey : A és
E:A—, E;: A, akkor létezik egy olyan F : A kifejezés, amelyre
Ei:A—, F:AésE:A—, F: A
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AP: példak

iaf()
L/st,nt

. 1 40)
nil .LSQm

cons :Mn:Natint—- List%) N ListE:t“CC n)

head :Mn: Nat.Listﬁ;’CC " Int

tail :Mn: Nat.Listﬁ,ft”CC m List%’t)

head nil

fail nil } = 0 = succ n = tipushiba

null =iszeron
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AP: példak

Listy"
nil = pair true true: Listﬁ\o)
cons = An:NatAx:AM\y: Listl(é\n).pair false (pair x y)

cons : Mn:NatA - Listj\”) N List/(qsucc n)

cons 2 =

(An: NatAx: ANy : Listl(qn).pair false (pairxy))2—
(AX: ANy : List;n).pair false (pairxy)) [n:=2]=
AX: ANy : Listf).pair false (pair x y)

cons 2: (A— List/(:) - Lisl‘/(t\suCC n)) [n:=2]
A List?) - Listy
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\P: példak
F:MNn: Nat.List™

Nat
FO = [
F1 = [1]
F2 = [1,2]
F3 = [1,2,3]

plus h=a +a+...+ap
plus 2 : Nat— Nat— Nat
plus 3 : Nat— Nat— Nat— Nat
;l.us n : Nat" - Nat

tehat

plus:Mn: Nat.Nat" - Nat

[8..33]



FlUggd tipusok a programozasban



Flggo tipusok: a Vec (induktiv) tipuscsalad

Induktiv tipuscsalddok = polimorfikus adattipusok indexelése
azaz: strukturalis invarians tulajdonsagok leirasa

A Vec tipuscsalad:

vnil M7=+ VecOr
vcons :Mn:NatNr:«.7—- Vecnt— Vec(succn)r

ne Nat : index, a vektor alakja (mérete)
n: Nat T 0: Nat T %
Vecnrt:« vnil: VecOr

y:T ys:Vecnr

vcons ¥y ys: Vec (succ n) 7
Vec: Nat - » = « ?

[10..33]



Flggo tipusok: a AP bovitései

Definicié. A \P tipusrendszer szintaktikdjanak bovitése

<fgjta> = *
| (N <valtozo> : <tipus> . <fajta>)

Definicié. A \P tipusrendszer szabalyainak bovitése

rl—Wf( ) r,X:TI—K( m
KIND * —— (KIND
M- * MN-nx:r.K

MN-7=Nx:7.K MrN-E:r

(KIND APPLy)
N7 E:K[x:=E]

MNx:7.K : atipuscsalad tipusa (fajtaja), az x valtozé értékeinek
applikacidjaval adhaté meg

Vec:Mn: Natx = x, Vecn:x=*, Vecnr:x

[11..83]



Flggo tipusok: case-elemzések

ys:

VecO 1

vnily:
vconsmy y' ys':

VecO Y
Vec (succm) Y

7=Y,ys=vnil
0 # (succ n)

ys: Veclr
vnily: VecOY 0«1
vconsmy y' ys': Vec(succm)Y | 7=Y,m=0,

y':7,ys": VecO 7,

ys=vconsg, ¥y vnil,

ys: Vec(succn)r
vnily: VecOY 0+ succn
veconsmy y' ys': Vec(succm)Y | T7=Y,m=n,

[12..33]

y':1,ys': Vecnr,
ys=vconsp, y' ys



Flggo tipusok: vzip

vzip: vektorok parjainak leképezése parok vektoraira

xs: Vec ys: Vec,»

vzip XS, yS: VecC,

n:Nat xs:Vecnt  ys:Vecnrt”

vzip xs,ys: Vecn (7', 7")

vzip:Mn:Nat.Vecnt' - Vecnt" - Vecn (',7")
vzip XS ys = case (xs,ys) {
vzip (vnil , vnil) —5 vnil
vzip ((vcons X X8), (vcons y ¥s)) —p
vcons (X,¥) (vzip XS ¥S)
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Flggo tipusok: vhead és vtail

vhead: a vektor fejeleme, vtail: a vektor maradék része

ys: Vec (succn)t ys: Vec (succn)t
vhead ys: 7 vtail ys: Vecnr

succnN#0=ys#nil

Nincs n, amelyre ((vhead n7) vnil) és ((vtail n7) vnil)
jOl tipusozott

vhead:Mn: Nat.Vec (succ n) 7 -7

vtail:Mn: Nat Vec (succn)t—- Vecnr

vhead ys = case y¥s { vtail ys=case ¥s{
vhead (vcons X X§) — X vtail (vcons X XS) — XS

} }
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Flggo tipusok: vappend

vappend: vektorok dsszeflizése

n: Nat m: Nat xs:Vecnr ys:Vecmr

vappend XS ys: Vec (add nm) 7

vappend: Mn: Natlm: NatVecnt - Vecmr —
Vec (add nm) t
vappend XS yS = case XS {
vappend |[] ys —3 ys
vappend (vcons X’ xs') ys —3 vcons X' (vappend xs' ys)

}
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Flggo tipusok: length és map
length: vektor hossza, map: vektorok leképezése

n:Nat ys:Vecnr
length ys: Nat

n: Nat f:r">71" xs: Vecnt'

map f xs: Vecn 1"

length:Mn: Nat.Vec n - Nat
length Xs =
length xs —g n
map:Mn: Nat(r" - 7") > Vecnr' - Vecnt"
map f XS = case X5 {
map fvnil —g vnil
map f (vcons x Xxs) —g vcons (f x) (map f XxS)

}
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Flggo tipusok: a Fin (induktiv) tipuscsalad
Fin n: megszamlalhato tipus, pontosan n elem

n: Nat n: Nat i:Finn
Fin n:: « fzero: Fin (succ n) fsucc i: Fin (succ n)

fzero: Mn: Nat.Fin (succ n)
fsucc:Mn: Nat.Fin n— Fin (succ n)

Fin0
fzerop: Fin(succn) | 0% (succn)
fsuccpj: Fin(succn) | 0% (succ n)

Fin 0 = Absurd
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Flggo tipusok: a Fin (induktiv) tipuscsalad

Fin 1
fzerop: Fin(succn) | n=0,1=succ0= fzerog: Fin1
fsuccpj: Fin(succn) | n=0,j:Fin0= Fin0=g
Fin1 = Unit
Fin2
fzerop: Fin(succn) | n=1,2=succ1= fzeroqy:Fin2
fsuccpj: Fin(succn) | n=1,j:Fin1,j=fsuccy fzerog
Fin 2 = Bool
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Flggo tipusok: a Fin n elemei

fz =fzero
fs = fsucc

Fin0 | o

Fin1 | £zq

Fin2 | £z4 | £s9 fz9

Fin3 | fzo | £so fz4

fso (£s1 £29)

Find | fz5 | fs3 fzo

fs3 (ng fZ1)

fs3 (£s2 (51 f20))

— Minden n-re az fsucc beépiti a teljes Fin n-t a

Fin (succ n)-be

— fzero olyan elemet hoz létre, amely nincs benne

Fin n-ben
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Flggo tipusok: a Vec és Fin egylttes alkalmazasa
vec—elem: a vektor /. eleme

xs:Vecnrt i:Finn

vec-elem XSi:T

A Vec n 1 és Fin ntipusok biztositjak, hogy az i. elem mindig a
vektorban van

vec—elem XS i = case XS {
vec-elemvnil | —- ()
vec-elem (vcons y ¥ys)i — {
vec-elem (vcons y ¥S) case i {
vec—elem (vcons y ¥S) fzero —- y
vec—elem (vcons y ¥S) (fsucci) — vec-elemysi
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Flggo tipusok: a Btree (induktiv) tipuscsalad

Kiegyensulyozott fa, 2" elemmel

n: Nat T % 0: Nat T %
Btree n 7 :: x leaf: Btree0 1

ty : Btreenr l.:Btreen

node ty b : Biree (succ n) 7

[21..33]



A \P tipusrendszer altalanositasai



AP: AP-bdl CC-be

Fi~ AP
Fo ~ P>

F,~ CC
AMP:A-B=Tlx:AB

APs: Va.B=MNa: x.B
CC: ,konstrukciok kalkulusa”

[23..33]



Tipusrendszerek egységes leirdsa



Egységes leiras: fajtak tipusai

Vezessik be fajta tipusanak fogalmat:

<fajta tipusa> = O
<fajta> =%
| (<fajta> = <fajta>)

Ekkor x :oés K= L: O

A— B=Tlx:ABhax ¢ FV(B) mintdjara:
MNa :: K.L: fajtaabsztrakcio, «: valtozo, L: térzs (hataskor)
K=L=Na=:K.Lhaa¢FTV(L)
(Ma=K.L)=0oO
(Mo = K.L) 7 = L [« := 7]: fajtaapplikacié (5-redukcid)
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Egységes leiras: az F, tipusrendszer mddositasa

Definicié. Az F, tipusrendszer modositott szintaktikdja

<fajta> = x:0O
| (N <tipusvaltozo> :: <fajta> . <fajta>)

A fajtaabsztrakcio valtozoja egy tipusvaltozo

M+~ wf NazKrL:=o
—— (KIND *) (KIND =)
MN-%:x=0O N-MNa=K.L:o

MasKrer:L MN-K:o
N-Aa:Kr:MNa:K.L

(TYPE A)

M-+ =2MNa:K.L Nr-7":K

FTer' 7" La:=1"]

(TYPE APPL)

[26..33]



Egységes leiras: szintaktika

valtozék = tipusvaltozok: pszeudo-kifejezések
Ta=VI|S|TTI|AV:T.T|NV:T.T
ahol

V: a valtozék halmaza
S: (kifejezéseket) osztalyozé halmaz, S = {+,0}

A B,... E F,...:tetszbleges pszeudo-kifejezések
X,y,...: tetszbleges valtozok
Példak:

E : 0 — az E egy fajtakifejezés
E: K és K:o- az E egy tipuskifejezés
E:A A:K és K:o-az E egy kifejezés
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Egységes leiras: tipuskdrnyezet

Definicio. A tipuskérnyezet szintaktikdja
LegyenT c G, ahol

g = @
| G, V:T,

havi A, vo: A eG,vie VA eT, akkor vy £ Vo.

Az x : A (AeT) parok deklaraciok, és I egy rendezett lista:

hal':{x1 :A1,X2:A2,...,Xn:An},
akkor Iy :B={x1:A{,Xo: A,...,Xn: Apn,y : B}

bévités, kiolvasas csak a lista elejérdl:

F=A{nil,a: x:a}
[={nil,x:a,a:+} (nem allithat6 eld)

[28..33]



Egységes leiras: kdvetkeztetések

Egyetlen és nagyon egyszer( kdvetkeztetési forma:

Definicié. A kbvetkeztetések
r-A:B a I kérnyezetben az A kifejezés tipusa B
Példak:

hal+A: B, Be S, akkor A egy tipus
ha B = x, akkor az A egy tipus és egy kifejezésnek a tipusa
ha B = 0, akkor az A egy tipus tipusa, vagyis fajta
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Egységes leiras: tipusszabalyok

I+~ wf
(KIND ) —— (AXIOM)
rl_* > TE=x:u0d
N-K MN=L
(KIND =)
rN-K=1L =

N-K:=o NazK+L=:D

(KIND =)
N-MNa=K.L:0O
MNa:KeT1ux
(TYPE V) )
N=VYa: Krox ésvVa:Kr=Na: Kt —
N K:o MazKeT1ox
(TYPE V)

MN-Nos= Ko x
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Egységes leiras: tipusszabalyok

FTer'ax TeT"0x

TYPE —
rI—T’—>7'"::* ( )

ést > 71"=Nx:7" 7" hax¢ FV(r") =

Me7" % r,X:T'l—T"::*

TYPE =’
FT-Nx:7 7"« ( )

Osszesitve:
M- A:sy Nx:A-B:s
Mr-MNx:AB:s,

ahol (s1,s2) € {(3,0), (3, ), (x,*)}

(RULE TYPE (51, S2))
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Egységes leiras: tipusszabalyok

Moa:K,T" - wf Moa: K+ wf
. - (TYPE ) (TYPE o)
Ma::K,T"a=K = lNaz:Kra:K

fr—

N-K a ¢ dom(T)
Mo:Krewf
Na:Kra:zK

(ENV @)

(TYPE ) N-K a ¢ dom(T)
—

MNa:Kra:K
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Egységes leiras: tipusszabalyok

Moxer, T - wf Mox =7+ wi
- - (VAL X) — (VAL X))
Mxer, I =xur = [ xXuT7kHXuT =

Me7ox x ¢ dom(T")
(ENV X)

X7 wf

(VAL x) M7 x ¢ dom(T

xXureXxoT -

MxoreExoT

Osszesitve:

rN-A:s x ¢ dom(T")
MNMx:Arx:A (

RULE START)

ahol se {O, ~}

[33..33]
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