Tipusrendszerek egységes leirdsa



Egységes leiras: fajtak tipusai

Vezessik be fajta tipusanak fogalmat:

<fajta tipusa> = O
<fajta> =%
| (<fajta> = <fajta>)

Ekkor x :oés K= L: O

A— B=Tlx:ABhax ¢ FV(B) mintdjara:
MNa :: K.L: fajtaabsztrakcio, «: valtozo, L: térzs (hataskor)
K=L=Na=:K.Lhaa¢FTV(L)
(Ma=K.L)=0oO
(Mo = K.L) 7 = L [« := 7]: fajtaapplikacié (5-redukcid)
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Egységes leiras: az F, tipusrendszer mddositasa

Definicié. Az F, tipusrendszer modositott szintaktikdja

<fajta> = x:0O
| (N <tipusvaltozo> :: <fajta> . <fajta>)

A fajtaabsztrakcio valtozoja egy tipusvaltozo

M+~ wf NazKrL:=o
—— (KIND *) (KIND =)
MN-%:x=0O N-MNa=K.L:o

MasKrer:L MN-K:o
N-Aa:Kr:MNa:K.L

(TYPE A)

M-+ =2MNa:K.L Nr-7":K

FTer' 7" La:=1"]

(TYPE APPL)
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Egységes leiras: szintaktika

valtozék = tipusvaltozok: pszeudo-kifejezések
Ta=VI|S|TTI|AV:T.T|NV:T.T
ahol

V: a valtozék halmaza
S: (kifejezéseket) osztalyozé halmaz, S = {+,0}

A B,... E F,...:tetszbleges pszeudo-kifejezések
X,y,...: tetszbleges valtozok
Példak:

E : 0 — az E egy fajtakifejezés
E: K és K:o- az E egy tipuskifejezés
E:A A:K és K:o-az E egy kifejezés
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Egységes leiras: tipuskdérnyezet

Definicio. A tipuskérnyezet szintaktikdja
LegyenT c G, ahol

g = @
| G, V:T,

havi A, vo: A eG,vie VA eT, akkor vy £ Vo.

Az x : A (AeT) parok deklaraciok, és I egy rendezett lista:

hal':{x1 :A1,X2:A2,...,Xn:An},
akkor Iy :B={x1:A{,Xo: A,...,Xn: Apn,y : B}

bévités, kiolvasas csak a lista elejérdl:

F=A{nil,a: x:a}
[={nil,x:a,a:+} (nem allithat6 eld)
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Egységes leiras: kdvetkeztetések

Egyetlen és nagyon egyszer( kdvetkeztetési forma:

Definicié. A kbvetkeztetések
r-A:B a I kérnyezetben az A kifejezés tipusa B
Példak:

hal+A: B, Be S, akkor A egy tipus
ha B = x, akkor az A egy tipus és egy kifejezésnek a tipusa
ha B = 0, akkor az A egy tipus tipusa, vagyis fajta
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Egységes leiras: tipusszabalyok

I+~ wf
(KIND ) —— (AXIOM)
rl_* > TE=x:u0d
N-K MN=L
(KIND =)
rN-K=1L =

N-K:=o NazK+L=:D

(KIND =)
N-MNa=K.L:0O
MNa:KeT1ux
(TYPE V) )
N=VYa: Krox ésvVa:Kr=Na: Kt —
N K:o MazKeT1ox
(TYPE V)

MN-Nos= Ko x
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Egységes leiras: tipusszabalyok

FTer'ax TeT"0x

TYPE —
rI—T’—>7'"::* ( )

ést > 71"=Nx:7" 7" hax¢ FV(r") =

Me7" % r,X:T'l—T"::*

TYPE =’
FT-Nx:7 7"« ( )

Osszesitve:
M- A:sy Nx:A-B:s
Mr-MNx:AB:s,

ahol (s1,s2) € {(3,0), (3, ), (x,*)}

(RULE TYPE (51, S2))
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Egységes leiras: tipusszabalyok

Moa:K,T" - wf Moa: K+ wf
. - (TYPE ) (TYPE o)
Ma::K,T"a=K = lNaz:Kra:K

fr—

N-K a ¢ dom(T)
Mo:Krewf
Na:Kra:zK

(ENV @)

(TYPE ) N-K a ¢ dom(T)
—

MNa:Kra:K
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Egységes leiras: tipusszabalyok

Moxer, T - wf Mox =7+ wi
- - (VAL X) — (VAL X))
Mxer, I =xur = [ xXuT7kHXuT =

Me7ox x ¢ dom(T")
(ENV X)

X7 wf

(VAL x) M7 x ¢ dom(T

xXureXxoT -

MxoreExoT

Osszesitve:

rN-A:s x ¢ dom(T")
MNMx:Arx:A (

RULE START)

ahol se {O, ~}
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Egységes leiras: tipusszabalyok

NazKr71:L A NazKrA:=L FI—K::D( A
TYPE TYPE
rl—/\a::K.T::KzL( )= MN-Aa:KA:Na:K.L
Cx:r' -E:7" Ce7l s Nx:A-E:B MN-Asx
————————— (VAL ) ———— (V/
Fr-Xx:7 . E:7 —>7 = N Ax:AE:Nx:AB
MazK+E:T A MNa:Kr-E:A rI—K::E]( N
VAL VAL
rl—/\a::K.E:Va::K.T( ):> N-Aa:KE:Ta:K.A |
Osszesitve:

Nx:A-E:B MN-A:s
N-XMx:AE:Mx:AB

(RULE )

ahol s e {O, ~}
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Egységes leiras: tipusszabalyok

M7 :K=1L M-7"=K MN-7"=Na:K.L M-7"=K
fr—
Fer' 7" L FTer' 7" La:=1"]
r-E:7" >71" M- F:7' M- E:Na:7".7" M- F:7'
f—
r-EF:7" r-EF:7"
- E:Va:K.7' Fr-7":K M- E:MNa: K1 Fr-7":K
p—
FTeE[7"]: 7 [a=1"] FTreE[7"]: 7 [a=1"]
Osszesitve:

NrN-E:MNx:AB N-F:A
- E F:B[x:=F]

(RULE APPL)
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Egységes leiras: Uj tipusszabalyok

Tipusekvivalencia (definicié szerinti):

l'-A:B B=B rN-B:s
r-A: B

(RULE CONV)

ahol se {0, ~}
Tipuskérnyezet gyengitése:

r-A:B r-C:s x¢dom(|')(
NNx:C-A:B

RULE WEAKEN)

ahol se {0, »}
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Egységes leiras: az F, tipusrendszer megadasa

N-A:s  x¢dom(l)
(AXIOM) (
D xu0 Mx:A-x:A

START)

M- A:s;4 MNx:A-B:s
N-MNx:AB:s,

(TYPE (s1,S2))

Nx:A-E:B rl—A:S()\)rI—E:ﬂX:A.B N-F:A
N-XMx:AE:Tx:AB N-EF:B[x:=F]

(APPL)

r-A:B N-C:s  x¢dom(l)
Nx:C+-A:B (

WEAKEN)

rN-A:B B=H r-B':s
se (o} r-A:B
(31782) G{(D7D)7(Da*)7(*7*)}

(CONV)
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A \-kocka



A \-kocka tipusrendszerei

(AXIOM) Nr-A:s x ¢ dom(T") (

START)
D xu0 Mx:A-x:A

M- A:s;4 MNx:A-B:s
N-MNx:AB:s,

(TYPE (s1,S2))

Nx:A-E:B rl—A:S()\)rI—E:ﬂX:A.B N-F:A
N-XMx:AE:Tx:AB N-EF:B[x:=F]

(APPL)

r-A:B N-cC:s x¢dom(|')(

WEAKEN)
Nx:C+A:B

rN-A:B B=H r-B:s
sef{o, ) r-A:B
(81782) € {(D,D),(D,*),(*,D),(*,*)}
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A \-kocka tipusrendszerei

tipusrendszer (51,82)

F; (*7*)

F2 (*v*) (Dv*)

AP (%, %) (x,0)

)\PZ (*7*) (Dv*) (*7D)

Au (%, %) (o,0)
F., (x,%)  (3,%) (0,0)
AP, (%, %) (x,0) (o,0)
cC (*) (@) (0 (5,0
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A \-kocka

/ Fu /CC
F, AP,
¢‘ A AP
@) o
G
F,7 /\P/

() —(+. )
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A-kocka: az F; tipusrendszer

Ha (s1,s2) = {(*, *)}, akkor ez az Fy tipusrendszer

Ekkor a TYPE(s1, so) szabdly a kévetkez6 alaku lesz:

MN-A:« Mx:Ar-B:«
M-MNx:AB:x

(TYPE (x,*))

A, B: valodi tipusok, A= 7', B= 7", x: valtozd, és mivel x ¢ 7'":
Nx:7'. 7" =7"> 7"
Cox:7' b7 x=Tr7":x

Ezeért:

Mr-A - B
TYPE(sq,S2) = rN-A-B

(TYPE =)
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A-kocka: a AP tipusrendszer

Ha (s1,s2) = {(*,*), (*,0)}, akkor ez a AP tipusrendszer

Ekkor a TYPE(s1, so) szabaly a kévetkez6 alaku lesz:

M-A:x Nx:A-B:o
MN-MNx:AB:oO

(TYPE (*,0))

ahol A: tipus, B: fajta, x : valtozé

Ezért:

NNx:A-K

—— (KIND )
TYPE(s1,82) = T+TMx:AK
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A Curry-Howard-izomorfizmus



Intuicionista logika

Klasszikus logika
kdzponti fogalom az (abszollt) igazsagérték (,igaz” vagy
~hamis”)

Allitas: Van két olyan x és y irracionalis szam, amelyre x”

racionalis.

Bizonyitas: Ha \/§f racionalis szam, akkor x = y = /2,
- 2,

kiilénben legyen x = NS y=V2.

Nem tudjuk, hogy a két lehet6ség kézil melyik igaz: nem
konstruktiv.

Av -A (,tertium non datur”): nem intuicionista

Intuicionista (konstruktiv) logika (Brouwer)

egy objektum létezésének kulcsa, hogy létezik egy mddszer
az elballitasara
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Intuicionista logika: konstruktiv gondolkodas

Egy érték konstrukcidja: a szam, vagy egy eljaras megadasa,
amely el6allitja az adott értéket.
Az algoritmusoknal az esetszétvalasztas okozhat problémat:

f(n) - 1 bhaarw decimdlis alakjaban van n db. egymas utani 7-es
“ 1 0 egyébként

A konstruktiv matematikaban esetszétvalasztast akkor
hasznalhatunk, ha érvényes dontési algoritmust tudunk adni.

A hangsuly az igazsag fogalmardél a konstrukcié fogalmara
kerUlt at: a bizonyitas az algoritmus
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Minimalis logika
Definicio. A minimalista logika formulai
F ==V |F - F, ahol V egy itéletlogikai valtozo.
IPC_.: intuicionista konstruktiv itéletlogika

Definicié. Az IPC._,
Brouwer-Heyting-Kolmogorov-interpretacioja
» az A valtozot az A nem specifikalt konstrukcidjanak
tekintjik,
» az A — B konstrukcidja egy olyan modszer, amelyik az A
minden konstrukcidjat B konstrukciojaba transzformalja.
A formula bizonyitasa ugyanaz, mint a konstrukcio (bizonyitas,
flggvény, eljaras) eléallitasa

Példaul: f = Ax.x az A — A formula konstrukcidja, mivel ha a az
A egy konstrukcioja, akkor f a= (Ax.x) a=a
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Minimalis logika: tovabbi példak
Az A - B — Aformula konstrukcija a Ax.\y.x fliggvény

A 1 (konstans hamis formula) definiciéjaval a negécio is
értelmezhetd:

L: az abszurdum formula, nincs hozza konstrukcié

—\A = A — |

Legyen a egy 1 konstrukciéja, de a BHK-interpretacié szerint
L-nak nincs konstrukcidja, ezért 1 — A konstrukcidja
tetszbleges flggvény lehet, példaul Ax.1

@ afagaxg (f x) (A= B) = (=B -~ -A) (kontrapozicio)
x:Af:A-B,fx:B,g:-B=B->1,g(fx):1
A.g(fx):A->1=-A

Mg x.g (f x):-B—-A

Mg x.g (f x): (A—> B) » (-B— -A)
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Természetes levezetés

A minimalis logikdban a szemantikus eldéntésprobléma
megoldasara a természetes levezetést alkalmazzuk

ABr-A
A-Bo A
FA>BoA

Cimkézett feltételek:
x:A xeV, Aegy formula, V a cimkék halmaza
I: a cimkézett feltételek véges halmaza

Kévetkeztetések:
g A, ahol I': kdrnyezet, A: formula
E: a kdvetkeztetésekhez tartozé bizonyitas (konstrukcio)

Példaul:
D =ax:Ax A-A

%) FAx:A\y:B.x A-B-A
[26..32]



Levezetési szabalyok

r FE B X¢ r
————— (IDENT AXIOM) (ASSUMP A)
Mx:A-x A MNx:A-gB

Mx: AI—E B
I axAEA—

(IMPL INTRO)

rI—EA—>B Fn—,:A
I’»—EFB

(IMPL ELIM)

[27..32]



Levezetés: példak

(IDENT AXIOM)
X:Arx A

(IMPL INTRO)
Dacax A=A
(IDENT AXIOM)
X:Arx A
(ASSUMP B)
X:Ay:B-x A
(IMPL INTRO)
X:Arry5x B A
(IMPL INTRO)

FAx:A\y:B.x A-(B-A)

Nem minden klasszikusan levezethetd formuldanak van

levezetése konstruktiv esetben.
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Az izomorfizmus

Tétel. Curry-Howard-izomorfizmus

Ha az F; tipusrendszerben az A tipushoz van olyan zart E
A-kifejezés, amelyre E : A, akkor és csak akkor az A formula az
IPC_, egy bizonyithaté formulaja.

Ha+ E: A, akkor ¢ A, I' = & (tautolégia)
Az F4 tipusrendszer kifejezései az IPC_, bizonyitasai:
Loizonyitas mint kifejezés”

Az F; tipusrendszer kifejezéseinek tipusai a bizonyitand6
formulak: ,a formula mint tipus”
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Az izomorfizmus

Az F; tipusrendszer kifejezései az IPC_, bizonyitasai:
Loizonyitas mint kifejezés”

IPC. F; tipusrendszer
— logikai 6sszekotdjel | — tipuskonstruktor
formula tipus

Az F; tipusrendszer kifejezéseinek tipusai a bizonyitand6
formulak: ,a formula mint tipus”

IPC_ F; tipusrendszer
feltétel cimkéje tipusrendszer valtozéja
implikacio bevezetése absztrakcio
implikacio eliminalasa applikacio
bizonyitas, konstrukcid A-kifejezés
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Az izomorfizmus

Az F; tipusrendszer kifejezései az IPC_, bizonyitasai:
.van-e a formulanak bizonyitasa?”

IPC. F; tipusrendszer
normalizalas szabalya | redukalas szabalya
normalizalas redukalas

Az F; tipusrendszer kifejezéseinek tipusai a bizonyitand6
formulék: ,a bizonyitas a formula egy bizonyitasa?”

IPC. F; tipusrendszer
bizonyithatésag tipusos kifejezés létezése
bizonyitas ellendrzés tipusellendrzés
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A \-kocka és a logikak kockaja

PROP PREDw
4‘» PROP2 PREDz
*‘— PROP —‘— PRED,,
PROP PRED
PROP = itéletlogika PRED = predikatumlogika
Xo = masodrend(l X, = magasabbrendi

X.» = gyenge magasabbrendi
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	Típusrendszerek egységes leírása
	A -kocka
	A Curry-Howard-izomorfizmus

