GEOMETRIAI RFELADATOK 1.
(BsETTANULMANY)

Az esettanulmany Horvath Gyula: ,,Geometriai algoritmusok™ c., az NJSzT altal gondozott

,» Tehetséggondozo Program” keretén beliil megjelent kotete alapjan késziilt.



BEVEZETES
A feladatok kore...

o Pontok 6sszekdtése zart, nem-metsz6 poligonna.

P,»>Ps—>P,>P;>P;>P,

A nehézség: a sorrend megtalalasa a ,,kézenfekvé” x-, ill. y-koordinatak rendezésére épitve.

o 3 pont,forgsiranya”.

A 3 pont sorrendjének, forgasiranyanak ,,konnyd” kifejezése valamilyen ,,egyszerd” értékkel, Pl. +1-gyel.

o Egy pont adott poligon belsé pontja-e?

Az el6z6vel mar megoldhato.

o Egy pont adott szakaszra illeszkedik-e?

Az elézbvel mar megoldhaté?

o 2 szakasz metsz6-e? Ha igen, mi a metszéspontjuk?

Az el6zbvel mar megoldhat6?

o Ponthalmaz konvex burka.
A nehézség hasonlatos a legelséként emlitett problémaéhoz.

Arra és a forgasiranyra épithet6 is egy megoldas?
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o Egy adott pontbdl teljesen lathato négyzetek (pl. megszamlalasa).

Az origb6bdl lathaté négyzetek pirosak.

Alapveté tipusok — alapveté miiveletek

A fentiek megoldasaban szerepld alapvet6 tipusok (dbrazolas+miivelethalmaz):
o pont,
o szakasz,
O pontsorozat.

AZ ALAPVETO TIPUSOK MEGVALOSITASA

o Pont
e Abrazolas:
Tipus TPont=Rekord (x,y:Valds, hiba:Logikai)
Konst NullPont:TPont (0,0, Hamis)

e Asszocialt miveletek szignaturaja:

Eljaras PontKiiréds (Konst kezd:Szoveg, p:TPont, zar:Szdveq)

[kezd és zar kozott formazva jeleniti meg a pont koordinatéait;
lehetdvé téve az egy sorba és a kiildén sorba szervezést egyarant]

Problémamentes.

Figgvény PontBeolvasas (Konst kérd:Szoveg,
olyankE:TJé6PontE) : TPont

[az olyanE fv &llapitja meg, hogy megfeleldé-e a beolvasott pont;

beolvas pontot, és a hiba-flagjében jelzi, hogy megfelelé-e]
Problémamentes.

Fuggvény X koord (Konst p:TPont) :Valds

Problémamentes.
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§Fﬁggvény Y koord(Konst p:TPont) :Valds

Problémamentes.

§Operétor = (Konst p,g:TPont) :Logikai !

Problémamentes.

§Operétor + (Konst p,g:TPont) : TPont

Problémamentes.

§Operétor - (Konst p,g:TPont) : TPont

Problémamentes.

Operator * (Konst p:TPont, a:Valds) :TPont
["p’ vektor az 'a’ skaléarral vald jobbrdél szorzata]

Problémamentes.

Operator * (Konst a:Valds, p:TPont) :TPont
["p’ vektor az "a’ skaléarral vald balrdl szorzata]

Problémamentes.

Fiiggvény Norma (Konst p:TPont) :Valds

[euklideszi-norméja, azaz az origdtdl szamitott ,szokasos” téavol-

saga]

Problémamentes.

§Operétor * (Konst p,g:TPont) :Valds
[a definicidét 1. alébb]
Def-x:
X I TPont? >R
PiXp2:=pi.x*p2.y-p2.x*p1.y
Megjegyzés:
A p.xp, miivelet a (J,p1, p2, pi+p2) pontok altal kijeldlt paralelogramma eldjeles teriiletét
adja.

! Free Pascal-ban a k6vetkez6t elegend6 tudni az operator készitéséhez:

Operator =(Const p,g:TPont) l:Boolean;
//1 kapja értékul -az operdtor tdrzsében- az operacid végeredményét
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Tulajdonsagai:

(T0)

Biz.:

(T1)
Biz.:

(T2)
Biz.:

(T3)
Biz.:

(T4)
Biz.:

pr=0

pxs<(

Ha a p az 1. vagy a 4. siknegyedben van, akkor az o_p-re illeszkedd egyenes feletti pontokra a
pxr>0, alatti pontokra <0;
ha a p a 2. vagy a 3. stknegyedben van, akkor pont forditva, azaz pxr<0, alatti pontokra >0 .

Azaz a o_p-t iranyvektorként tekintve az altala kijel6lt iranyba nézve a balra esé pontokra
pozitiv, jobbra esé pontokra negativ e szorzat.
pPXr=p.x*r.y-r.x*p.y>0 = p.x*r.y>r.x*p.y
ha p.x>0, akkor r.y>r.x*p.y/p.x, azaz r.y>r.x*irdnytangens (p)

ha p.x<0, akkor r.y<r.x*p.y/p.x, azaz r.y<r.x*irdnytangens (p)

pxp=0
pPXp=
=p.x*p.y-p.x*p.y=0

Pi1Xp2=—p2Xp1
pPiXpz=p1.xX*p2.y-p2.X*p1.y=
== (-p1.X*p2.y+p2.X*p1.y) =—p2Xp1

(a*p1)x (b*pz) =a*b* (pi1Xp:2)
(a*p1)x (b*pz)=(a*pi.x) * (b*p2.y) - (b*pz.x) * (a*p1.y)=
=a*b*(p1.x*p2.y-p2.x*p1.y)=a*b* (p2xp1)

(P1+q) Xp2=piXp2+gxp>z

(p1+g) Xp2=(P1.X+q.X) *p2.y-p2.X* (P1.y+q.y) =
=p1.xX*p2.y+q.X*p2.y-p2.y*p1.y-p2.x*q.y=
=p1Xp2+gxp:z
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(T5) p1x(p2tq) =pixpzt+p2xg
Biz.: pix(pztg)=
(T2)= == (pz2+g)xp1=
(T3)= =-p2xp1-gxpi1=
(T2)= =pixpz+pixg

(T6) pxB=Ixp=0 (D=NullPont)
Biz.: px@=p.x*0-0%*p.y=0
Oxp=0*p.x-p.y*0=0
L4
Megjegyzés:
(T4) & (T5) = a x disztributiv a + miveletre nézve

(T3)&(T4) & (T5) = a x a vektortéren linearitdst tartd leképezés

§Fﬁggvény ForgésIrany (Konst p,q,r:TPont) : {-1,0,+1}2
[p—>g—>r balforgast®, kollinearis?, jobbforgasu esetben]
Def-KSz:
KeresztSzorzat. TPont? -R
KeresztSzorzat (p,q,r) :=(q-p)x(r-p)=
=(q.y-p.y) *(r.x-p.x) - (r.y-p.y) *(q.x-p.x)
Allitds:
Ha a KeresztSzorzat(p,q,r)>0 , akkor a KeresztSzorzat(p,q,r’)<0,
ahol r’ az r tikérképe a p g-ra illeszkedd egyenesre nézve.
Bizonyitas:
(Def-KSz) = KeresztSzorzat(p,q,r)=(q-p)x(r-p)
Az vildgos, hogy
az r a p g-ra illeszkedd egyenes alatt van <
ha r-p a 0 _g-p-re illeszkedd egyenes alatt van
(TO) = (gq-p)x(r-p)>0 <
ha r-p a 0 g-p-re illeszkedd egyenes alatt van
No mdar most az r’ éppen ugy helyezkedik el a p g egyeneshez képest,
mint az r’-p a 0 g-p egyeneshez képest: azaz mindkét esetben a
megfeleld egyenes felett lesz.
(T0) = (gq-p)x(r’-p)<0 =
(g-p)%x (r’-p)=KeresztSzorzat (p,q,r’)<0

2 Elegansabb, ha a TFordulés=(Balra,Rajta, Jobbra) felsorolastipussal valosfjuk meg.
3 Azaz az 6ra jardsaval ellentétes iranyaak.

4 Azaz egy egyenesre illeszkednek.
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Allitas:
a) Ha p=q vagy p=r vagy qg=r, akkor
KeresztSzorzat (p,q,r)=0.
b) Ha p#g és p#r és g#r, és p, q, r egy egyenesen vannak, akkor
KeresztSzorzat (p,q,r) =0
Bizonyitas:
a)
KeresztSzorzat (p,p,r) :=(p-p)x (r-p)=3x (r-p) =0 < (T6)
KeresztSzorzat (p,q,p) :=(g-p)X (p-p)=(r-p)xd=0 < (T6)

KeresztSzorzat (p,r,r) :=(r-p)x(r-p)=0 < (T1)

b)

ha p, g, r egy egyenesen vannak, akkor r’ (azaz az r tiikérképe a

p _g-ra illeszkedd egyenesre nézve) r-rel egybe esik, igy
KeresztSzorzat (p,q,r)=KeresztSzorzat (p,q,r”)

mdsrészt az eldbbi 4llitds miatt
KeresztSzorzat (p,q,r)=-KeresztSzorzat (p,q,r’)

Vagyis
KeresztSzorzat (p,q,r)=-KeresztSzorzat (p,q,r)

Amibdl mdr rdégvest kévetkezik, hogy
KeresztSzorzat (p,q,r)=0

L4

Az utobbi két allitas kdvetkezménye, hogy a ForgasIrany-szamitast alapozni lehet a

Kereszt-Szorzat képletére. frja meg a fiiggvény algoritmusat!

Figgvény HibasE (Valt p:TPont) :Logikai
§[vissza adja a p pont hiba-flagjét, s kodzben alaphelyzetbe hozza]

Problémamentes.

o Szakasz
e Abrazolas:
Tipus TSzakasz=Rekord (k[=kezdbépont],v[=végpont] :TPont)

e Asszocialt milveletek szignatiraja:

§E1jérés SzakaszKiiras (Konst kezd:Szoveg, s:TSzakasz,
| zar:Szoveq)

[kezd és zar kozott formazva jeleniti meg a pont koordinatait;
lehetdévé téve az egy sorba és a kiildon sorba szervezést egyarant]

Problémamentes.
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Figgvény SzakaszBeolvaséas (Konst kérd:Szoveg,
olyankE:TSzakaszE) :TSzakasz

[az olyanE &llapitja meg, hogy megfelelé-e a beolvasott szakasz;
beolvassa a szakaszt, és a pontok hiba-flagjében jelzi, hogy
megfeleld-e]

Problémamentes.

Fiiggvény Kezdd&Pont (Konst s:TSzakasz) :TPont

Problémamentes.

Figgvény VégPont (Konst s:TSzakasz) :TPont

Problémamentes.

Figgvény Hossz (Konst s:TSzakasz) :Valds

Problémamentes.

Operator = (Konst sl,s2:TSzakasz) :Logikai

[egyenldk-e, azaz hosszuk és iradnyuk megegyezik-e]

Problémamentes.

Figgvény Iranyszog (Konst s:TSzakasz) :Valds

Allitds:

Az s szakaszhoz jelblje R:=s.v-s.k:TPont ,irdnyvektort”, akkor

1. Irdnyszog(sz)=n/2, ha R.x=0 és R.y>0 (az ,Y-tengelyen felfelé&”)

2. Irdanyszég(sz)=3*n/2, ha R.x=0 és R.y<0 (az ,Y-tengelyen lefelé&”)

3. Irdnyszoég(sz)=arcTg(R), ha R.x>0 és R.y=0 (a 1. siknegyedben)

4. Irdanyszég(sz)=n-arcTg(R’), ha R.x<0 és R.y>0 (a 2. siknegyedben),
ahol R’:=(-R.x,R.y) [azaz az R 1. siknegyedbeli ,tilikérképe”]

5. Irdnyszdg(sz)=n+arcTg(R), ha R.x<0 és R.y<0 (a 3. siknegyedben)

6. Irdanyszdog(sz)=2*n-arcTg(R’), ha R.x>0 és R.y<0 (a 4. siknegyedben),
ahol R’:=(R.x,-R.y) [azaz az R 1. siknegyedbeli ,tilikérképe”]

Bizonyitdas:

Nyilvanvald.

¢

Ezen allitasbol adodik mar a fiiggvény algoritmusa. Algoritmizalja!

§Fﬁggvény SzakaszonE (Konst s:TSzakasz; r:TPont) :Logikai
Allitds:

p,q,reTPont egy egyenesen vannak < KeresztSzorzat (p,q,r)=0
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Bizonyitas:
(=)
p,q,reTPont egy egyenesen vannak = 3JAeR: r=p+A*(g-p) =
KeresztSzorzat (p,q,r)=(g-p)x (r-p)=(q-p)x (p+A* (q-p) -p) =
=(g-p)x (A*(gq-p))=

(T3) = =A*(g-p)x (g-p) =
(T1) = =A*(gq-p)x (q-p) =0
(<)
KeresztSzorzat (p,q,r)=0 =
(q.y-p.y) *(r.x-p.x)-(r.y-p.y) *(q.x-p.x)=0 =
(q.y-p.y) *(r.x-p.x)=(r.y-p.y) *(q.x-p.x) =

1. ha (q.x-p.x)#0 és (r.x-p.x)z0 =
(g.y-p.y)/(g.x-p.x)=(r.y-p.y)/(r.x-p.x) =
Irdnytangens (g-r)=Irdnytangens (r-p) =
p,q,reTPont egy egyenesen vannak.

2. ha (g.x-p.x)=0 =

p g-n dtmend egyenes az x-tengelyre merdleges és

(r.x-p.x)=0 vagy (q.y-p.y)=0 =
2a.ha (r.x-p.x)=0 =
p_r-n dtmend egyenes az x-tengelyre merdleges =
p,g,reTPont egy egyenesen vannak.
2b. ha (q.y-p.y)=0 =
p=q =
p,g,reTPont egy egyenesen vannak.
L4
Allitds:
Ha p,qg,reTPont egy egyenesen vannak és
r.xe[Min(p.x,q9.x)..Max(p.x,9.x)], r.ye[Min(p.y,q.y)..Max(p.y,q.vy)]
akkor az r a p g szakaszon
Bizonyitas:
Nyilvanvald.

¢
Ezen allitasokbol adodik mar a fiiggvény algoritmusa. Algoritmizalja!

§Fﬁggvény SzakaszParMetszdE (Konst sl,s2:TSzakasz) :Logikai
Allitds:

A szakaszok metszdség-vizsgdlatdt a ForgdsIrdny-vizsgdlatra lehet alapozni.
Bizonyitas:

Az alabbi alapesetek képzelhetdk el:
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Alapesetek:

16.09.17.
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Az alapesetek kénnyedén felirhatdk formdlisan a Forgdsirdny fogalmdra

visszavezetve:

a.) ForgasIrany(si.k,si1.v,s»
ForgasIrany(sz.k,s2.v,s:

b.) ForgasIrany(sz.k,s2.v,s:
ForgasIrany(si.k,s:.v, s:.

ForgasIrany(si.k,si1.v, s>

.k)=ForgédsIrédny(si.k,s1.v,s2.Vv) és
.k)=ForgédsIrédny(sz.k,s2.v,s1.V)
.k)=ForgédsIrédny(s,.k,s2.v,s1.v) és
k)=-ForgaslIrany(si.k,s:1.v,s2.Vv) vagy

.k)=ForgédsIrédny(si.k,s1.v,s2.Vv) és

ForgasIrany(sz.k,s,.v,s1.k)=-ForgasIrany(sz.k,s,.v,s1.Vv)

CJ SzakaszonE (si1.k,s:1.v,s2.k) vagy SzakaszonE(s:i.k,s1.v,s2.Vv) vagy

SzakaszonE (s2.k,s2.v,s1.k) vagy SzakaszonE (sz.k,s2.v,51.V)

d) ForgasIrany(sz.k,s,.v,s1.k) *ForgasIrany(sz.k,s2.v,s1.v)<0 és

ForgasIrany(si.k,s:.v,s2.k) *ForgasIrany(si.k,s:1.v,s2.v)<0

Vildgos, hogy a c.) és a d.) eset jelenti a megolddst; azzal a feltétel-

lel, hogy egyik szakasz sem ,elfajuldé” (egy pontbol 4116), és nem esnek

egy egyenesre.

¢

Ezen allitasbol adodik mar a fiiggvény algoritmusa. Algoritmizalja!

%Eljérés SzakaszParMetszéspont (Konst sl,s2:TSzakasz) :TPont

Allitas:

Ha O#si1#s:40 és van metszéspontjuk, akkor az si1 s: szakaszok r met-

széspontja megkaphatd az aldbbi linedris vektoregyenlet megolddsdval:

ri(ti1)=rz2(tz), ahol

tie[0..1] és ri(ti)=si.k+ti*(si.v—-si.k)

Ekkor r:=ri(ti)=rz(tz)

(i=1,2).

10
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Bizonyitas:
Mivel egy (=nem végtelenszamu) metszéspontjuk van —a feltételek szerint-—,
ezért egyértelmien 1létezik riesi—nek és rzesz-nek is olyan pontja, amelyek
egybeesnek: ri=ro.
Egy s szakasz belsd pontjait befutja a kdvetkezd fliggvény:
r:[0..1]>RxR
r(A)=s.k+A*(s.v-s.k)
Tehdt egyértelmien létezik olyan ti,tze[0..1], amelyre
ri(ti)= si.k+ti1*(s1.v-s1.k) = sz.k+to*(sz2.v-s2.k) =ro(tz).
A ti;,tz megkaphaté a fenti vektoregyenletet x- és y-koordindtdra kifejtve,

majd igy mint két ismeretlenes linedris egyenletrendszert megoldva.

¢

Ebbdl az allitasbol adodik mar a fiiggvény algoritmusa. Algoritmizalja!

Vilagos, hogy ha a s1, s2 pontok elfajult voltat vizsgalni kell! Ekkor olyan pont kell le-

gyen az eredmény, amelyen ,,latszik az elfajultsag, amelynek a hiba-flagje hibat jelez.

§Fﬁggvény Mer&legesekE (Konst sl,s2:TSzakasz) :Logikai

(llitas:

Ha <si.v-si.k,sz2.v-s2.k>=0, akkor si s: merdlegesek egymdsra,

ahol <q,r>:=q.x*r.x+q.y*r.y [az a ,két vektor skaldris szorzata” mivelet].

Ezen allitasbol adodik mar a fiiggvény algoritmusa. Algoritmizalja!

§Fﬁggvény Meréleges (Konst s:TSzakasz, r:TPont) :TSzakasz

[Uf: az s szakaszt tartalmazd egyenesre merdleges szakasz,
amely kezddépontja az r]

Allitds:

Az r-n dtmend s-re® merdleges egyenest a kévetkezd lépésekben kaphatjuk
meg (az dbra jeldbléseivel):

1. a:=IrdnySzég(s)

2. Forgatdsmatrix: FM(a)=Fmsa_sma}

sina. cosa
rr forgatdsa: rr:=(r-p)*FM(a)
rr projekcidja az x-tengelyre: rr.y:=0

VisszaForgatdsMatrix: FM(-a)

S N W

rr visszaforgatdsa: p:=rr*FM(-a)+p

5 Pontosabban: ...s-n dtmend egyenesre..

11
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q ’r'-'—‘r-p

q=q-p

p'=

r’=r' *F(a) s

7 q"=q"*F(®) 9"=q"*F(a)

P > o »
- P v

p»___o Pn=0 r

o U= ()

P”=D - T

Az r-n atmend p_g-ra merdleges egyenes, p_q metszéspontjanak (rV) ,,megszerkesztése”.

Ezen allitasbol adodik mar a fliggvény algoritmusa. Algoritmizalja!

§Fﬁggvény Hib&sE (Valt sz:TSzakasz) :Logikai

§[vissza adja a sz szakasz pontjainak hiba-flagjét (vagyolva),
. s kézben alaphelyzetbe hozza azokat]

Problémamentes.

o Pontsorozat
e Abrazolas:
Tipus TPontSor=Rekord( db:Egész,

pontok:Témb (1. .MaxN:TPont),
hiba:Logikai )

12
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e Asszocidlt miiveletek szignaturaja:

Konst UresPontSor:TPontSor (db:0,pontok: (),hiba:Hamis)

Problémamentes.

Figgvény ElemSzam (Konst ps:TPontSor) :Egész

Problémamentes.

Figgvény Elem (Konst ps:TPontSor, Konst i:Egész) :TPont

[p=Elem(ps,i): ie[l..ps.db], akkor p a ps pontsort i. pontja,
kiildonben p.hiba=Igaz]

Problémamentes.

Eljaras ElemMddosit (Valt ps:TPontSor,
Konst i:Egész, p:TPont):
[ps.pontok[i]=p: i€[l..ps.db], kiilénben ps.hiba=Igaz]

Problémamentes.

Operator + (Konst ps:TPontSor, p:TPont) :TPontSor

[b6viti a pontsort Ujabb ponttal, ha ps.db<MaxN;
kiilénben (ps+p) .hiba=TIgaz]

Problémamentes.

Operator - (Konst ps:TPontSor, i:Egész) :TPontSor

[elhagyja a pontsorbdél az i. pontot, ha ie€[l..ps.db];
kiilénben (ps-p).hiba=Igaz]

Problémamentes.

Figgvény HibasE (Valt ps:TPontSor) :Logikai

[hibads volt-e a ps; torli a hiba-flaget]

Problémamentes.

1. FELADAT

Készitse el a geometriai tipusok teljes, egyesitett moduljat!

2. FELADAT

Készitse el a GeomUnit-ot teszteld programot!
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