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Szlavi Péter: Dinamikus programozas 2018. aprilis 24.

Bevezetés

Feldolgozasom nagyban épit Horvath Gyula, az irodalomjegyzékben elséként felsorolt fiizetére [HGyl].
Gondolatmenetét, amellyel messzemenden egyetértek modszertani erényel miatt, atveszem: indulas egy
konkrét feladat elemzésébdl, majd a dinamikus programozas lényegi jellemz6i kovetkeznek, s végtl
valahany példa, mintegy a bemutatott médszer sulykolasara.

A dinamikus programozas (DP) rovid 1ényegét emigyen hatirozzak meg Ronyai és tarsai az [RISz]
irodalomban: ,,A dinamikus programozas modszerek gyakran hasznalatos valamilyen numerikus
paramétertdl figgd érték optimumanak meghatarozasara. Lényege, hogy az optimumot (optimalis
megoldast) alkalmas kisebb részfeladatok optimumabdl (optimalis megoldasabdl) probaljuk el6allitani.
A dinamikus programozast hasznal6 algoritmusok vezérlési szerkezete gyakran emlékeztet egy tiblizat
szisztematikus (pl. sorrél sorra haladd) kiszamitasara. A tablazat kitoltését altaldban egy rekurziv
dsszefiigeés teszi lehetévé, ami alapjan a bejarasi sorrend szerint korabbi elemekbdl meghatarozhatok a
tobbiek. A kapott modszer koltségét tébbnyire a kitdltendd tablazat mérete hatarozza meg. ...”
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1 Egy gondolatébresztd példa

1.1 Az ,iskolapélda” - pénzfelvalthatosag

b

Az alabbi feladat egyik ,jiskolapéldaja”, mondhatni: ,allatorvosi lova” a dinamikus programozassal
szokasosan megoldhat6 feladatok vilaganak. Nézziik a koévetkez6 pénzfelvalthatosagot vizsgald fel-
adatot, mindjart formalizalva:

Bemenete:
e P={pi,..,pn} pozitiv egészek — a pénzcimletek, és
e [ porzitiv egész — a felvaltandd 6sszeg
Kimenete:
e FelvalthatoE logikai érték — jelentése, hogy felvalthato-e az E a P halmazban felsorolt cimletekkel
ugy, hogy minden cimletet legfeljebb egyszer hasznalunk fel
Példa:
P = {5,5,10,20,20,100}, E = 50
FelvaltahatoE = Igaz,
hiszen 50 = 5+5+20+20.

P = {5,5,10,20,20,100}, E = 200
FelvaltahatoE = Hamis,
hiszen 200 > 5+5+10+20+20+100.

1.2 A példa ,izlelgetése”
A felviltds ,,szerkezetének” elemzése

Megoldasként természetesnek latszik egy rekurgiv alapu megkozelités. Tegytk 61, hogy az eredmény
,»igenl6”. Ekkor teljestil:

(lay E=py+...+pi,
feltehet6 nyugodtan:
(1b)  i<...<i_is.
Ez esetben vilagos, hogy
2) E—pi, = pyt...Tpiy
leirasa annak a redukalt feladatnak, amelyben a felvaltand6 E—p;, és a felvaltasban felhasznalhatok a
{p1,--.,pi s cimletek.
Részproblémzkra bontis

Latszik, hogy a feladatot jol jellemezhetjiik két paraméterrel: az X Osszeggel, és a legnagyobb 1 in-
dexszel, amely a cimlethalmaz még felhasznalhaté elemeinek részhalmazat meghatarozza: (X,1). (X,i)
jelentése: X; {p1,...,pi}. E jeloléssel példaul (2)-t igy irhatjuk: (E—ps, i—1) ', a kiindul6 feladatot pedig:
(E, N).

Rekurziv osszefiiggések a részproblémik és megoldisaik kozott

Jeloljuk FV-vel a felvilthatisagot eldontd fuggvényt! FV(X,i) igaz, ha az X felvalthaté az elsé 1 cimlet
segitségével, egyébként hamis.
Pontositsuk: FV(X,i) igaz, ha
1. p=X; vagy
2. pi<Xés FV(X—p;,i—1) igaz, feltéve, hogy i—1. cimlet egyaltalan 1étezik;
azaz pi-t a megoldasba bevéve, a maradék 6sszeget az 6t megel6zokkel fel tudjuk véltani; vagy

1 Csak i,—1—et ithatunk, hiszen a feldolgozas kézben fogalmunk sincs arrdl, hogy k.1 gyanant melyik elem valaszthato.
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3. FV(X,i-1) igaz, feltéve, hogy i—1. cimlet egyaltalan létezik;
azaz ha ugyan a pi-t nem hasznalhatjuk, az 6t megel6z6kkel elvégezhet6 a felvaltas.

Ugyanez formalizalva:

i>0Apj=X v
FV(X0) =11 >1Apj <X AFV(X-p;,i-1) v (RekFVDef)
i>1AFV(X,i-1)

Az 6sszefiiggésbdl kiolvashatd, hogy az (X,i) jellemezte probléma megoldasa tamaszkodik az (X,i-1), és
az (X—pi,i—1) részprobléma megoldasara, ha ez egyaltalan lehetséges, vagyis ha i>1. i=1 esetén nincs
rekurziv hivatkozas, az (X,1) megoldasanak nincs ,,alapabb” 6sszetevéje.

A feladat megoldasa: FV(E,N).
Rekurziv megoldis egy lehetséges algoritmusa

A lényegi eljaras Pascal-szer(i algotitmusa az alibbi lehet™

type TCimletek=record
db:integer; cimlet:array [1l..MaxCimletDb] of integer
end;

var Cimletek:TCimletek;
function FV (const X{felvdltandd},i{max.index}:integer) :boolean;
begin
FV:=((i>0) and (Cimletek.cimlet[i]=X)) //i. éppen a kelld cimlet
or ((i>1) and (FV(X,1i-1))) //nem az, de i-1.-ig felvdlthatd
or ((i>1) and (Cimletek.cimlet[i]<X) //i. felhasznalhatd
and (FV(X-Cimletek.cimlet[i],i-1))); //és a maradék i-1.-ig felvalthatd

end; //FV

o

Cimletek szama: |15 Felvaltands: [111

Cimnlet |:
1
z2
=]
10
20
S0
100

200 LI

1. abra. Pénzvaltas program futasa: felvalthat6-e a 111 a {1,2,5,10,20,50,100,200,...} cimletekkel?

Felvalthaté-e: Igen

F>>|

L o e I I I T I T % T

Kiproébalhatjuk ennek Lazarus-os megvalositasat: zip, exe. Erdemes megfigyelntink a kévetkezoket:
1.  Kis cimletszam (pl. {1,2,5,10,20}) mellett

a. ,igenl6” a megoldas (pl. 27) — hivas-sorrend

b. ,,tagadd” a megoldas (pl. 9) — hivas-sorrend

2 A rekurziv agakat megceserélve; igy el6bbre véve az ,,0lcsébbat”, a kevesebb feltételt tartalmazot.


PenzValtas1_1.zip
penzvaltas1_1.exe
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c. mindkét végeredményhez olyan adatok alapjan, amelyben van ismétlé6dé cimlet — hivasi
sorrend
2. Kiulonféle cimletszam (pl. 5, 9, 15, ...) mellett olyan 6sszeg, amely azért nem valthato fel, mert tal
nagy — hivas-szam névekedése

A proba eredményeit foglaljuk 6ssze a 2., 3. és 4. abran.

E‘ ' B Hivasi sorrend |Z”E|E|

M Penzyiltds 1.1

B Pénzyaltas 1.1

Cimletek szama: [3  Felvaltandd: & | Cimletek szama: [3  Felvaltandé: 3 =
cinlet | G cinket | 1
1 1 2 7
2 2 3
ﬂ 3 5 j Felvalthaté-e: Igen Felvalthaté-e: MNem B 8 5
5
3
7 4
a
3 3 H 1

ﬂ J I éae ﬂ J ) teoe

Rekurziv hivasok szama: 6 1 Eekurziv hivasok szama: 7 I
Kitsltott tablaelemek szama: 6 Kitsltstt tablaclemek szama: 7
oz s | o fifefs | I N T N O O
o [z s | o i fe]s | I [ | o i 2 Js |
0 o o o o D 3 300 00
o+ IO CIRERRENL: 4| o 1 1o
2 | 2 o0 0o 5 | s o o o o
| ERCREREE 6 | s o o o o
4 PCRERCE 7 | 7 ot o o
Z Zu 0o oo & | & [0 0 0 0
5 | + 6 Jo 11 Z = Zu 1L 3

M Pénzviltss 1.1 M Pynzviltds 1.1 EE|X) = Hivssisorrend EEX]
5

Cimletek szama: |5 Felvaltandé: 12 (I P EX R O P Cimletek szama: [5  Felvéltandé: [ |

o
et | 1 ciet |
1 1 2 3t L !
= 2 = - 2 2 24,20,3029
P E s 5| Dol T 4 24,30 |29 Pof 2 | Felvalthatd-e: Tgen ;i;;:,zs =
B z B 915 |14 5 1 6812 7,11 10
i ! B o = ERCRE

g 8,28 17 5 s 3 2 1
8 13
3 21,2726 |25
10 512 11 10 ﬂ J ) véoe

ﬂ J ] veos 11 00 18 18 17
12 S A R I Rekurziv hivasok szama: 31

Rekuraiv hivasok szama: 31 i Fitsltstt tablaclernek szfma: 21

Kitsltstt tablaclemek szama: 26 o 1z [+ 5 | Lz 5 |55 ]

o [t e 5 [+ 5 & 0 I R O P [ FEN
o [t |2 |5 |z |t 0 L jo |0 o o jo o

5 . o Ll I+ it o0 o n

] o o el o o oo

m s o EN + ENERERERENL

o o 4 | - 4 Ja 1 0 0w

— — 5 + 53 2100

1 | 10 |0 6| - 6 s 2 1 00

B 1 jo 7| + ER TR

112 | |12 |0 la | - 5 1 1 1 1 1

2. abra. Pénzvaltas program futasi eredménye: felvalthat6-e a 6, ill. a 9 dsszeg az {1,2,5} cimletekkel,
tovabba a 12 az {1,2,5,2,1} cimletekkel; és a 8 az {1,2,2,2/1} cimletekkel?

Egy kis kitér6 a program hasznalatahoz — kezel6feliletrdl

Az alkalmazas lehet6vé teszi a cimletek (szamanak és értékeinek) a bebillentyiizését, ill. fajlbol beolvasasat. Az
ablakanak alsé része lenyithat6 (a 2. abran lathaté screen-shot ,,Pénzvaltas 1.1” ablak kézepe tajan, baloldalon
talalhaté gomb segitségével, amin most ,,A” olvashaté.) Itt kétféle, a végrehajtas mikéntjét magyarazo ,,admi-
nisztracios” tablazatot tekinthetjik at. A baloldali a rekurzi6 soran kiszamolt részproblémak eredményét (az-
az a FV(X,i) figgvény értékét) tartalmazza. (Igaz : +°, Hamis : *—; tires : nem lett kiszamolva.) A jobboldali
az egyes részproblémak ujraszamolasanak szamat tartalmazza. Az utébbibdl dertil majd fény a rekurziv mod-
szer gyengeségére.
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Egy kulonallé (,,Hivasi sorrend” cimkéjd) ablakban leshetjiik meg, hogy milyen sorrendben torténtek meg a
hivasok. (Ez az ablak a kézépsé gombsor 2. gombjaval nyithat6-csukhato.)

A 2. abra alapos megfigyelése utan a kovetkezéket fogalmazhatjuk meg:

@)

A rekurziv hivasokban megfigyelheté szabalyszertiség: el6szor ,,vizszintesen” (az FV(X,i-1) agon),
majd ha igy nem folytathato, ,,figgblegesen” (az FV(X-Cimletek.cimlet[il,i-1) agon) 1ép a kisebb értékek
felé.

A hivasok moédszeresen kovetkeznek egymasutan. Akar iteracioval is ,,utanozhatnank”. (Legalab-
bis az ismétlésmentes esetben.)

Az ismétlésmentes esetekben a hivas-szamok legfeljebb 1 értékiek, azaz legfeljebb egyszeres sza-
molast jeleznek, ami a hatékonysag szempontjabol megnyugtat6. A 3. futasnal is még legfeljebb 2
az ismétl6dé szamitas, de a 4.-nél, ami alig killonbozik a 3.-t6l, mar 4 helyen is ,tripletet’” latunk.
S ez rosszat sejtet.

A hivasok soran egy binaris fat ,,jarunk be”. Példaként bongéssziik at a 3. abrat!

FV(9,2)

»visszaléps™” ag

FV(9,1)

visszalépd” 4
» P g (9’1)
L1#9

5<9 = FV(9-5,2) 2<9 = FV(9-2,1)
predukald” ag wredukdls” ag '4|:|

~
~

]
~

(9,3)

2<4 = FV(4-2,1) s, %
predukald” ag AH

©)

3. abra. A ,,9 6sszeg {1,2,5} cimletekkel” futashoz tartoz6 binaris fa.

Ha a 4. futashoz tartozé binaris fat lerajzolnank, érezhetnénk, hogy az tjra meg ujra ,,bejarando”
agakkal még meggytlik a bajunk.

Végezzik el ezek utan a masik teszt-csoport futasait! Ennek eredményeit foglaltuk 6ssze a 4. abran.

Az abra tanusaga szerint durvan novekszik a hivas-szam mindkét paraméter novekedtével. A leg-
rosszabb (negativ végeredményd) esetekben a hivas-szamokra ,,gyanus” értékeket kaptunk: valamely 2-
hatvanynal éppen eggyel kisebb ért¢k! Ez elgondolkodtatd. A ndvekedés tapasztalt titemét okosko-
dassal is belathatjuk.
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Cimletek szama: |2U Felvaltandé: |11111
Cimlet |;|
& 50
7 100
F»l & 200
9 500
10 1000
11 1
12 z
13 5 i

A el
Rekurziv hivasek szama: 1048575
Elitsltott tiblaclemek szama: 25267

> | Felvalthaté-e: IMem

1=

=

L3

X FV(X,20) Hivas-szam
1 + 10
11 + 27
111 + 90
1111 + 601
11111 — 1048 575
5 + 8
55 + 49
555 + 304
5555 - 1048 575
12 + 26
123 + 99
1234 + 1352
12345 = 1048 575

A legrosszabb, negativ esetben:

9999 FV(X,3) 7
9999 FV(X,5) 31
9999 FV(X,8) 255
9999 FV(X,10) 1023
9999 FV(X,15) 8195
9999 FV(X,20) 1048 575

b S 0 I I . T (VO U S R . T [N R R e
4

it 2 [z s [5 [6 [« 'BERERE & |7

t |z |5 |t |20 |50 i |z |5 [ta 2050
1104- 14z 0 0 0 0 o
T A P P N N [110de 3 2 1 1 1
ed- - - - - [1i0de (5 2 1 1 1
[T P P N 111d3 (3 2 1 1 1
e M P M R CHERER
1110- [11dz 0 0 0 0 o
- - - - - 111de 2z 1 1 1 1
[T P P N [111ds 2 1 1 1 1
T P P N N f11dz 2 1 1 1 1
[T P P N 11ds 2 1 1 1 1
1110- [11dt 0 0 0 0 o
[ P P N 1idz (101 1 1 1
[T P P N 1id2 (1 1 1 1 1
[T P R N {11 111
- - - - - 4|ZI i1f1 1 1 1 1
T 3 [ N P

4. abra. Pénzvaltas program futasa — hivas-szam névekedésiiteme

Az FV figgvényt 1 elemt cimlethalmazzal meghivva tovabbi rekurziv hivas nélkill megkapjuk az ered-

ményt. Tehat a hivas-szam: 1. (X,i)-re, legkedvezotlencbb esetben a kiszamitashoz két rekurziv hivasra, az

(X,i—1)-hez és az (X—pi,i—1)-hez tartozora van sziikség, amelyek hivas-szama hozzaadoédik az 6 eredeti

hivasahoz. Az a legkedvez&tlenebb eset, amelyben a ,,gyorsabban 0-ra fut(hat)6” (X—pi,i—1) is a lehetd
N

legtovabb hivhaté tjra meg Ujra, azaz X folytonosan cstkkentve is pozitiv marad: X > z p;.

i=1

Formalizalva: RekHDb(X,i) jelentse az X 6sszeg felbonthatésagahoz sziikséges rekurziv hivasok sza-
mat (i. cimlettel bezardlag). Az elmondottak igy formalizalhatok:

RekHDb(X,1) = 1

RekHDb(X,i) = RekHDb(X,i~1) + RekHDb(X—pyi-1) +1

(RekHDb — R1)
(RekHDb — R2)

Ebbdl teljes indukcioval mar kénnyen belathat6 a tapasztalt szabalyszerlség, azaz igaz az alabbi allitas:

Allitis:

LegkedvezGStlenebb esetben a sziikséges rekurziv hivasok szama:

RekHDb(X,i) = 21

(RekHDb — I




Szlavi Péter: Dinamikus programozas 2018. aprilis 24.

Bizonyitas:
... a fentiekbdl kovetkezik ...
2

Idekivankozik egy tovabbi megjegyzés: ezt, a hivas-szam szempontjabol negativ ,,eredményt” sajnos
nemcsak az elére lathatd —s igy akar ki is szlrhet6— X értékek esetén produkalja az algoritmus, hanem
igenl6 valasz esetén is. Erre mutatott példat a 2. abra 4. futasa.

Miel6tt attérnénk a gazdasagosabb megoldast jelenté DP-filozoéfiajara, gondolja meg, majd probalja ki
azt a megoldast, amelyben az FV flggvény lényegi részében a kiszamitasi sorrendet a (RekFVDef)
szerintire cseréli —szigorian ragaszkodva hozza—, azaz:
function FV (const X{felvdltandd},i{max.index}:integer) :boolean;
begin
FV:=((i>0) and (Cimletek.cimlet[i]=X)) //i. éppen a kelld cimlet
or ((i>1) and (Cimletek.cimlet[i]<X) //i. felhasznalhatd
and (FV(X-Cimletek.cimlet[i],i-1))) //és a maradék i-1.-ig felvalthato
or ((i>1) and (FV(X,1-1))); //nem az, de i-1.-ig felvdlthatd
end; //FV

A DP megoldis algoritmusa

A rekurziv megoldas hatékonysaga tehat drasztikusan romlik a valtasban szereplé cimletek szamanak
névekedtével. A tesztprogram alapjan tamadhat az az 6tletiink, hogy az ott tisztan adminisztrativ célo-
kat szolgal6 tablazatot akar ,,tartalmi”, jobban mondva: hatékonysagot noveld, algoritmust érinté célra
is bevethetnénk. Példaul ugy, hogy a tablizat kis index(i elemeinél kezdve’ a kitsltést —ott, ahol nem
rekurziv a fenti formula—, majd ezekre a kiszamolt értékekre tamaszkodva haladunk a nagyobb tabla-
indext elemeken at, a meghatarozandé tablaclem felé. Nyilvanvalo, hogy a tablazat elemeinek a szama
(azaz méreteinek szorzata) lesz a hatékonysig mércéje. Igy a névekedés titeme a cimletszamtél csak
linedris, s nem exponencialis lesz. Igaz: az Osszegtdl vald fliggés is bekeriil a képbe, amit eddig nem
vettiink figyelembe.

.. . o,1.2, 3. « osglopindex
Osszevetésként nézzik meg, eldljaréban, a DP 0. [T ER T B cimletindex
megoldast is! A DP-filozofia szerinti tablazat az 1. _Jo [t [z |5 [0 [ [50 1+ cimlet
el6z6 megoldasban adminisztrativ célokra szolgalo i: T P P P P e e
(ezért eddig ,eltitkolt”)  stringGrid lesz: a : + [+ |+ |+ [+ |+
fmPenzValtas.sgRekTab nevi. 1 i" . e L
Ennek indexeléséhez szamitasba kell venni, hogy E. : . e
kétsoros fejléc és egyoszlopos oldalléc Gvezi —ahogy E‘ - .
lattuk—, és ,,Delphi-s szokas™ szerint 0-val kezd6dik =
az indexelés. 4

g?

A megoldast két részre vagjuk. Az elsé pusztan a tablazat eléallitasaval foglalkozik, mig a masodik ez
alapjan megadja a keresett megoldast.

3 Szok4s mondani ,,alulrél felfelé”. ..
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procedure Tablafeltoltes (const E{felvdltandd},N{max.index}:integer);
var 1i,x:integer;
begin
with fmPenzValtas do
begin
for x:=1 to E do
begin
sgRekTab.Cells[2,x+2]:='-"'; //elsd oszlop (=2 indexi) Hamis

end; //for x
//kivéve, ha az X éppen az 1. cimlet:

if Cimletek.cimlet[1]<=E then //ha van még cimlet[1]-dik sora a tabldzatnak

begin
sgRekTab.Cells[2,Cimletek.cimlet[1]+2]:="+";
end; //if
for i:=2 to N do //az i. oszlop szdmitdsa
begin
for x:=1 to E do
begin
if ({(i>0) and} (Cimletek.cimlet[i]=x)) //i. éppen a kelld cimlet
or ({(i>1) and} (sgRekTab.Cells[i,x+2])="+") //nem az, de i-1.-ig felvdlthatd
or ({(i>1) and} (Cimletek.cimlet[i]<x) //i. felhaszndlhatd
and (sgRekTab.Cells[i,x-Cimletek.cimlet[i]+2]="+")) //és a maradék i-1.-ig
//felvdlthatd
then
sgRekTab.Cells[i+1l,x+2]:="+"
else
sgRekTab.Cells[i+1l,x+2]:="~"
{endIf};

end; //for x
end; //for 1
end;//with
end,;//Tablafeltoltes

begin//PenzValtas DinProg

//tablafeltdltés:

Tablafeltoltes (Felvaltando,Cimletek.db) ;

//megoldds megadds:

PenzValtas DinProg:=fmPenzValtas.sgRekTab.Cells[Cimletek.db+1l,Felvaltando+2]="+";
end; //PenzValtas DinProg

A kovetkezd, 5. dbran 6sszevethetd a rekurziv és DP-gondolatmenet szerint mikédé programok futdsa
abban a bizonyos ,,neuralgikus” esetben. A DP (az dbra jobboldali ablakaban fut6) program killeme is
megvaltozott, ui. semmi értelme most rekurziv hivasokat adminisztralni. A sarkalatos killonbséget az
ablakparon lathat6 3+1 szam jelenti. A +1 nem lathat6. © Vessiik 6ssze ezeket!

Rekurziv hivasok szama (azaz a kiszamolt tablaclemek szama az ismétlésekkel egyiitt: 1 048 575 <
222 220 (=a tabla mérete=20*11 111); a kit6ltott tablaclemek szama: 25 267 <> 222 220.

Egy kis elemzés kovetkezik. A rekurziv megoldas fajlagos ismétlési szama: 1 048 575 / 25267 ~ 41,
ami borzaszto. Ennél természetesen elvileg és a futasi id6 tapasztalata szerint is joval kedvezébb a DP
222 220 darab egyszer kiszamolt tablaclem” stratégiaja. A fajlagos sebesség novekedés:
1048 575 / 222 220 ~ 4,7. Mindazon altal a ,,feleslegesen” kiszamolt tablaclem szamat, a (222 220—
25 267) = 196 953, ami hozzavetSlegesen 7,8 szorosa a szitkségesnek, azt sokallanunk kell!
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Egy ,,okosabb” DP-szerii megoldis algoritmusa

A kitoltott tablazatot Gsszevetve a rekurziv hivas tablazataval, felvetédhet benniink, hogy nem lehetne-
e a rekurziv megoldas célratorését, azaz ,csak agt kiszamolni, amit muszdj’ elvét és a DP megoldas
Windent csak egyszer kisgdamolni’ elvével Gsszehazasitani. Az Uthet ugyanis szoget a fejiinkbe, hogy a
rekurziv megoldas tablazata meglehetésen ritkan kitoltott, hiszen csak a sziikséges tablaclemeket
szamoltuk ki (sajnos esetleg tObbszoris), amig a DP-ben sok-sok folosleges tablaelem szamitasaval is

1d6t vesztegetiink.

Ez vezet egy Gjabb —a DP megengedébb értelmezése szerint szintén dinamikus programozashoz
sorolt— megoldashoz. Lényege didhéjban: megmarad a rekurziv szemlélet, de csak akkor torténik
tényleges rekurziv hivas, amikor a paraméterekhez tartozé érték a tablazatban még kiszamolatlan.
Vildgos, hogy a tablazatot el6zetesen inicializalni kell (ahogy eddig is, csak éppen mas ok miatt).

M Pénzvaltds 1.1 (=13

Cimletek széama: |20 Felvaltandé: 11111

Cirlek | b
1 1
z z
ﬂ g 5 | s | Felvalthaté-e: IMem
4 10 i
5 20
& =]
7 100
B 200 -

ﬂ ﬂ M Yege
Fekurziv hivasok szama: 1048575
Kitsltott tablaelemek szama: 25267

Cimletek szama: |20 Felwaltandé: 11111

Cirnlet | 5

s | Felvalthaté-e: Iem

Fuo

[== RN = T, T R AT U
=2
(=]

[2] | i e

Eitasltatt tablaslemelk szhma: 222220

0 [t f2 |3 [4 |5 =& 0 |1 |2 |3 |4 [5 = 0D |t [2 |3 (4 |5 |6 |7 [B |9 |0 [11 |12 [13 =
0 |1 |2 [5 |10 |20 o (1 |2 |5 |10 [z20 0 |t |2 |5 |10 |20 |50 [100|200(sOO (10041 |2 |5
0| 0 0 jo o 0 0 o o
il |1 |0 |0 [0 |0 |0 |D | + [+ + 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ + + + o+
2 | 2 @ 0 0 0 0 @ B + [+ |+ + |+ + |+ + + + 4+
3 3 o0 0 0 0 |0 En + 0+ + + + + o+ + + + o+
Z ZD o oo o o 4| A P e S R R O
E 5 |0 |0 0 |0 |0 |O = | -+ 0+ I+t + + + o+
6 | 6 @ 0 0 0 0 @ & | -+ o+ + + + + 4+
7 | w| [7 0 0 |0 0 0|0 Bl -+ 0+ I+t + O+ e
< LI 3 I 3 < | )

5. abra. A rekurziv (baloldalon) és a DP (jobboldalon) megoldas programjanak dsszevetése

A lényegi fuggvény-eljaras algoritmusa az alabbi (ismét az sgRekTab stringGrid a DP tablazata):

Function FV (const X{felvdltandd},i{max.index}:integer) :boolean;

begin
with fmPenzValtas do
begin
if

(sgRekTab.Cells[i+1,X+2]="+") {(mdr ismert a '+' vdlasz} then FV:=true

else if

(sgRekTab.Cells[i+1,X+2]="-") {(mdr ismert a '-' vdlasz} then FV:=false
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else //még nem ismert a valasz és...
begin
if
((i>0) and (Cimletek.cimlet[i]=X)) //i. éppen a kelld cimlet
or ((i>1) and FV(X,i-1)) //nem az, de i-1.-ig felvdlthatd
or ((i>1) and (Cimletek.cimlet[i]<X) //i. felhaszndlhatod
and FV (X-Cimletek.cimlet[i],1i-1)) //és a maradék i-1.-ig felvalthato

then sgRekTab.Cells[i+1,X+2]="'+"' else sgRekTab.Cells[i+l,X+2]="'-";
FV:=sgRekTab.Cells[i+l,X+2]="+"; //pozitiv-e a vdlasz?
end;
end; {with}
end; //FV

E megoldas jellemzéseként ismét egy futast demonstralé abra kovetkezik.

Lathaté rajta, hogy a rekurziv hivisok szama alig 42 983 / 1 048 575 ~ 4%-a a ,,tisztan” rekurzivnak.
Az atlagos ismétlés szam is viszonylag kicsi: 42 985 / 25 267 = 1,7. Els6 blikkre meglepd, hogy nem
egy. Ha azonban belegondolunk, ez a szam azt jelzi, hogy egy-egy elem kiszamolasahoz tobb dton is el
lehet jutni, de onnan tovabb mar nem megy, hanem szamolas nélkil visszaadja a korabban kiszamolt
értéket.

B Penzvaltds 1.1 (=13

Cirnlatek szama: [20  Felvaltands: [11111 Cimletek szama: [20  Felvaltands: 11111
Cirnlet | 5 Cirmlet | ”~
1 1 1 1
2 2 z 2
N 5 > | Felvalthaté-e: INem Bl |13 5 | » | Felvalthaté-a: IMem
4 10 4 10
5 20 ] 5 20
6 50 [ 6 =0
7 100 7 100
8 200 2 5 200 3
=] I-'l Yege A ® I-'l Vége
Rekurziv hivasok szama: 1048575 Rekurziv hivasok szama: 47953
Eitsltott tiblaslermelk szama: 25267 Kitsltstt tablaelemelk szama: 25267
o (1 [z [3 [+ [5 =~ o |1 [2 [3 [+ [5 =~ o1 [z [3 [+ [5 = 0 |t |2 [z [+ [5 =
o |1 |z |5 |10 (20 o (1 |2 |5 |10 |20 o |1 |2 |5 |0 |20 o [t |2 [5 |10 (20
0 | 10240 196 98 42 14 |0 0 | 10260 (2 |2 |2 |1 |0
1| 102i0 98 98 42 14 0 L 10290 L |2 |2 [t |0
2 | 10zin 210098 42 14 0 2 | 1040 [z |2 |2 |1 |0
El wzin 11z0 o o o Enl 10240 1 |0 |0 |0 |o
4| 10zin 224 11256 28 14 4| 10230 (2 |2 |12 |2 |2
S5 | 102in 224 11256 28 |14 S| 1040 |2 |2 |2 |2 |2
6| 10230 112 112 56 28 14 © | 10230 (1 |2 |2 |2 |2 =
7| v |izio 21011215 2 14 @ 7| v oo 2 2 2 2 |7 e
< I > < | b4 < 4 < | 3,

6. abra. A rekurziv (baloldalon) és a ,,0kos” DP (jobboldalon) megoldas programjanak 6sszevetése

A fent elemzett algoritmusokat demonstralé alkalmazasokat probalgathatjuk, ha letoltjik a kévetkezo
linkeken talalhat6 exe-ket: 1.1 (rekurziv), 1.2 (memorizalds), 1.3 (tiszta DP).
Ezzel lezarhatjuk a DP izlelgetését. Foglaljuk 6ssze az ,,absztrakt” tudnivalokat!
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1.3 A dinamikus moédszerek algoritmikus vazlata — osszegezés

Mit kell tehat tenntink egy feladat dinamikus megoldasanak tervezésekor?

A megoldas szerkezetének tanulmanyozasa — részproblémakra bontas megsejtése

2. Részproblémakra és Gsszetevokre bontas — részproblémak és paramétereik korvonalazasa: a rekur-
z16 el6készitése
a. az Osszetevokre bontas kérmentes legyen
b. minden részprobléma megoldasa kifejezhets legyen rekurzivan az dsszetevék megoldasaival
3. Részproblémak megoldasanak kifejezése rekurzivan az 6sszetevék megoldasaibol — formalizalas:
tigevénydefinicid
4. Részproblémak megoldasanak kiszamitasa — a tablaszamitas algoritmizaldsa
a. kiszamitasi sorrend meghatarozasa: minden részprobléma minden Gsszetevéje el6bb szerepel-
jen a felsorolasban
b. az ,alulrél-felfelé” (helyesebben: a mar kiszamoltak fel6l a még definialatlanok felé) haladé sza-
mitas
5. A megoldas elGallitasa a 4. 1épésben eléallitott tablazat segitségével — a megoldas algoritmizalasa

Alkalmazzuk!
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Els6 példazat — pénzvaltas

2.1 A feladat

Az el6z6leg taglalt pénzfelvalthatdsagot vizsgalo feladatot ugy médositjuk, hogy meg kell adni a egy fel-
valtasban szerepl6 cimleteket. Formalizaljuk:

Bemenete:

o P={pi,..,px} pozitiv egészek — a pénzcimletek, és

e [ porzitiv egész — a felvaltand6 6sszeg

Kimenete:

e ScP — a felvaltasban szerepl6 pénzcimletek; az S halmazban felsorolt cimleteket legfeljebb egyszer
hasznalhatjuk fel

2.2 A megoldas

2.2.1 A megoldas szerkezetének tanulmanyozasa

Ua. mint az 1. fejezetben az azonos cimi résznél

2.2.2 Részproblémakra és 6sszetevokre bontas

A részproblémak a korabbihoz hasonlé: cimlethalmaz még felhasznalhat6é elemeinek részhalmazat
meghatirozza az i index. Igy a részprobléma most is azonosithat6 az (X,i)-vel. Az el6z6hoz képest el-
térés az elvart eredmény joval Gsszetettebb volta: a logikai érték helyett itt egy halmaz (egy sorozat). A
rekurziv gondolatmenetet és az eredmény Osszetett voltat ugy békitjiik Ossze egymassal, hogy le-
egyszerusitjiik a szamitas 1ényegi, rekurziv részét. Ezért jelolje most FV(X,i) azt a legnagyobb P-beli elem
indexét, amely még el6fordul a X felvaltasaban. Ez ugyan még nem a végeredmény, de ebbdl kiindulva
Osszeszedhetjiik a kérdéses halmazt (sorozatot). Hogy hogyan? Nézztk az alabbi példat! Tegyuk 61,
hogy az FV fiiggvény a fent elképzelt médon mikodik.

PL: P={2,4,5} = N=3; X=7, akkor S={2,5}
FV(7,3)=3, mert p;=5,
EV(TPy.5F V(7,3)-1)=FV (7-p3,3-1)=FV(7-5,2)=FV(2,2)=1, mert p1=2
és végtl
EV(2pyy,,FV(2,2)-1)=FV (2—p1,1-1)=FV(2-2,0)=FV(0,0)=...
Azaz elértik szisztematikus rekurziv hivasokkal a felvaltand6 Gsszeg 0-va valasat, s ekdzben a
felvaltasban szereplS p-ket eléallitottuk.

Rekurziv megoldast kerestink nagyjabol abbdl az 6tletbdl kiindulva, hogy eléallitunk egy P-beli elem
indexét, s attél haladunk visszafelé.

Ha X nem valthato fel az elsé 1 cimlettel, akkor FV(X,i) legyen N+1, azaz ezzel a ,,Jehetetlen” indexszel
jelezzik, hogy nincs megoldas. Mivel rekurziv megoldast keresiink és visszafelé lépdeliink a paramé-
terekkel, célszert megengedni az X szerepében és az i-¢ben is a 0 értéket. Nézzik meg, mi a logikus
érték egy ilyen paraméterhez: a FV(0,i) értéke legyen 0 minden i-re, hiszen készen vagyunk, tovabb-
menni nem kell. FV(X,0), ha X>0, akkor legyen N+1, hisz nincs cimlet az 6sszeg felvaltasahoz, tehat
vége kudarc-jelzéssel.

2.2.3 Részproblémak megoldasanak kifejezése

A részproblémak 6sszekapcsolasa a fentiek utan gyerekjaték. A fent elképzelt fuggvény lényegi részének
a megalkotasa maradt hatra, s j6 csomé aga mar kész.
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N+1 ,hai=0AX>0
0 ,ha X=0
FV(Xi) = i i (FVDef-2)
FV(X,i-1) ,ha FV(X,i-1)<N
I ,ha X>p, AFV(X-p,;,i-1)<N

A ,,sulyponti gondolat” a fiiggvény 3-4. 4ga.

2.2.4 Részproblémak megoldasanak kiszamitasa

Konnyen belathatd, hogy a 0 paraméterek feldl (alulrdl) az E és N felé haladva kell a tablazatot el6-
allitani.

2.2.5 A megoldas eléallitasa

A megoldas meghatirozasa most bonyodal- =
masabb, mint volt koribban: hiszen most

egy indexet kapunk a figgvény értékeként Cimletek szama: 5 Telvaltands: [
(ki=FV(E,N)), ami csak egy —a legnagyobb ciret | cirlet |

indexd elemé— a megoldasbol. A tablazatbol ; ; ; 2

azonban kiolvashaté a kovetkez6é (k.= | [ 5 3 1 7|
FV(E—py, ki=1)), majd az azt kévetse éit. ; ;2

Amig a felvaltandé Osszegparaméter 0O-ra

nem csokken.

(Lasd az abrat és hatrébb a kédot.)

il |-'| Wége

Megjegyzés:
A végsé megoldast elGallitd algoritmusban Rekurziv hivasok széma: 63
iterativan fogjuk Osszeszedni a kell§ cim- Kitsltstt i3 gk szama: 17
leteket, felhasznalva az amugy is létez6 tabla- g s bt |z |3 |45
D d k k ]_1 h . , k u] 1 2 5 0 (20 \ u] 1 2 5 10 (20
zatot. De tudnunk kell, hogy a tisztan rekur- /1 — FERPEFETECEE
zfv megoldasnal természetesen ujra rekurziv 1 s 4 4 0 0 0 o
hivasokkal kellene dolgoznunk. 2 |6 4 0 0 0 @ 0
3_6 4 4 4 o o 1]
4| o0 o0 oo
5 4 0 1] o o 1]
B 4 4 1] o o 1]
4 0 a o o a
4 4 4 4 2 1

7. abra. A megoldas elGallitasa.

Most alljon itt 6sszehasonlitasul a mar ,,megszokott” 3 megoldasvaltozat:

o arekurziv,

O atiszta dinamikus programozasi megoldas és

o akettejiik k6z¢, amolyan atmenetként, az ,,okos”, un. memorizalis valtozat.

A 8. abra konklazioi:

1. 2 097 152 rekurziv hivassal szemben 233 352 (=(20+1)*(11111+1)) tablaclem-kitoltés all, ez
ut6bbibol 204 308 (azaz cc. 87 %) ,,f6l0sleges”.

2. 2097 152 rekurziv hivast memorizalassal le lehet csokkenteni 50 535 (nem egészen 2,5 %o-ara).

3. Visszagondolva az el6z6, hasonlé feladatot megoldé rekurziv alkalmazas statisztikajara, el kell gon-
dolkodjunk azon, hogy vajon miért névekedett tobb, mint kétszeresére a rekurziv hivasok szama. A
valaszt a megoldast specifikalé fuggvény 3. agaban talaljuk: itt ugyanazon fliggvényérték kiszamo-
lasat kétszeresen irtuk el6; a feltételrészben, és annak igaz értékd esetében a fiiggvényértéket defi-
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nialé részben is. Természetesen ezt, mint amolyan lokalis hatékonysagi problémat egészen konnyen
ki lehet kiisz6bolni.

M Pénzviltds 2.1

i=]Ed

Cimletek szama: |20 Felvaltandé: 11111 Cimletek szama: |20 Felvaltandé: 11111

Cirnlet | A Cirnlet | Cirnlet | = Cirnlet |
1 1 1 1 1 1
2 z 2 2
Fx» 3 5 L4 Far| 1P s L4 b
4 10 4 10
5 0 5 20
& S0 G S0
7 1oo 7 100
5 200 a B 200 2

ﬂ |-'| Vége

Rekurziv hivasok szama: 2097151

Eitoltstt tiblaelemelk szama: 29044 Eitoltott tiblaclemek szama: 233352

o[t |2 |3 |4 |5 =& o[t |2 |3 [4 |5 =™ 0|t (2 (5 |4 |5 |& [7 [ |2 |10 |11 |12 |13 =

a (1 (& |5 (10 |20 a (1 (2 |5 |10 |20 0 |1 |2 |5 |10 |20 (S0 |100 (200|500 (1000(1 |2 (5
ioogz1 21 |21 21 |21 21 1000260 &7 |87 44 |15 15 oozl 21 21 21 21 212t 2121 221 21 21 2
EZI 21 21 21t 21t o2 EZSQ 173 87 44 15 15 E21 202 2 2 22 o2 2 2 2l 2 2 &
EZI 21 1nogzss 86 0 0 0 0 E21 2121 21 2l o2zt 22l 21 2l 2l el 2l

B Penzvaltds 2.2

Cimletek szama: |20 Felvaltandé: 111N

Cirnlet | ) Cirnlet |

1 1 1

z z
Fxx g 5 | >

4 10

5 20

& 50

7 100

i) 200 v
A |-'|£ége
Rekurziv hivasok szama: 50535
Eitoltott tiblaclemek szama: 25044

u] 1 z 3 4 |5 =~ 1] 1 2 |3 4 5 &

u] 1 2 5 10 |20 1] 1 2 |5 10 |20
wogz1 212t 21 (21 2 wogr 11111
wogz1 #1212 (21 2 wogr 11111
nogz1 21 10001 1 o o u] 1]
tonios lot o1 lor [or o Py, P PR PR PR PR

8. abra. A 11111 felvaltasa {1,2,5,10,20,50,100,200,500,1000, 1,2,5,10,20,50,100,200,500,1000} cimletekkel
rekurzivan, DP-médszerrel, és ,,memorizalés” DP-modszerrel

Végezetil kovetkezzék a , tisztan” DP-megoldast megtestesité kod lényegi része:

procedure PenzValtas DinProg;
procedure Tablafeltoltes(const E{felvdaltandd},N{cimletszam}:integer);
var
X,1i:integer;
begin
with fmPenzValtas do
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begin
//0. oszlop kitdltése
for x:=1 to E do sgRekTab.Cells[l,x+2]:=intTostr (N+1);
sgRekTab.Cells[1,2]:='0";
//1.-N. oszlop kitdltése
for i:=1 to N do

begin
sgRekTab.Cells[i+1,2]:='0'; //FVDef-2 2. 4ga
for x:=1 to E do
begin
if strTolInt (sgRekTab.Cells[i,x+2])<=N then
begin
sgRekTab.Cells[i+1,x+2] :=sgRekTab.Cells[i,x+2] //FVDef-2 3. dga
end
else
begin
if (x>=Cimletek.cimlet[i]) and
(strToInt (sgRekTab.Cells[i,x-Cimletek.cimlet[i]+2])<=N) then
begin
sgRekTab.Cells[i+1,x+2] :=intToStr(i); //FVDef-2 4. &ga
end
else
begin

sgRekTab.Cells[i+1,x+2] :=intToStr (N+1); //FVDef-2 5. dga
end; //if x>=
end; //if strToInt
end; //for x
end; //for 1
end; //with
end; //Tablafeltoltes

var
k,kX:integer;

begin//PenzValtas DinProg
//tdblafeltsltés:
Tablafeltoltes (Felvaltando,Cimletek.db) ;
//cimletbsszeszedés a tdbldzatbdl:
KiCimletek.db:=0;
if strTolInt (fmPenzValtas.sgRekTab.Cells[Cimletek.db+1l,Felvaltando+2])<=
Cimletek.db then
begin //van megoldds: legaldbb egy cimlet
kX:=Felvaltando; k:=Cimletek.db;
while kX>0 do
begin
//kX felvdltdasdhoz sziikséges legnagyobb cimlet indexe: k
k:=strTolInt (fmPenzValtas.sgRekTab.Cells[k+1l,kX+2]);
inc(KiCimletek.db); KiCimletek.cimlet[KiCimletek.db]:=Cimletek.cimlet[k];
kX:=kX-Cimletek.cimlet[k]; //kX: a maradék &sszeg
dec(k); //k: k. cimlet mar nem lehet, legfeljebb kisebb indexi
end; //while
end;
end; //PenzValtas DinProg

Most is letolthetjitk az elemzett alkalmazasokat: 2.1 (rekurziv), 2.2 (memorizalds), 2.3 (tiszta DP).
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Maisodik példazat — optimalis pénzvaltas

3.1 A feladat

Tovabb bonyolitjuk a pénzfelvalthatdsagot vizsgald feladatot. Most azzal, hogy meg kell adni egy opti-
malis (azaz legkevesebb szamu cimletet tartalmazé) felbontast. Formalizaljuk:

Bemenete:

o P={pi,..,px} pozitiv egészek — a pénzcimletek, és
e [ porzitiv egész — a felvaltand6 6sszeg

Kimenete:

e SCP — a felvaltasban szerepl6 pénzcimletek; az S halmazban felsorolt cimleteket legfeljebb egyszer
hasznalhatjuk fel; és S a lehet6 legkisebb elemszamu.

3.2 A megoldas

Egy kézenfekvé felvetéssel kezdjik. Vajon nem lehet, hogy ezt a problémat az ugynevezett mohd stra-
tégiaval oldjuk meg? Vagyis nem lehet-e, hogy a globalis optimumot az egyszerden kivalaszthaté lokalis
optimumokon keresztil érhetjiik el? A problémankhoz természetesen ill6 moho valasztas: a még va-
laszthatok kozil a legnagyobb cimlet. Ez esetben kénnyd taldlni példat annak a kézenfekvé mohd
valasztasnak az alkalmatlansagara, hogy ,,valassz ugy, hogy minél kisebb maradjon a tovabbbontasra™:
P={54,4,1,1,1} és E=8; a moh6 megoldis: 8=5+1+1+1, aminél most rinézésre is taldlunk jobbat:
8=4+4.

3.2.1 A megoldas szerkezetének tanulmanyozasa

Ua. mint az 1. fejezetben az azonos cimt résznél.

3.2.2 Részproblémakra és dsszetevékre bontas

Jeloljik Opt(X,i)-vel azt a fuggvényt, amely megadja az X felvaltasahoz sziikséges P-beli elemek szamit,
ha P elemeit —eddigi szokasunknak megfelel6en— indexiik sorrendjében vesszik figyelembe, és csak az
els6 1 darab hasznalhaté f6l a céljainkhoz. Ezt a fuggvényt hasznaljuk majd f6l a masik, el6z6 részben
megismert, hasonlé funkciéjuhoz.

Az Opt figgvénnyel szembeni elvarasaink:

1. Ha a felhasznalhaté P-elemek szama 0, de még maradt felvaltandd, ez azt jelenti, hogy nincs op-
timalis —s6t semmilyen— megoldasa a feladatnak. Ezt jelezzik a cimletek szamanal nagyobb szam-
mal: N+1. Ekkor nem épitiink tovabbi 6sszetevére.

2. Ha a felvaltand6 pénz 0-ra csokkent, akkor célt értiink. Tovabbi cimletek felhasznalasa nélkil meg-
oldashoz jutottunk. Ezt a legkisebb darabszammal, a 0-val fejezziik ki. Most sem épitiink tovabbi
Osszetevore.

3. Ha az i. cimlet a felbontasban —elvileg— szerepet kaphat, azaz értéke nem nagyobb az X-nél, akkor
vagy az altala csokkentett érték felbontas-szamanal eggyel nagyobb, vagy a nélkile kaphato fel-
bontas-szam lesz a fliggvény értéke. Nyilvan a kisebb jelenti az optimumot. Ekkor visszavezetjik a
problémat az (X—p;,i—1) és (X,i—1) OsszetevSkre.

4. Ha az i. nem valaszthat6 nagysaga miatt, akkor a figgvény értéke az legyen, amit 6 nélkiile ad. Ez
esetben az (X,i—1) Osszetevére épitkeztink

Adjunk valaszt a feltett kérdésre! Nézzik, hogyan is definialhatjuk a megoldast kiszamité FV(X.i) fiige-
vényt! A fuggvény értéke a 2. részben kovetett szerint a legnagyobb indexii felhasznalando indexe legyen.

Ne lepédjink meg azon, hogy a fenti elvarasaink csak minimalisan moédosulnak, a problémavilag
ugyanaz, a fuggvényérték valtozik ,,néha”.
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1. Ha a felhasznalhaté P-elemek szama 0, de még maradt felvaltando, ez azt jelenti, hogy nincs op-
timalis —s6t semmilyen— megoldasa a feladatnak. Ezt jelezziik a cimletek szamanal nagyobb szam-
mal: N+1. Ekkor nem épittiink tovabbi sszetevére.

2. Ha a felvaltand6 pénz 0-ra csokkent, akkor célt értiink. Tovabbi cimletek felhasznalasa nélkil meg-
oldashoz jutottunk. Ezt a legkisebb darabszammal, a 0-val fejezziik ki. Most sem épitiink tovabbi
Osszetevore.

3. Ha az i. cimlet a felbontasban —elvileg— szerepet kaphat, azaz értéke nem nagyobb az X-nél, és az
altala csokkentett érték felbontas-szama plusz egy kisebb, mint a nélkiile kaphato felbontis-szdnm, ak-
kor i lesz a fiiggvény értéke. Tgy visszavezetjiikk a problémat az (X—pyi—1) és (X,i—1) Gsszetevikre,
de vegylink észre egy szokatlan koértlményt: itt az Gsszetevok felhasznalasa az Opt-on keresztil
(annak hivasaval) torténik.

4. Ha az 1. nem valaszthaté nagysaga miatt, akkor a fliggvény értéke az legyen, amit 6 nélkiile ad. Ez
esetben az (X,i—1) 6sszetevére épitiink.

A 3. pontban szerepel némi ujdonsag, hiszen itt bukkan 6l csak az index az addigi darabszam helyett.

3.2.3 Részproblémak megoldasanak kifejezése
A fentieket 6ntjik formulaba. El6szor az Opt fiiggvényt:

N+1 hai=0AX>0
0 ,ha X=0
Opt(X, 1) =9 . . . (OptFVDef)
Min(1 + Opt(X —p;,i—1),0pt(X,i-1)) ,hap, <X
Opt(X,i—-1) Jhap, >X
majd az FV figgvényt:
N+1 ,hai=0AX>0
0 ha X=0
FV(OXI) =+ ' . . (FVDef-3)
i _ yha p, < X Al1+0pt(X —p;,i—1) <Opt(X,i—1)
FV(X,i-1) ,hap, >X
=101 x| o [t [z |5 [+ [s [« o [t [2 [z [+ s [
o |1 [2 |5 [10 |20 o |1 |2 (5 |10 |20
Cimletek szama: |5 Felvaltandé: F . (e e o L R
2_ Z_U u] o o u] u]
gt | gt | 5 | 3 0 0 0 0 0 oo
1 1 1 4_ 4_0 o o o o o
z z 5_ 5_0 u] o o 1] 1]
B |2 5 »3F 5 | I I = (Y 1 L L S S S L =
4 10 — =
5 20 o |1 |2 [3 |4 |5 d o (1 |2 (3 |4 |5 :I
o |1 5 |10 |20 o |1 |2 (5 |10 |20
1_6 1 1 1_1 1 1 ul u] u]
2_ Z_U u] o o u] u]
3_6 3_1 o o o o0 o0
& = ine 4_6 6 4_1 1 0 o |0 0
_l I i 5_6 5_1 u] o o u] u]
Rekurziv hivasok széma: 5[5 6 |8 [ - R L L L L
Kitsltstt tablaslemek szama: ..

9. abra. A rekurziv megoldas — problémajat demonstral6é screen-shot.
A futas adminisztralasat végzd tablapar nincs szinkronban. Bajt okoz, hogy a bal-fels6, az FV-hez tartozé tabla
(1,2) eleme iires. Pedig az alkalmazas foglalkozott vele, hiszen a bal-alsd, az Opt-hoz tartoz6 tabla (1,2) cellaja
helyesen 1 értékii.

Miel6tt a dinamikus megoldas(ok)ra térnénk érdemes az alabbi észrevételt tenntnk.
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A rekurziv megoldast aprolékosabb vizsgalatnak alavetve megfigyelhetjiik, hogy az FV-re fent adott de-
finicié barmennyire is logikus, a raépitett, korabban alkalmazott, a cimleteket Gsszeszedni igyekvd,
visszafelé haladé moddszer elakad. Ugyanis, amikor az FV definicidjanak optimumra hivatkozé nem re-
kurziv (3.) aganal tartunk, az ,készen kapja” a dontéséhez szitkséges informaciot. Ezért aztan nem
bontogatja le sem a (X—p;i—1), sem a (X,i—1) részproblémakra, azaz a megoldas alapjaul szolgalo,
adminisztrativ tablazat megfelel6 elemei kitoltetlenek maradnak. Ez a zard, a cimleteket Osszeszedd
részben katasztréfat okoz. (Lasd a 9. abrat.)

Ezért az optimum kiszamitasra olyan tébblet, | testidegen” adminisztraciot kell bizni, amely soran a
masik (az FV-hez tartozo) tablazatba is belepiszkal: feljegyzi az altala e pillanatban még ismert infor-
miciot, hogy hanyadik cimlet szerepel a felbontasban®. A megoldds kozéppontjaban szerepld két fligg-
vényt alabb részletezzik:

function Opt (const X{felvdltandd},i{max.index}:integer) :integer;

var
k,ki,ii:integer;
begin
if
(i=0) and (X>0) then //nincs megfeleld cimlet: nem lehet felbontani
begin

k:=Cimletek.db+1;
ii:=Cimletek.db+1l;//a felbontdsban szerepld cimlet: nincs
end else if
X=0 then //a felbontds "csont nélkiil" sikertiilt: nem kell folytatni
begin
k:=0;
ii:=Cimletek.db+1l;//a felbontdsban szerepld cimlet: nincs
end else if
(Cimletek.cimlet[1]>X) then //az 1. cimlet nem alkalmas
begin
k:=Opt (X,1-1);
ii:=strTolInt (fmPenzValtas.sgRekTab.Cells[i+1-1,X+2]);
//a felbontdsban szerepld cimlet: ugyanaz, mint eldbb
end
else
begin
ii:=1+0pt (X-Cimletek.cimlet[i],1-1);
ki:=0pt (X,1i-1);
if ii<ki then
begin
k:=1i;
ii:=i;//a felbontdsban szerepld cimlet: 1.
end
else
begin
k:=ki;
ii:=strTolInt (fmPenzValtas.sgRekTab.Cells[i+1-1,X+2]);
//a felbontdsban szerepld cimlet: ugyanaz, mint eldbb
end; //if
end
{If};
//tdblaelem kit&ltés:
fmPenzValtas.sgOptRekTab.Cells[i+1l,X+2]:=intToStr (k) ;
//a masik (cimlet-)tdbldba irds:
fmPenzValtas.sgRekTab.Cells[i+1,X+2] :=intToStr (ii{cimlet-sorszam}) ;
Opt:=k
end; //Opt

4+ A programban ii segédviltozé tartalmazza ezt a tobblet informaciét.
progr g
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function FV (const X{felvdltandd},i{max.index}:integer) :integer;

var
k:integer;

begin

if
(i=0) and (X>0) then //nincs megfeleld cimlet: nem lehet felbontani
begin
k:=Cimletek.db+1
end else if
X=0 then //a felbontds "csont nélkul" sikeritilt: nem kell folytatni
begin
k:=0
end else if
(Cimletek.cimlet[1]<=X) and
//az 1. cimlet alkalmas és a
(1+0pt (X-Cimletek.cimlet[1],1i-1)<O0pt (X,1-1))
//maradék optimdlis felbontdsa jobb, mint az 1i. nélkiil
then
begin
k:=i
end
else //eggyel kisebbig van -esetleg- optimdlis felbontds
begin
k:=FV(X,1-1)
end
{If};
//tadblaelem kitéltés:
fmPenzValtas.sgRekTab.Cells[i+1,X+2] :=intToStr (k) ;
V:=k

end; //FV

A futas eredményeit szemlélteti a 10-12. abra.

Néhany észrevétel a futas(ok)hoz:

1.

2.

@

A kitoltott tablaclemek szama valamivel tobb, mint a nem optimalis megoldast megtaldlé parja
esetében. Mindkét tablat figyelembe véve valamivel tobb, mint kétszerese.

Az FV rekurziv hivasok szama minimalis. A 1ényegi szamitast (az FV-hez tartozé tablazat kitolté-
sét) dontden az Opt figgvény végzi.

Talan meglepd, de a rekurziv hivasok szama kisebb az optimumra nem térekvéénél.

Az biztosan varatlan, hogy sokkal kevésbé drasztikusan né az Osszes rekurziv hivasok szama az
el6bbinél.

A kitoltott tablaelemek szama X névekedtével relative csokken. (10-11. abra szerint e kitoltottségi

rata: 57/(15%12)=31%, 291/(15*123)=15%, 2186/ (15*1234) = 11%,17377/(15*12345) =9%)
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M Pénzviltds 2.1

Cimletek szama: |5 Felvaltandé: |7

Cimlet | Cimlet |
2 1 4
z Z 1

1

[ || ra |

[T

ﬂ |-'| Wége

Rekurziv hivasok szama: &1
Eitoltott tAblaelemek szama: 23

o1 |z |3 [4 [5 =~ o1 [z [3 |4 [5 =~

0|z |z |1 |4 |5 o |z [z [t |4 |5
1 |6 6 1 [+ 2 o o o o
2 6 1 |1 2 [6 4 2z 0 0 o
3 6 |6 |6 |3 s 4 2 2 2z 0 o
4 6 6 4 4 2z 0 0 0 o
s |6 |6 s (4 2z 0o o0 0 o
6 |6 6 |6 6 [z 2 z o0 0 o
Zs 6 6 6 4 4 o Zz 2z 2 2 1

M Penzviltds 3.1

Cimletek szama: |5 Felvaltandé: |7

Cimlet | Cimlet |
2 1 5
z z z

1

»»F

5, S P O I

[

ﬂ M ¥é0e

Rekurziv hivasok szama: 1 35

Eitsltstt tablaclemek szama: 27 26
o [1 |2 [3 [+ [5 = o |1 |z [3 [¢+ [5 =
o [z [z [1 |4+ |5 o |z [z [1 |4+ |5

1 |6 & |6 1t (3 2z 1+ o0 o o

2 6 1 1 1 1 2 (3 2z 2z 1 1 |0

3 6 |6 |5 |3 3 2 1 1 1 0 o

P 4 1z 1 o o o o

s |6 |6 s [z 1 0 o 0 |0

s [6 |6 |6 e |1 1 1 0 o o

2 6 6 6 6 4 05 w7 1t 111w
o 1 |2 [3 [+ [5 = o |1 |z [3 [¢+ [5 =
o [z [z [1 |+ |5 o |z [z [1 |4+ |5

1 |6 & |6 1t (3 2z 1+ o0 o o

2 6 1 1 1 1 2 (3 2z 2z 1 1 |0

3 6 |6 |5 |2 3 2 1 1 1 0 o

P 4 |z 1 o o o o

s |6 |6 s [z 1 0 o 0 |0

s [6 |6 |6 e |1 1 1 0 o o

7 6 & & & |3 ~ i R

10. abra. A nem optimalis (2.1) és az optimalis (3.1) megoldast el§allit6é rekurziv alkalmazasok (azonos bemenetre).

A 3.1 alkalmazas als6 adminisztrativ tablazata az Opt értékeit (baloldalon alul) és
hivasainak szamat (jobboldalon alul) tartalmazza.

M Pénzviltas 3.1

M Pénzviltds 3.1

Cimletek szama: |15 Felvaltandé: |12
Cimnlet: | L Cirnlet |
1 1 1 i
2 2 2 2
g 5
Fi »xF
J 4 10 J
5 20 0
i} S0
7 100
g 200 W
A |-'| Wége
Fekurziv hivasok szama: 12 54
Eitoltott tiblaelemek szama: 57 56

CEX

Cimletek szama: |15 Felvaltandé: [123

Cirnlet | L Cimlet |
1 1 1 100
2 2 z 20
F g s g 2 »»F
4 10 4 1
5 20 0
3 50
7 100
8 200 2
A |-'| Yége
Rekurziv hivasok szama: 9 521
Eitoltott tiblaelemek szama: 291 290

11. abra. A rekurziv hivasok névekedése az optimum-keresd algoritmus esetén. — 1.
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M Pénzviltds 3.1 (=13 B Pénzviltds 3.1
Cimletek szama: |15 Felvaltanda: |1234 Cimletek szama: |15 Falvaltands: |12345
Cimlet | S Cinlet | Cimlet | b’ Cimlet |
1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 1000 2 2
3 5 3 200 3 5
353 >>F F
J 4 10 4 20 J J 4 10 J
5 20 5 10 5 20
6 50 3 2 3 50
7 100 7 1 7 100
8 200 3 a 200 =
ﬂ i veos ﬂ I éee
Rekurziv hivasok szama: 1 2686 Rekurziv hivasok szama: 18 45430
Kitsltstt tablaslemek szama: 2186 2185 Kitsltott tablaelemek szama: 17377 17378

12. abra. A rekurziv hivasok névekedése az optimum-keresd algoritmus esetén. — 2.

3.2.4 Reészproblémak megoldasanak kiszamitasa

Mind a ,,tiszta”, mind a memorizalés DP megoldas el6szor a tablazat generalasat végzi el (a (OptEFVDef)
¢és a (EVDef-3) képletek szerint), majd a kész tablazatbol olvassa ki, szedi 6ssze a megoldast a 3.2.5-ben
leirtakhoz hasonldan.

A részproblémak megoldasanak kiszamitasa, azaz a tablazat kitoltése a kétféle dinamikus programozasa
eljarasban kétféleképpen torténik. A memorizalos a tablaclemeket a rekurziv hivas-sorrend altal vezé-
relve —a f6losleges hivasok elkeriilésével—, ezzel szemben a tisztan iterativ szemléletd a cimletek szerint
alulrol folfelé haladva, de az érték szerint forditva. A forditott iranyt a kovetkez6k indokoljak:

e az optimumot kiszamolé figgvényhez tartozé tdblizatra T - ?'1 i -
nines sziikség a végeredmény —késébbi— generalasahoz; 1
e mivel sak az eldzd cimlet oszlopara hivatkozik, elegendd .- L : : :
azt és az éppen szamitas alatt allot megtartani, s6t P P
o egyetlen os3lop is elegendd’, ha a kiszamitas sorrendjét e .OXTSl - - -
megforditjuk, azaz az ,,el626” oszlop nem nagyobb index - Ele |+ |+ |+
értékeire, ,,elére-hivatkozva” [(X—0,i-1),(X—p;, i—1), 1 1 — - P
(OptFVDef) 3. 4gat| haladunk a kisebb E-értékek felé. < - - Bttt
;

Igy alakult ki az alabbi kéd a dinamikus programozas 1ényegét jelentd tablazatfeltolts eljarashoz:

procedure Tablafeltoltes(const E{felvdltandd},N{cimletszam}:integer) ;
var
X,1i,Rop:integer;
begin
with fmPenzValtas do
begin
//0. oszlop kitbltése
for x:=1 to E do
begin
sgOptRekTab.Cells[1,x+2] :=intTostr (N+1); //OptFVDef 1. 4dga
sgRekTab.Cells[1,x+2]:=intTostr (N+1); //FVDef-3 1. &ga
end; //for x
sgOptRekTab.Cells[1,2]:='0"'; //OptFVDef 2. &ga

.. lenne, de mi megtartjuk a valtozatok 6sszevethetésége érdekében ...
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//1.-N. oszlop kitdéltése
for i:=1 to N do
begin
for x:=E downto 1 do
begin

if x>=Cimletek.cimlet[i] then
Rop:=strTolnt (sgOptRekTab.Cells[l,x-Cimletek.cimlet[i]+2])+1
else
Rop:=N+1
{EndIf x};
if Rop<strTolInt (sgOptRekTab.Cells[1l,x+2])
begin
sgOptRekTab.Cells[1,x+2] :=intToStr (Rop) ;
sgRekTab.Cells[i+1,x+2] :=intToStr (i)
end
else
begin
sgRekTab.Cells[i+l,x+2] :=sgRekTab.Cells[i,x+2]
end{if Rop};
end; //for x
end; //for 1
end; //with
end; //Tablafeltoltes

then

3.2.5 A megoldas eléallitasa

Ahogy a 2. feladat esetében lattuk (2.2.5), a végsé valasz el6allitasa ugy torténik, hogy a FV tablazat
(E,N)-beli értékébdl visszafelé haladva 1épésrél, 1épésre olvassuk ki a cimletek sorszamat, ebbdl az
értékét. .. (Lasd a korabbi koddarabban.)

Néhany futasi eredménnyel zarul a fejezet.

Az alabbi tablazat 6sszefoglalja a rekurziv és a memorizalés DP alkalmazas rekurziv hivasainak szamat
a {1,2,5,10,20,50,100,200,500,1000,1,2,5,10,20,50,100,200,500,1000} cimletek esetén. A szamparok el-
séje a felviltds (az FV), a masodik az optimalis elemszim (az Opt) szamara szitkséges rekurziv hivasok
szamat jeloli.

E Rekurziv Memorizalés DP E Rekurziv Memorizalés DP
1 20 + 15 11+ 13 111 14 + 21 615 5+ 1449
6 18 + 196 9+ 74 1111 11 + 1 309 367 2+ 15567
11 17 + 513 8+ 139 11111 21 + 4 194 260 2+ 50 534

Most is letolthetjik az elemzett alkalmazasokat: 3.1 (rekurziv), 3.2 (memorizal6s), 3.3 (tiszta DP).
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Harmadik példazat — tiikorszavak

4.1 A feladat

A tukorszo (palindrom) egy szimmetrikus karaktersorozat, azaz balrdl jobbra és jobbrol balra olvasva
azonos. Adjuk meg, hogy minimum hany jel beillesztésével lehet egy szot tikorszéva alakitani. For-
malisabban:

Bemenete:

e 526=(bi,...,.bn) 526 — jelek sorozata

Kimenete:

® bj természetes szam — minimalisan ennyi jel beillesztésével tehetd a sz6 palindromma.

4.2 A megoldas

4.2.1 A megoldas szerkezetének tanulmanyozasa
Jeloljik TSz(S)-sel azt a szoveget, amely a minimalis szamu jel beillesztésével képzédik az S-hez. Ilyen
biztosan létezik, hiszen S&S’ tiikorszo, ahol §” az S megforditasat jeloli (csak legfeljebb nem a leg-
révidebb, ami S-hez hozza rendelhetd). Vizsgaljuk meg a kévetkez6 eseteket!
a) HaS (legfeljebb) egy jelbdl all, akkor maga is tiikorszo, azaz TSz(S)=S.
b) Legyen S=x&R&y, ahol x, y az S elsé és utolso jele, és R akar iires is lehet.
(i) Ha x=y, akkor TSz(S)=x&TSz(R)&y.
(i) Ha x#y, akkor TSz(S) elsé és utolso jele vagy x vagy y.
Ui tegytik 0l indirekt: TSz(S)=z&U&z mikézben z#x és z#y (ilyennek kell
lennie, hiszen tiikorsz6). Ekkor U is tiikorszo, tovabba a TSz(S) legalabb a két
z U-hoz vételével keletkezett. Vagyis U is megoldas lett volna az S-hez. Tehat a
z&U&z nem minimalis. Ellentmondasra jutottunk.
o. Ha TSz(S)=x&U&x, ekkor x-et szurtunk be a végére, azaz U=TSz(R&y).
B. Ha TSz(S)=y&U&y, ekkor y-t szurtunk be az elejére, azaz U=TSz(x&R).
Vagyis U (ami eggyel révidebb S-nél) gyanant a TSz(R&y) és a TSz(x&R) kozil azt kell
valasztani, amely kevesebb beszurassal kaphaté meg.

4.2.2 Részproblémakra és 6sszetevOkre bontas
A szerkezeti vizsgalatbdl latszik modszeriink madartavlati vazlata: hol a sz6 elejérél, hol a végérél ha-
gyunk el jelet (a fenti feltételeknek megfeleléen), s igy folytatjuk az ily médon redukalt széval a vizs-
galatot.
Jeloljik MSz(i,j)-vel a minimalis jel-beillesztések szamat és szo(i..j)-vel a sz6 szoveg 1. és j. jele kozotti
részét, és sz0(1) legyen a szo(i.i) roviditése! Ekkor az MSz(i,j) részproblémak és a sz6(i..) 6sszetevo
jelsorozatok kozott a kovetkezd kapcesolatokat kérvonalazhatjuk:
a) Ha i2j, akkor tres szoveg, vele nincs mit tenni.
b) Hai<jés

(@) sz6(1)=sz6(j), akkor jel beillesztések szamat az i. és j. elhagyasaval kaphaté MSz(i+1,j—1) rész-

probléma hatarozza meg.
(i1) sz6(1)#sz6()), akkor az MSz(i+1,j) és az MSz(1,j—1) kozil a kisebb értékat kell valasztanunk.

A kiindul6 probléma e jelélésekkel: MSz(1,Hossz(sz0)).
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4.2.3 Részproblémak megoldasanak kifejezése
A fentiek formalizalasa:
0 ,hai>]
MSz(i, j) =4 MSz(i +1, j-1) ,ha i < jaszo(i) =sz(j) (MSzDef)
1+ Min(MSz(i +1, j), MSz(i, j-1)), ha i< jAszo(i) = sz(j)

4.2.4 Részproblémak megoldasanak kiszamitasa

Az (1,))-vel azonositott részprobléma az (i+1,j—1), az (i+1,)) és az (i,j—1) részproblémaktdl fiigg. Tehat a
kiszamitasi sorrend i-értelemben fogyo, j-értelemben névekvé lehet. Ennek figyelembe vételével lehet a
tablazat kitltéséhez fogni.

Ezzel a dinamikus programozast megoldast elkészitettiik. Frdemes azonban tovibbgondolnunk. Mivel
a végeredményt egy szam, a tablazat (1,Hossz(sz0)) index-parral kijel6lt eleme, és a rekurziv osszefiig-
gés csak a kozvetlen szomszédsagban {(i+1,j-1),(i+1,j),(1,j—1)} ,.kotordsz”, ezért a megfelels sorrend-
ben torténd szamitds esetén egyetlen egy oszlopanak tarolasa is clegendd.

Igy: 1.2.3. .. 'i-‘i:lldc)i
e 1.[ | T T T 1
Function TukorSzo (const s:string) :integer; 2.| |+ + [+ o+ 4
var T:array [1l..MaxN] of integer; 3. S+ |+ + |+
i, j,ment,menti:integer; FX:+ nl il
begin XX -
T(1]:=0;//MSz(1,1)<-0 - T
for j:=2 to N do o 1 "
begin B
g 3
T[j]:=0; menti:=0;//MSz(j,7)<-0 H
for i:=7-1 downto 1 do
begin
//T(1)<-MSz(i,j) szamitdsa
ment:=T[1]
if s[i]=s[j] then
T[i] :=menti //MSz(i,j)<-MSz(i+1,7-1)
else
T[i]:=1+Min(T([i],T[i+1]) //MSz(i,j)<-1+Min(MSz(i,j-1),MSz(i+1,7))
{EndIf};

menti:=ment;
end; //for i
end; //for j
TukorSzo:=T[1] //TukorSzo<-Msz (1,N)
end; //TukorSzo

4.2.5 A megoldas eléallitasa

Itt nem nagy kaland: a tabla (1,Hossz(sz0)) eleme, amelyet az algoritmusbeli T vektor elsé eleme tar-
talmaz.
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A feladat teljes megoldasat (kiegészitve a | [E_BEISIRES
tukorszoval, s6t azon helyek megjelolé-
sével, ahol a beillesztés megtortént) le-

Minimalis tiikdrszd generaldsa

.. ; . . Szoveg |1 ST i
tolthetjiik: rekurzivat (zip), memorizalosat g |indul a gorsg aludni
(dip). i ]

Tikérszovegge alakitashoz
minimilisan szikséges jelek szima; 1

Tikérszdver indul a gordg a ludni
A

|-‘| Yége

13. abra. A minimalis jel-beillesztéssel kaphat6 tiikorszo.
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Negyedik példazat — a persely minimalis tartalma
5.1 A feladat

Mohé Marci malacperselyben gyijti a pénzét. Csak fémpénzeket rakott a perselybe, de nem jegyezte
fol, hogy milyeneket. Felirta azonban az tires persely sulyat, igy meg tudja allapitani a perselyben levé
pénzek Osszsulyat. Ismeri tovabba az egyes pénzérmék egyedi sulyat és értékét. Szeretné kiszamitani,
hogy mennyi az a legkisebb O6sszeg, amelyet a perselye biztosan tartalmaz. Egy adott tipusi pénz-
érmébol —természetesen— tobb is lehet a perselyben. Adjuk meg a cimletezést is!

Bemenete:

e pSuly pozitiv egész — a perselyben 1évé pénz 6ssz-stlya

o ¢érmék={pi,...,pn} a pénzcimletek — a pi=(s;,¢;) saly és érték kettSse
Kimenete:

° min()sszeg pozitiv egész — a minimalis Gsszeg, és

o kiFrmék={kpu,....kpos} a pénzcimletek — kpi=(db;,é) darab és érték kettSse.

5.2 A megoldas

5.2.1 A megoldas szerkezetének tanulmanyozasa
Tételezziik fel, hogy van megoldas, akkor
(la)  pSualy = sy, +...+ sy (1,<...<i, megengedve ugyanazon cimlet tibbszirds eléfordulasat), és
(Ib)  minOsszeg = é,+...+ & .
Ugyanez révidebben, a végeredményhez jobban kozelit6en:
pSuly = nj*s;+...+ ni sy (1,<...<i; nj,... n;,>0 egészek), és
minOsszeg = n; *é,+...+ n *é, .
Az a-esetben vildgos, hogy
(2a)  pSuly — s = s, +...+ s (m=k vagy m=k-1) és
(2b)  minOsszeg — &, = é,+...+ &,
annak a redukalt feladat megoldasa, amelyben az Ossz-sulyt az s; rogzitett cimlet sulyaval csokken-

tettiik, de a tovabbiakban valaszthaté cimletek vagy valtozatlanul iw-ig, vagy az azt megel6z6ig ter-
jednek.

5.2.2 Részproblémakra és Osszetevékre bontas

A részfeladatokat jellemezhetjitk az X 6ssz-sullyal és a felhasznalhaté utolsé cimlet 1 indexével: (X,i). A
kiindul6 feladat a (pSuly,N)-nel jellemzett.

Figyelemmel az 5.2.1-ben {irtakra igy lehet6vé tessziik, hogy egy részfeladatot csokkentett jellemz6ja
részfeladatokra bontsuk. Vagyis el6készitettiik a rekurziv definialast.

5.2.3 Részproblémak megoldasanak kifejezése

Jelolje PMO a perselyben 1évé minimalis Osszeget kiszamitod fliggvényt, amely paramétere egy (X,i)-vel

jellemzett részfeladat! A kiszamitiasa nagyjabol a kovetkez6 gondolatmenetd lesz. A hangsulyt kilo-

nésen a rekurziv részproblémakra helyezzik.

1. Haaz X 6ssz-suly 0, akkor az eredmény is az.: PMO(X,i)<—0.

2. Ha az 6ssz-sily nem fogyott el mikézben a cimletsorszam 0-ra csokkent, ez biztos jele a probléma
megoldhatatlansaganak. Ekkor e tényt olyan értékkel jelezziik, amely Gsszetéveszthetetlen barmilyen
Osszeggel.: PMO(X,i)«—oo0.
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3. Ha az aktualis (a felhasznalhaték utolsdja) cimlet felhasznalhaté —sutlya szerint—, akkor vagy a
csokkentet sulyértékbol kapott minimumhoz kell szamitani az értékét, és lehet6vé téve az ujra
felhasznalast (PMO(X,i)«-PMO(X-s;i)+e)), vagy elhagyva 6t, az el6z6t tekintve utolsonak vezetjik
elemibb részfeladatra vissza (PMO(X,1))«-PMO(X,i-1)).

4. Utolso6 eset az, hogy az aktudlis cimlet silya nem teszi lehet6vé a felhasznalast, ekkor egyszerten
kihagyjuk, s igy vezetjik vissza: PMO(X,1)«-PMO(X,i—1).

A PMO fiiggvény tomorebb, formalis leirasa a kovetkezé (figyelembe véve az algoritmizalas sorrendi
szempontjait):

© ,ha X>0Ai=0
: 0 ,ha X=0
PMO(X, i) =1 . ) . (PMODef)
Min(PMO(X -s,,i) +€,,PMO(X,i-1)) ,haX=>s,
PMO(X,i-1) , egyebkent

Az els6 lépésen vagyunk csak tal: a minimum Gsszeg kiszamitasan. A kovetkezé feladat: a kell§ cim-
letek elballitasa. Azt kell feljegyezntnk, hogy milyen cimletet valaszt a fiiggvény az egyes rekurziv hivas
esetében. Egyetlen ponton, a definicié 3. agan valaszt cimletet (s;,é;). Ha itt feljegyezzik az adott X-hez
valasztott cimlet indexét, akkor megtarthaté a cimletekre vonatkozo, egyébként elveszé informacio.
Arra azonban tgyelni kell, hogy adott X-hez t6bb uton (t6bb i-vel is) eljuthat a szamitas, igy csak a
minimalis értékhez tartoz6 valasztast szabad meg6rizni. Megoldhato ez, ha minden X-hez nemcsak az
aktualis 1 indexet, hanem a hozza tartoz6 minimumértéket is konyveljitk. Természetesen kényvelni csak
a ,,jobbat” szabad!

A megoldé rekurziv figgvény kddja a kovetkezé lehet:

function PMO (x,i:integer) :integer;//rekurziv fv.

var
minl,min2:integer;
begin
if
(1i=0) and (x>0) then
begin

PMO:=MaxErt;
end else if
x=0 then
begin
PMO:=0;
end else if
x>=Cimletek.cimlet[i].suly then
begin
minl:=PMO (x-Cimletek.cimlet[i].suly,i)+Cimletek.cimlet[i].ertek;
min2:=PMO (x,1-1);
if minl<min2 then
begin
PMO:=minl;
//a kivdlasztott cimlet feljegyzése:
if Valaszt[x].min>minl then//az eddiginél jobb
begin
Valaszt[x].i:=1i; Valaszt[x].min:=minl;
end; //if
end
else
begin
PMO:=min2;
end; //if minl
end
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else
begin
PMO:=PMO (x,1i-1);
end
{endIf};
end; //PMO

5.2.4 Részproblémak megoldasanak kiszamitasa

A dinamikuns programozasos megoldas azon valtozatat mellékeljik, amely a rekurzivbél kénnyedén szar-
maztathatd: a memorizildsat. Lassuk mindenfajta kommentar nélkil a kédjat, megjeldlve (piros beti-
szinnel) az 4j részeket:

function PMO (x,i:integer) :integer; //memorizdldés rekurziv fv.
var
minl,min2:integer;
begin
if PMOT[x,1]<>-1 then//mdr szdmolt érték
begin
PMO:=PMOT [x,1];
end
else//még nem szamolt érték
begin
if
(1i=0) and (x>0) then
begin
PMOT [x, 1] :=MaxErt; PMO:=MaxErt;
end else if
x=0 then
begin
PMOT [x,1]:=0; PMO:=0;
end else if
x>=Cimletek.cimlet[i].suly then
begin
minl:=PMO (x-Cimletek.cimlet[i].suly,i)+Cimletek.cimlet[i].ertek;
min2:=PMO (x,1i-1);
if minl<min2 then
begin
PMOT [x%,1] :=minl; PMO:=minl;
//a kivdlasztott cimlet feljegyzése:
if Valaszt[x].min>minl then//az eddiginél jobb
begin
Valaszt[x].i:=1i; Valaszt[x].min:=minl;
end; //if
end
else
begin
PMOT [x,1] :=min2; PMO:=min2;
end; //if minl
end
else
begin
PMOT [x,1] :=PMO (x,i-1); PMO:=PMOT[x,1];
end
{endIf};
end; //if PMOT
end; //PMO
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5.2.5 A megoldas eléallitasa

A Valaszt tomb felhasznalasaval generalhaté a megoldasként szolgalé cimletsorozat. Az alabbiakban
kozoljik az egész megoldast jelent6 kodrészletet, amely tartalmazza a cimletek Osszeszedésének rész-
leteit is:

begin//PerselybeliMinimalisOsszeg MemDin

//Valaszt toémb létrehozdsa, inicializdldsa:
SetLength (Valaszt,perselySuly+l) ;
for i:=0 to perselySuly do
begin

Valaszt[i].1:=0; Valaszt[i] .min:=MaxInt;
end; //for
//MPOT témb létrehozdsa, inicializaldsa:
//dinamikus deklardlds: sorok szdamdnak megaddsa:
SetLength (PMOT, perselySuly+1) ;
//dinamikus deklardlds: oszlopszamdnak megaddsa:
for i:=0 to perselySuly do
begin

SetLength (PMOT[i],cimletek.db+1) ;

for j:=0 to cimletek.db do

PMOT [i,3]:=-1

end; //for 1
MaxErt:=MaxInt-MaxOsszeg(Cimletek) ; //a kudarchoz tartozd (max) érték
rekH:=0; //rekurziv hivdsok szdma: 0
minOsszeg:=PMO (perselySuly,cimletek.db) ;
if minOsszeg=MaxErt then//nincs megoldds

begin

minOsszeg:=-1
end

else//van megoldds
begin

//KiCimletek.cimlet témb létrehozdsa, inicializaldsa:

SetLength (KiCimletek.cimlet, perselySuly{div Min...}+1);

for i:=0 to perselySuly do

begin
KiCimletek.cimlet[1i] :=0;

end; //for

//KiCimletek kitéltése:

Jj:=perselySuly; KiCimletek.db:=0;

while 7>0 do

begin
i:=Valaszt[j].1i;
inc (KiCimletek.db) ;
KiCimletek.cimlet [KiCimletek.db] :=Cimletek.cimlet[i] .ertek;
dec (j,Cimletek.cimlet[i].suly)

end; //while

end; //if minOsszeg
end; //PerselybeliMinimalisOsszeg MemDin

Most is letolthetjik a hivatkozott alkalmazasokat: a rekurzivat (zip), memorizalost (zip).

Néhany parhuzamos futasi eredménnyel zarjuk a feladat 1., ,,eléirasos” megoldasat, amelyeket a ko-
vetkez6 abran talalunk.
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!_Mnhci Marci Perselye - Rekurziv megoldds E]@E B Moho Marci Perselye - Memorizdlds rekurziv megoldds |:||§”g|

Fersely sulya: |7 Minimalis ertek: 4 Fersely sulya: |7 Minimalis ertek: 4
Cimletek szama: |9 Relourziv hivas-szim: |51 Cimletek szama: |9 Relourziv hivds-szam: |40

sily |értek A db |ertek A sily |értek A db |ertek A
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
F>= = F=
2 3 2 = 2 1 2 b 2 3 2 = 2 1 2 =
3 =] 5 3 u] 5 3 =] 5 3 u] 5
PO PR T 4 |0 10w PO PR T 4 Jo 10w
M ége M ége

M Mohd Marci Perselye - Rekurziv megoldas B@@ M Mohd Marci Perselye - Memorizdlds rekurziv megoldds |Z||E”E|

Persely sulya: |3 Minimalis ertek: 18 Fersely sulya: |35 Minimalis ertek: 18
Cimletek szdma: |3 Rekurziv hivis-szam: [13330 Cimletek szdma: |9 Rekurziv hivis-szam: [363

sily |érték A db |értek & sily |értek & db |eértek &
1 2 1 1 16 1 1 2 1 1 16 1
F= = F>
z 3 2 b 2 1 2 B 2 3 2 E 2 1 2 B
3 ] 5 3 u] 5 3 -] 5 3 1] 5
4 4 10 w 4 u] 10 L 4 4 10 £V 4 1] 10 w
|-'| Vege |-'| Vege

M Mohd Marci Perselye - Rekurziv megoldds Ej@@ B Moho Marci Perselye - Memorizdlds rekurziv megoldds :”E”z|

Fersely sulya:  [175 Minimalis ertek: 83 Fersely sulya:  [179 Minimalis ertek: 88

Cimletek szama: |3 Rekurziv hivas-szdam: |485831545 Cimletek szama: |3 Rekurziv hivis-szdm: |2421

sily [ertgk & b [srisk A sily |grtgk A db  [ertgk &
1 2 1 1 e 1 1 z 1 1 as |1
F= = F> =
z 3 Z B 2 1 2 b 2 3 2 y z 1 Z B
3 3 = 3 0 2 3 & 2 3 0 =
4 4 10w 4 u] 10 4 4 10 4 1} 10w

14. abra. A perselybeli minimalis pénzt meghataroz6 rekurziv és memorizalds alkalmazas dsszevetése.

5.3 Egy masik megoldas

5.3.1 Cél

Ha a dinamikus megoldast kiszolgalé tomb méretét sokalljuk, a kévetkez6 —az eddigiektdl elvében el-
tér6— megoldassal segithetiink ezen. Most nagyvonalakban vazoljuk ezt a megoldast, s a szokasos, ak-
kuratus ,levezetést” elhagyjuk.

5.3.2 A kiindulo o6tlet

Az otlet alapja: olyan rekurziv 6sszefliggést kell talalnunk, amely csak egy paraméteres. Nem lehet két-
ségiink afel6l, hogy az X Gsszegparamétert nem kiszobdlhetjuk ki. A felhasznalandé cimleteket azo-
nosit6 indexparaméter azzal a halovany tervvel esetleg eliminalhatjuk, hogy az Gsszefiiggésben az dssges
cimletet, a maguk egészében vesszik figyelembe.
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5.3.3 A rekurziv megoldo figgvény
Segitségiinkre lehet, ha megfogalmazzuk a feladatot kicsit formalisabban. Tgy:

PMO(X) := Min {Zéi | Zsi = x}

Atfogalrnazzuk most rekurzivra. Az alabbi 6sszefiiggés kell6en attekintheté ahhoz, hogy kiilonésebb
bevezetést ne igényeljen. Jol latszik rajta, hogy mi médon veszi figyelembe —terviinkh6z hiven— glo-
balisan az 6sszes cimletet.

0 ,ha X=0

PMO(X) =< " ] o
Min 2 {PMO(X -s;) + €, |s; <X} ,egyébkent

(PMODef-2)

Ennek kédmegfelel6je a kovetkez:

function PMO (x:integer) :integer; //rekurziv fv. -- 2. megoldds
var
m,m2,i:integer;
begin
inc (rekH) ;
If
x=0 then
Begin
PMO:=0
End
Else
Begin
m:=MaxErt;
For i:=1 to Cimletek.db do
Begin
If Cimletek.cimlet[i].suly<=x then
begin
m2:=PMO (x-Cimletek.cimlet[i] .suly)+Cimletek.cimlet[i].ertek;
If m2<m then
Begin
m:=m2;
//a kivdlasztott cimlet feljegyzése:
if Valaszt[x].min>m then//az eddiginél jobb
begin
Valaszt[x].i:=1i; Valaszt([x].min:=m;
end; //if
End;
end; //if Cimletek
End;
PMO:=m
End
{EndIf};
end; //PMO

5.3.4 Egy DP megoldas

A memorizalds elvii DP valtozat ebbdl szinte magatol értédik, ezért nem részletezzik. Az igy kapott
alkalmazasok néhany futasi eredményét viszont alabbi abrasoron kézoljiik.
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Persely sulya:

M Mohd Marci Perselye - Rekurziv megoldds

Cimletek szama; |4

Minimalis érték:

—

Rekurziv hivas-szam: |4B

—

Persely silya:

saly |ertek | b |érek |
1 2 1 1 0 1
F>= | = |
z 3 z Z2 1] z
3 5 3 3 i} 3
4 1|4 4 1 4

|1D Minimalis érték:

Cimletek szama: |4

M ege |

x,

—

|:||§||g| M }toho Marci Perselye - 2. rekurziv. megoldas

Persely sulya:

Cimletek szima: |4

Minimalis érték:

—

—

Rekurziv hivis-szdm: |43

sily | éreek | db  [érek |
1 2 1 1 a 1
F>
| 2 3 2 2 a 2
3 B 3 3 a 3
4 10 4 4 1 4

Persely silya

|1D Minimalis érték:

—

Cimletek szima: |4

Rekurziv hivis-szam: |34

Rekurziv hivis-szim: |31

sily |értek | db  [ertek |
1 2 1 1 1} 1
F= =
| 2 3 2 | 2 1} 2
3 5 3 3 1} 3
4 o |4 4 14

sily | értek | db  [ertek |
1 2 1 1 1} 1
F>= | = |
2 3 2 2 1} 2
3 5 3 3 1} 3
4 o4 4 1 4

15. abra. A perselybeli minimalis pénzt meghatarozd, globalis cimletezésen alapulé rekurziv és memorizalos
alkalmazas 6sszevetése — kis Osszeg esetén.

Persely sulya:

Ml Mohd Marci Perselye - Rekurziv megoldds

Minimalis érték:

—

Persely silya:

Cimletek szdma; |4 Rekurziv hivas-szam; [151
sily | érek | db ek |
1 z 1 31
F= =
| 2 1z |z | z oz
3 44 |3 3 1 3
4 11 |5 4 o5

|ED Minimalis érték:

Cimletek szama: |4

o

Persely sulya:

Cimletek szima: |4

Minimalis érték:

|50—

—

Rekurziv hivis-szdm: |1142

sily | ertek | db  [ertek |
1 2 1 1 3 1
F>= | = |
2 1z |2 2 a 2
3 44 3 3 1 3
4 111 5 4 o 5

Persely silya

|50 Minimalis érték:

M iége |

o

Cimletek szima: |4

Rekurziv hivis-szam: |55

Rekurziv hivis-szim: |?9

sily |értek | db  [ertek | sily | értek | db  [ertek |
1 [z 1 ERE 1 [z 1 ERE
F> = F>
| 2 |1z 2 | 2z |0z | 2 |1z 2 z o 2
L 3 13 L 3 |13
4 |1 s 4 |0 s 4 |1 s + o s
M #éae | M ége |
16. abra. A perselybeli minimalis pénzt meghatarozo, globalis cimletezésen alapul6 rekurziv és memorizalds

alkalmazas Osszevetése — kozepes Osszeg esetén.
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Persely sulyz  [187

Cimletek szima: |4

B Mohd Marci Perselye - Rekurziv megoldds

sily | értek |
1 2 1
F= |
2 122
3 44 3
4 111 |5

Persely sulya:  [187

Cimletek szima: |4

sily | értek |
1 2 1
F= |
2 1z 2
3 44 3
4 111 |5

Minimalis érték:

|1 B
Rekurziv hivis-szim: |3558

db  [ertek |

B[ | | e

Minimalis értek:

[ R S

Rekurziv hivis-szim:

1

2
3
5

M e |

B Mohd Marci Perselye - Memorizalds rekurziv megoldds

e

368

db  [értek |

B[ | | e

[ Y

1

2
3
5

M e |

Persely sulya:

il

|:||§||X| B Mohd Marci Perselye - 2. rekurziv megoldds

|18?1 Minimalis erték:
Cimletek szima: |4

sily |értek |

S TR S

Persely sulya:  [187

Cimletek szama: |4

il

sily |értek |

EoNET

—

Rekurziv hivis-szam: |?

S TR S

Minimalis érték:

Lol =N SN R N

Rekurziv hivis-szim:

:||§||X| B Mohd Marci Perselye - 2. memorizdlds rekurziv megoldas |:||§||X|

R

470
db  [értek |

1 4 1

z z s

3 1 3

4 1 5

M ége |

17. abra. A perselybeli minimalis pénzt meghatarozo, globalis cimletezésen alapul6 rekurziv és memorizalos
alkalmazas Osszevetése — ,,nagy” 6sszeg esetén. A 2. rekurziv megoldas kivarhatatlanul lassu!

Erdemes elgondolkodni, hogy egyaltalan megleps-e lestjté eredmény! A helyért lehet, hogy ez esetben

is az id6vel kell fizetni?

Befejezésiil letolthetjik e mas elvid valtozatokat: a rekurzivat (zip), memorizalost (zip).
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http://digo.inf.elte.hu/~szlavi/Lazarusok/MohoMarciPerselye2REK.zip
http://digo.inf.elte.hu/~szlavi/Lazarusok/MohoMarciPerselye2MD.zip

Szlavi Péter: Dinamikus programozas 2018. aprilis 24.
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