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Utols6 modositas: 2017.10.14.

1 Bevezetés

Feladat egy egyvaltozos valos fliggvény kirajzolasa kilonféle megjelenitési modszerekkel. Példaul:

e pontokkal,

e folytonos szakaszokkal,
e téglalapokkal,

[}

Az elvarasokat legjobban az alabbi, futas soran keletkezett abrasor fejezi ki,

LR LT =

1. abra. Egy futasi kép — a sinus fliggvény.
(FP-ben két ablak: az egyik a vezérléshez, a masik a grafikus megjelenitéshez kell.)

valamint egy (teljesebb) proba: 'vlRajz.exe.
2 Utban a megoldis felé

2.1 Jelolések

Alapadatok:
e /- fuggvénykapcsolat; £ Di—>R,
e D/—(az ,érdekes”) értelmezési tartomany = [min,..maxy]
o R/—(az,érdekes”) értékkészlet = [min,..max,]



http://people.inf.elte.hu/szlavi/InfoRendsz/Fvrajz/Fv1/Fv1Rajz.exe
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2. abra. A transzformacio ,ranézésre”.
(VK = vilag-koordinatarendszer, KK = képernyd-koordinatarendszer)

A (linearis) transzformacio ellenérzése 2, kiilonb6z6 pontra:

o Az origd leképezése:

o A bal-felsd sarok leképezése:

T((0,0)) = (O(H‘O,SQ—O) = (Oo,So)
T((—Oo,So)) = (Oo—Oo,So—So) = (0,0)

Megjegyzés: a képerny8 helyett mondhatnank a képernyén megjelend ablakot' is.

2.2 Problémak

1. tdl szik/tag az értékkészlete (pl. sin(-m..m) / exp(0..100))

2. il szlik/tag az értelmezési tartomanya (pl. sin(-n..w) / 1/x (x=1..1000))
3. fiigeblegesen alul/feliil kilég (pl. -10-x* (x=-100..100) / 10+x* (x=-100..100))
4. vizszintesen balra/jobbra kilog (pl. (100+x)*-10 (x=10..100) / (100+x)*10 (x=-100..-10))

2.3 A problémak megoldasa

Léptékezés vagy —masként— nyujtas (1-2.-re), az origd eltolasa (3-4.-re).

Nyujtas (a teljes [0..maxO]x[0..maxS] képernybre)

e X-iranyban: n, = maxO / (max,—miny)

e Y-irinyban: n, = maxS / (max,—min,)

1 A pontosabb széhasznalat a VK-ban beszél ablakrol, a KK-ban képernyStartomanyrél (révidebben:

képtartomanyrol).
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3 Modszerek — algoritmusok

Az algoritmus Gtlete pofonegyszeri:

1. generaljuk le az abrazoland6 figgvényt egy un. fiiggvénytablaba, valamekkora 1épéskozzel,
célszertien: ekvidisztans alappontok felett, n6vekvé x-ek mentén;

2. majd (most mar fuggvény kiszamitasi szabalyatol figgetlentl) rajzoljuk ki a figgvénytablaban
1év6 pontokon nyugvé fiigevénygorbét, valamilyen modszerrel.

Algoritmikus adatok és egyéb kellékek:

Figgvény f (Konstans x:Valds) :Valds
. a kirajzolandé fluggvényt leird fiiggvényeljaras ..

Tipus
TKoordinatéak = Témb (1. .MaxN:Valds) [koordinatéak]
TFliggvényTabla = Rekord(
n:Egész,

x,y:TKoordinaték 2,
minY, maxY:Valds)
Valtozé [globadlisak = a feladat meghatéarozta paraméterek]

ft:TFliggvényTabla [egy fv. grédfjanak pontjail
mag, szél:Egész [az aktudlis képernyd/ablak méretei]

A fentieket elegendd egyszer meghatarozni. Minden fiiggvényrajzolé modszer hasznalja.

Valtozé [az egyes mdbdszerekhez, lokdlisak]
00,s0:Egész [az origd helye a képernydén/ablakban]
nX,nY:Valés [nyGjtasi tényezdk]
dX:Egész [oszlopszélesséqg]
e0,eS:Egész [az elézbleg kirajzolt pont]

A fentieket elegendé médszerenként egyszer meghatarozni. Ezeket is, mint ,,latens” (azaz explicit
atadas nélkili) paramétereket, hasznalhatjak a modszerek.

2 Az x-koordinitik novekvSen rendezettek = minX=ft.x (1), maxX=ft.x (ft.n).



Eljaras PontRajzoléas (Konstans x,y:Valds):
[Ef: helyes 00,s0, nX,nY]
Valtozé
o0,s:Egész
0:=00+Kerekit (x*nX); s:=s0-Kerekit (y*nY)
Pont (o, s)
[eO:=0; eS:=s5]
Eljaras vége.

3

[A Pont eljarés un. grafikus primitiv, Turbo Grafikédban ?: PutPixel.]

Eljaras SzakaszRajzolés (Konstans hozX,hozY:Valds) :
[Ef: az (e0,eS) pont mar ki van rajzolva, s ez az aktualis]
Valtozd
s,0:Egész
0:=00+Kerekit (hozX*nX); s:=s0-Kerekit (hozY*nY)
Szakasz (e0,eS, 0, s)
e0:=0; eS:=s
Eljaras vége.
[A Szakasz eljaréds Un. grafikus primitiv, TG-ben: Line.]

Eljaras TéglaRajzoléas (Konstans x,y:Valds) :
[Ef: dX=az oszlopok szélessége (Egész) ]
Valtozé
s,o0:Egész
0:=00+Kerekit (x*nX); s:=s0-Kerekit (y*nY)
Tégla (o,s,0+dX,00-sgn(y) [ne érjen r& az x-tengelyre! °] )
Eljaras vége.

[A Tégla eljéarads un. grafikus primitiv, TG-ben: Bar.]

3.1 Bamba, de egyszerti...

Nem figyeljik a ,képerny6re miként kertlést”... az origd kozépen, 1éptékezés nincs. A | ra-
nézesre” transzformacio méltd parja:

00:=max0 Div 2; s0:=maxS Div 2; nX:=1,0; nY:=1,0
Ciklus i=1-té1 ft.n-ig

PontRajzolas (ft.x(i),ft.y (1))
Ciklus vége

3.2 Képerny6re normalva

[ef: ft.x szigorlan novekvden rendezett tdmb =
Viell..ft.n): ft.x(1)<ft.x(i+1)]

nX:=max0/ (ft.x(ft.n)-ft.x(1)); nY:=maxS/ (ft.maxY-ft.minY)
00:=—nX*ft.x(1l); sO0:=maxS+nY*minY
Ciklus i=1-té6l1l ft.n-ig
PontRajzolas (ft.x(i),ft.y(i))
Ciklus vége

3 A SzakaszRajzoléas eljards majd épit arra, hogy az utoljara kirajzolt pont helye meglegyen az (€O, eS) -ben.
4 Akar Turbo Pascalban, akar Free Pascalban a Graph unit tartalmazza a grafikus ,,székincset”.
> Meggondolandé az x=0, és az y=0 esete!



A konstans fliiggvényre ez rossz eredményt ad, ui. az nY kiszamolasa kozben a nevezébe 0
keril. Bz elkeriilhets, ha erre elére gondolunk a fliggvénytabla generalasakor. Ilyen esetben az
alabbi moédositas megfelels, ugyanis igy még az x-tengely is a képre kertl:

Ha ft.minY=ft.maxY akkor
k:=ft.minY
Elagazas
k>0 esetén ft.maxY:=3*k; ft.minY:=-k
k<0 esetén ft.maxY:=-k; ft.minY:=3*k
k=0 esetén ft.maxY:=+1; ft.minY:=-1
Elagazas vége
Elagazas vége

A konstans fliggvény e fajta kezelését a kés6bbiekben is feltessziik.

3.3 Aranyokat tartva normalni

Ha fiiggvény lényegéhez tartozik az x-y aranya, akkor a fenti rajzolasi médszer nem alkalmazhato.

[ef: ft.x szigortan novekvéen rendezett tomb]

nX:=maxO/ (ft.x(ft.n)-ft.x(1)); nY:=maxS/ (ft.maxY¥-ft.minY)
Ha nY>nX akkor nY:=nX kiilonben nX:=nY [egyszerlbben: nX,nY:=Min (nX,nY) ]
o0:=—nX*ft.x(1l); sO0:=maxS+nY¥*minY
Ciklus i=1-tél ft.n-ig
PontRajzolas (ft.x(1i),ft.y(i))
Ciklus vége

Egy jovébe mutaté extra probléma: hogyan lehetne megvaldsitani egy abran tébb fiiggvény
kirajzolasat, ha tgyelni kell az aranyokra (az egymashoz s esetleg: sajat magukhoz)? Folteheti,
hogy a fiiggvények értelmezési tartomanya ugyanaz, sét az alappontok is ugyanazok.

3.4 Folytonos vonallal
[ef: ft.x szigorUan novekvéden rendezett tomb]

[a 3.2 vagy a 3.3 inicializéalésal]
PontRajzolas (ft.x(1),ft.y (1))
Ciklus i=2-té6l ft.n-ig

SzakaszRajzoléas (fv.x(i),ft.y (1))
Ciklus vége

3.5 Téglakkal

[ef: ft.x szigorutan novekvden rendezett, és azonos kiildonbségl tomb]

[a 3.2 vagy a 3.3 inicializéalésa]
Ciklus i=1-té81l ft.n-ig

TéglaRajzolas (ft.x(i),ft.y (1))
Ciklus vége

3.6 Trapézokkal

Ez 6tvozi a szakaszokkal és a téglakkal torténé rajzolast. Hatranya, altalaban kevesebb segitséget
nyUjtanak a programnyelvek. ° Elemibb miiveletekkel (szakaszrajzolas és tartomanyszinezés)
persze nem nagy munka aran megoldhato.

6 Udit6 kivétel a Turbo Grafika e célra kivalé két eljarasa:



Az algoritmizalas és kddolas: hf.

3.7 Gorbeivekkel

Szamos modszer kozil valaszthatunk. Legkézenfekvébb, hogy az N pontra rafektethetiink egy
N-1-ed fokd polinomot. Masik szokasos médszer (ill. inkabb mdédszercsalad), hogy a szomszédos
pontokra valahanyadfokd (de egyedenként paraméterezett) polinomot illesztink ugy, hogy az
adott pontokon atmenjenek, sét —hogy ez az ,atmenet” az egyik polinombdl a masikba minél
,,simabb” legyen— az érint6k egyenl6ségét is meg szoktak kévetelni.

Az algoritmizalas és kédolas: hf.
Segitségképpen alabb egy konnyen megvalésithaté modszerrél Gtletelek:
1. Az 1-3.pontra rafektetiink egy parabolaivet. (Ez egyértelmten elvégezhetd.)

2. A 3.-kal kezdve az egymast kéveté pontparokra ugy fektetiink parabolaiveket, hogy az a bal
oldali szomszédjahoz ,érintSlegesen” is illeszkedjen.

3. A parabolaiveket fi(x)=ax’+ba+c alakban itjuk fol. Az Ax=b vektoregyenletet kell meg-
oldanunk ugy, hogy az A egyttthatématrixot tartalmazza azon linearis egyenletek alappontok
x-eibdl szamitott konstansait, amelyek az 1-2. alapjan késziltek. Az Ax=b egyenlet tul oldali
vektoranak elemei (b) részben az y-okbdl fog allni, részben egyéb megfontolasokbodl
szarmaznak.

4. Képezzik az egyttthatomatrix inverzét (A™).
5. Megoldjuk az egyenletet: x=A"'b.

Megjegyzem: van szamos hatékony moddszer a numerikus matematikaban linearis egyenlet-
rendszerek megoldasara; {gy a matrix invertalas valdjaban nem az egyedil idvozité modszer.
Ilyen modszer példaul a Gauss-Jordan eliminacié. (Ez az x vektor mellett az A™'-et is el6allitja, bar
minket csak az x érdekel.) ’

Nézzink egy konkrét példat!
Ha 4 pontra kell fektetni gorbeiveket, akkor 2 parabolaivvel oldhaté meg a probléma. Az elsé 3
pontra egyértelmden fektethetiink egyet, majd a 3. és 4. pontra azzal a plusz feltétellel, hogy ez
utébbi érintdje a 3. pontban egyezzen meg az elsé ugyanezen pontbeli érint6jével. Azaz a keresett
6 ismeretlen paraméterre az alabbi egyenleteket allithatjuk fol.

Silx) =y fi(be) =y, Jifx3)=ps

Jos)Zys Jolxe) = Ji' () (o) =0

A részletszamitasok nélkilozésével, csak az egyes 1épések végeredményét mutatja az alabbi dbra.

Procedure DrawPoly (Const db:Word; Const pontok);
Procedure FillPoly(Const db:Word; Const pontok);
{a pontok: db darab, a Graph unitban definidlt PointType tipusu adat kezddécime}
Type PointType=Record x,y:Integer End;
7 Ennek kiprobalasara szives figyelmiikbe ajanlom:
GaussjJordan.exe programot, illetve a forrasat: Gauss|ordan.pas!


file:///G:/izzo/InfoRendsz/Fvrajz/Fv1/GaussJordan.exe
file:///G:/izzo/InfoRendsz/Fvrajz/Fv1/GaussJordan.pas

X 0 2 3
Vi 1 4 -2 4
Egyenletek:
b Matrix (A): fi |_(_x:_j=a,-x‘? +bx+c;
1 0 0 1 0 0 0 <« frlc)=y;
4 1 1 1 0 0 0 <« File2)=y,
) 4 2 1 0 0 0 <« Files)=ys
) 0 0 0 4 2 1 < F20c3)=ys
4 0 0 0 9 3 1 & falx4)=y,
0 4 1 0 -4 -1l 0 & f1'0cs)f2'c3)=0
ay by Cy EH b, Cz
X Inverz matrix (A™):
-4,5 1 -1 1 0 0 0
7,5 =L 2 -1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
16,5 -1 2 -2 -1 1 1
-76,5 3 -10 8 4 -4 -5
85 -3 12 -9 -3 4 5]

Tehat megkaptuk a két parabolaiv paramétereit:
Fi(x)=-4,55"+ 7,55+ 1 x €[x1..x3], o(x)=16,5x%-76,5x+85 x € [x3..54]
Hogy érjink is ezzel az izzaszté eredménnyel valamit, az adott x-pontok kozott finomabb 1é-

pésekben is szamithatjuk az interpolalt értékeket. Ezaltal kevés pont esetén is ,,szép” gbrbével
tudjuk megjeleniteni az adott gérbeivet.

Lassuk, mit kapunk a kirajzolas utan a fenti négy pontra illeszkedé figgvénygorbe gyanant!
5

3,5

Ahhoz képest, hogy eredetileg 6sszesen csak négy pont volt adva (pirossal szakaszokkal jel6lve),
elégedettek lehetiink a latvannyal (kékkel jelolve). Itt Osszesen 8 koztes pontot szamoltunk az
egyes rogzitett pontok koézott.

Az itt kérvonalazott moédszer (kirajzolas nélkili, a keretbe egy az egyben nem beillesztheto)
megvalositisat is megtalalhatja: Gaussjordan.zip®.
Nézziink egy masik —talan természetesebbnek haté —modszert!

Tegytk ismét fol, hogy 4 pontra kell fektetni gorbeiveket. Most 3 parabolafvvel oldjuk meg a
problémit, de ,,egységesebb” gondolattal vezérelve. Minden egymast koveté pontparra fektetiink
parabolat, természetesen ugy, hogy illeszkedjeneck a pontokra, és ,érintélegesen” simuljon a bal
oldali szomszéd parabolahoz. 4 pont esetén 3 parabola, ami 9 ismeretlent jelent. Az alabbi
egyenleteket allithatjuk fol.

8 A tomoritett allomanyban egyrészt az a program (pas, exe) talalhatd, amely konstans formaban megadott
pontokhoz meghatarozza a fentebb vazolt parabolaivek paramétereit. Mellesleg tartalmazza azt a programot, amely
demonstralja —feladat-fiiggetlen médon— a linedris egyenletrendszert megoldé Gauss-Jordan maédszer algoritmusat.


file:///G:/izzo/InfoRendsz/Fvrajz/Fv1/GaussJordan.zip

Silor) = fifx2) =y Sol2) Tz Sl )Ty o) =

Si'eex) ' (x2)=0, S er) ' (3)=0
Ez azonban még nem elég a megoldhatdsaghoz! Kell még taldlnunk egy kielégitendé —fentiekt6l
tigeetlen— ,,szabalyt”, egyenletet! Legyen ez pl. a kovetkez6: az elsé parabolafv érintéje a bal
oldali pontjanal, az utols6 parabolaiv érintéje a jobb oldali pontjanal legyen egymasra ,,titkros”,
azaz

4 ) =0

Lassuk, mit kapnank az egyenletrendszer megoldasa utan!

fi(x)=-16x°+19x+1 x€[x1..x2),

Fox)=7x-27x+24 x € [x2..x3],

Ji(x) =557 19x+16 x €[x3..4].
A fenti négy pontra illeszked6 fuggvénygorbe most gy fest!
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Erdemes ,,egymasmellé” tenni az Osszevetés kedvéért, és kovetkeztetéseket le vonni!
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4 A keretprogram

Lisd FvlRajzK.pas.


http://people.inf.elte.hu/szlavi/InfoRendsz/Fvrajz/Fv1/Fv1RajzK.pas

5 A megoldis

A 3 tervezett és fentebb kidolgozott megoldast tartalmazzak az alabbi fajlok: FvI1Rajz.pas.

Hazi feladatként érdemes a 3.6-ban vagy a 3.7-ben korvonalazott megjelenitési moédokat meg-
valositani. A 3.6-hoz lényegileg minden ismert (az anyag alapjan). A 3.7-ben korvonalazott
modszer (a hivatkozott programban megvaldsitott kéddarab felhasznalasaval) mar viszonylag
konnyen elkészithetd. ,,Csupan” az adott szomszédos pontokat Osszekoté parabolaiveket fino-
mabb 1épéskozi ,,alpontokra” kell illeszteni, (pontokkal, szakaszokkal vagy téglakkal) kirajzolni.

10


http://people.inf.elte.hu/szlavi/InfoRendsz/Fvrajz/Fv1/Fv1Rajz.pas

