Véletlen kombinatorikai algoritmusok 2009.01.07.

VELETLEN PERMUTACIO ELOALLITASA

crcr

Az alabbi algoritmusban X (1..N) tomb elemeinek egy véletlen permutéacidjat allitjuk elo.
Természetesen elvarjuk, hogy a HalmazFelsorolas (X) eldfeltétel teljesiiljon.

Talan elsd hallasra meglepd lesz az 6tlet: induljunk ki a permutécidgeneralas algoritmusanak
elkészitésénél a rendezésbdl. A kdvetkezd (P1.) algoritmust pl. a minimumkivélasztasos né-

ven ismert rendezésbdl eredeztetjiik.

Pl. Algoritmus:
Permutalas (,Keverés”) Rendezés
Ciklus i=1-té1 N-1-ig Ciklus i=1-té1 N-1l-ig
Jj:=VéletlenSzam(i..N) Jj:=MinIndex (i..N)
Csere (X (1),X(3)) Csere (X (1),X(3))
Ciklus vége Ciklus vége
Jeloleések:

X —sorozat;, X' —az X sorozat algoritmus végrehajtas utani értéke

P(X’ v=X5) — annak a valdsziniisége, hogy az algoritmusbeli ciklus utin az X', Xj
lesz.

i,jeN, ae[0,11cR

VéletlenSzam (i..]j) — (egyenletesen) véletlen egész szam €[1, ).

VéletlenSzam — (egyenletesen) véletlen valds szam €[0, 1)cR.

Feltevesek:
F1. P(véletlenSzam(i..]j)=k)=P(VéletlenSzam(i..]j)=m) k,m=i..]
F2. P(VéletlenSzam<a)=a

Lemma:
P(VéletlenSzéam(i..7j)=k)=1/(j-1i+1) k=i..]

Bizonyitas:
Az 1 és a 7 kozott 3-1+1 féle érték van, tehat ezek koziil valamelyik kijovetelének
valosziniisége biztos esemeény (1), és P(1)=1, tovabba egymast kizaro eseméynek

=

J
D P(véletlenSzam(i..j)=k)=1 .
k=i

Az 1. feltevés miatt ez a j—-1+1 esemény egyenletesen osztozik az 1 valosziniiségen.
Ebbol mar adodik az allitas.

Qed.

Példaul:
P(VéletlenSzam(l..N)=k)=1/ (N-1+1)=1/N
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PI-1. Allitis:

crer

Bizonyitas:
1. akimeneti allapot hossza megegyezik a bemenetiével,
Mivel az X sorozat valtozasa csak elemeinek helycseréjét jelenti, ezért
2. Uj elem az eredménysorozatba nem keriil,
3. minden eleme a sorozatban marad.
=Vie[l..N]: X";eX

Qed.

PI-2. Allitds:
Az X' minden elemében az X barmely eleme azonos eséllyel lesz a Pl. algoritmus vég-
rehajtdasa utan: P(X’ ;=X,)=1/N Vi, ke[1l..N]. (Eléfeltétel: X;#X5 1i#7, vagyis

HalmazFelsoroléas (X)=Igaz.)

Bizonyitas:
Indukcidval bizonyitunk: belatjuk, hogy
i=1) P(X"1=Xx)=1/N Vke[l..N]
(azaz barmelyik elem azonos valdszinliséggel keriilhet az els6 helyre
(i=i+1)) P(X’;41=Xyx)=1/N Vke[l..N]
(azaz barmelyik elem azonos valoszinliséggel keriilhet az i+1. helyre)
feltéve, hogy
() P(X’y=X,)=1/N Vje[l..i],me[l..N]
(azaz barmelyik elem azonos valosziniiséggel keriilhet az i.-re vagy
az eldtti helyre) és
(b) X’ ePerm (X) ¥ (X’ aciklus egyszeri lefutdsa utan X-et jeloli)
(i=1)
A csere juttathat elemet valahova, pl. X’ ;—be Xy-t, —az algoritmus szerint— a ciklus
i=1 esetében (maskor nem!), amikor a VéletlenSzam(l..N) ¢éppen k-t
eredményez. Ennek (P(X’ 1=Xy)) a lemma szerint 1 /N az esélye
(i=>i+1)
Indukcios feltételként feltessziik (a)-t.
A tovabblépés csak akkor értelmes, ha teljesiil (b). Ez viszont az algoritmusbol
azért kovetkezik, mert az elemek legfeljebb helyet tudnak cserélni, de egyéb mo-
don megvaltozni nem, azaz az elemek permutalodhatnak csupan.
Meghatarozzuk annak valoszinliségét, hogy egy elem az i+1. helyre keriiljon. Az

alabbi két esemény fennallasanak valoszintiségét kell meghatarozni:

¥ Perm = Permutaciohalmaz
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e nem keriilt az 1..1 helyek egyikére sem (=1 -1 /N) és
* a,maradékok” (N-1i) koziil épp 6t sorsolta ki cserére (=1/ (N—1))
Vagyis (1-i/N) * 1/(N-i) = (N-i)/N * 1/(N-i) = 1/N
Qed.
PI-3. Allitds:
A Pl. algoritmus azonos eséllyel allitja elo az X, . y elemek tetszoleges permutdciojat.
(Eldfeltétel: X;#X5 1i#7j, vagyis HalmazFelsorolas (X)=Igaz.)
Bizonyitas:
Belatjuk, hogy P(X’ = (X , .., X; ) JF1/N!
P(X' = (Xil' ey XiN) ):P(X' 1:Xi1) *
P(X’ 2=Xi2 | X! 1:Xi1) **
P(X’ N:XiN | X! 1=Xil AN X! N_IZXiN—l)
Pl1-1. =
P(X’1=X;,)=1/N
P1-1. & P1-2. & Fl. =
P(X"2=Xi, | X"1=X; )=1/(N-1)

(hiszen csak N—1 koziil, azonos valdsziniiséggel valaszthato a 2.)

| X7 1=Xi, AwA X'y1=Xi )))FL1/ (N-(N-1))=1/1

N-1
(hiszen csak 1 koziil valaszthaté az N.)
Végiilis:
P(X" = (Xs oy X1) )FP(X7 1=K ) =1/N*1/ (N-1) *..*1/1=1/N!
Qed.
Az elmélet utan j6jjon egy csipet gyakorlat! Gydzddjiink meg arrél, hogy a fentiekben belatott
»egyenletesség” a permutaciok terében, mennyire és milyen szdmu permuticidogeneralas utan
mutathato ki.
frjunk programot, amely a P1. eljarassal eldallit szamos permuticiot, s ekdzben szamolja,
hogy az éppen generalt permutacido hanyadszorra jott ki. Azt varjuk, hogy nagyjabdl minden
permutaciodra ez kb. azonos érték lesz.
Mivel a permutaciok szama N'!, ezért
1. ahhoz, hogy elvileg minden permutécio létrejohessen: legalabb N!-szor kell az eljarast
meghivni;
2. a szamlalé tombnek is N! elemiinek kell lennie (a legszorosabban szdmolva®*). P1. 8!=

=40320, ami mar a Turbo Pascal memoridban tartott tombjének a méretét meghaladja.

* Pirossal emeltiik ki a cserében résztvevd elemeket.
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Segithetiink ez utdbbi problémads helyzeten, ha épitiink a P1-2. allitdsra. Ugyanis e szerint
»elegendd” azt szamlalni, hogy az egyes X’ -beli elemek gyanant hany izben fordultak el az
eredeti X-beli elemek. Vagyis egy NXN-es matrix is elég a szamlalashoz, ha N az X hossza.

Permuticiok

1
2
3
4
5
&
?

Szumm:

1. abra. A program eredményének magyarazata.

A 7 (N) elemii 7! szam®i permutaciot a P1. algoritmussal generalva azt tapasztaltuk, hogy a generalt
permutaciokban 1. helyen az 1 (X;) 1452-sz6r, ... a 7. helyen ugyand 1377-szer fordult eld, ... a 7 (X4) az 1.
helyen 1405-szor, ... a 7. helyen ugyand 1440-szer. Ellendrizhetd, hogy mind a sor-, mind az oszlopdsszegek

10080 (=2*N!), aminek az az oka, hogy —biztos, ami biztos— ennyi (2*N!) darab véletlen permutaciot
generaltunk a programmal.

A kiértékelést vezerld algoritmus nagyjabol az alabbi lehet:

Procedure PermutacioVezerles;

Var
i:LongInt;
Begin
PermInic;
For i:=1 to Fakt (N) {esetleg 2*Fakt(N)} do
Begin

VeletlenPermutacio;
PermErtekeles;
End;
GyakorisagMegjelenites ('Permutaciodk');
End;

A VéletlenPermutacié eljardsa allitja el6 a globalisan elérhetd tombben (legyen ez
p:TPermutacio) az U permutaciot:

Procedure VeletlenPermutéacio;
Var
i,j:integer;
Procedure Csere (Var x,y:byte);
Var
s:integer;
Begin
S:i=X; X:=Yy; Yy:=S
End;
Begin
For i:=1 to N-1 do
Begin
j:=Random (N-i+1l)+i; Csere(pl[il,pl[]])
End;
End;

A PermErtekeles a gyakorisdgokat szamlald matrix (gy:TGyakorisag) megfeleld elemét

noveli:

* Ugyanis e mogott az a feltevés huzodik, hogy minden egyes permuticiohoz kdlcsondsen egyértelmiien tudunk
a (szamlalo tomb-beli) indexértéket rendelni. Ha belegondolunk, ez nem is kénnyt feladat!
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Procedure PermErtekeles;

Var
i:Byte;
Begin
For i:=1 to N do Inc(gylplil,i]):
End;

Az egészet lasd egyben: VELKOMB.PAS, illetve miikddés kozben: VELKOMB.EXE.

Ugyanennek egy baratsagosabb, vizudlis (Lazarus) kornyezetbeli valtozatanak eredményét

mutatja a 2. dbra. (Kiprébalhatja: veletlenkombinatorika.exe.)

B Yéletlen kombinatorika

MN: |d Permutacid: 5372146

e 1 E E 4 5 6 |7 |
& Minki 1 [1397 1433 1503 1450 1439 1460 1398
 Bossis 2 |140 1490 1432 1485 1395 1418 1458

3 1433 1439 1424 1430 1499 1430 1416

4 [ 1443 1443 1453 14509 1430 1413 1439

B 1435 1401 1403 1377 1428 1485

6 |1458 1417 1417 1447 1454 1424 1433
Csendben 7 [ 1306 1423 1450 1397 1456 1507 1451

M wéoe

2. abra. A Lazarus alkalmazas eredménye.

A kovetkezd (P2.) algoritmus beszlrasos rendezés alapgondolata alapjan késziilt.

P2. Algoritmus:
Permutalas (,Keverés”) Rendezés
Ciklus i=2-té1 N-ig Ciklus i=2-té1 N-ig
Jj:=VéletlenSzam(1l..1) Jj:=RendezettHelye (l..1)
y:=X (1) y:=X(1i)
Jobbraléptet (X(j..1i-1)) Jobbraléptet (X (j..i-1))
X(J) =y X(3):=y
Ciklus vége Ciklus vége
P2-1. Allitds:

e rer

Bizonyitas:
A P1-1. bizonyitasahoz hasonldan.
Qed.
P2-2. Allitds:
Az X' minden elemében az X barmely eleme azonos eséllyel lesz a P2. algoritmus vég-
rehajtasa utan: P(X’ ;=X,)=1/N Vi, ke[l..N]. (Eldfeltétel: X;#Xs i#7, vagyis
HalmazFelsorolés (X)=Igaz.)
Bizonyitas:
Belatando: P(X’ ;=Xx)=1/N Vi,ke[1l..N]!
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.hf. ...

Qed.

P2-3. Allitds:
A P2. algoritmus azonos eséllyel allitja elo az X, . y elemek tetszoleges permutdciojat.
(Eldfeltétel: X;#X5 1i#7j, vagyis HalmazFelsoroléas (X)=Igaz.)

Bizonyitas:

A P2-1. és a P2-2. allitdsok nyilvanval6 kdvetkezménye.

Qed.

Ismét a gyakorlat kovetkezik: irjunk programot, amely a P2. eljarassal eldallit szamos per-

mutacidt, s ekdzben az el6z0 programhoz hasonléan adminisztralja az elemek elofordulas-

szamat.

M Véletlen kombinatorika

INER Fermutacid: 3167524

Fajta

1 2 3 4 5 & |7 |

 Minkiv 1 |1407 1473 1463 1441 1400 1446 1450

2 1468 1407 1437 1414 1498 1440 1418

3 [1436 1443 1417 1453 1423 1433 1475

4 [1436 1437 1417 1445 1417 1434 1494

B 1473 1456 1403 1425 1458 1404

& [1455 1411 1433 1553 1443 1430 1348

Lsendben Z 1417 1436 1457 1571 1470 1439 1430
i ¥ege

3. abra. A P2. algoritmust megvalositd alkalmazas eredménye.
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VELETLEN KOMBINACIO ELOALLITASA

Az alabbi algoritmus segitségével az 1,2, .., N szamok K-ad rendii véletlen kombinacioit
tudjuk eldallitani. (Ez nyilvanvaléan nem jelent megszoritast, hiszen a feltehetd halmaztulaj-

donsag miatt egy-egy kapcsolatban all az elem és indexe.)

K1. Algoritmus:

Ciklus i=1-té1 K-ig
Y (1) :=1
Ciklus vége
Ciklus i=K+1-tél1l N-ig
Ha VéletlenSzam<K/i akkor j:=VéletlenSzam(l..K); Y (J):=1
Ciklus vége

KI-1. Allitds:

crer

Bizonyitas:
.. hf. ...
(a P1-1. mint4ja alapjan konnyti)

Qed.
K1-2. Allitas:
A K1. algoritmus végrehajtasa utani X' -re igaz, hogy X' bdrmely eleme helyén X bar-
mely eleme azonos eséllyel (K/N) elofordulhat.
Bizonyitas:
Mivel N elem van, €s ebbdl K-nak kell eléfordulni X’ -ben, azonos eséllyel, ezért

tetszOleges elemre az eléfordulas valoszintiségének K/N-nek kell lennie.

Két esetet kell vizsgalni:
1. i<K,

2. 1>K.

Azért érdekes a szétvalasztas, mert az elsd esetbeli i-k az inicializalas soran, I valoszi-
niseggel keriilnek az eredmény sorozatba, igy azt kell belatnunk, hogy K/N valoszinii-
séggel benn is tud maradni egy kivélasztott ilyen i. Ezzel szemben a 2. esetben nemcsak

a bennmaradassal, hanem a bekertiléssel is foglalkozni kell. Tehat:
1. A K+1.1épésben (barmely) . (azaz a j értekill) elem bennmaraddsanak valoszintisé-
ge:

(1 = K/ (K + 1) ) [azaz a kovetkezo adat nem ,,akarta” kilokni]
+ K / (K+1) * (K-1) / K |azaz a kovetkezo adat ,,akarta’ ugyan, de
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Qed.

nem sikeriilt]
= (K+1-K) / (K+1) + (K-1) / (K+1) =
=K / (K+1)

Indukecids feltétel: az L. (>K) 1€épésben a bennmaradas es€¢lye =K / L.
Indukcids 1épés: az T.+1. 1€pésben ...:

K / L [az L. lépésig bennmaradt]

*( (1 -K/ (L+1) ) + K/ (L+1) * (K-1) / K )=

=K / L * ( (L+1-K) / (L+1) + K*(K-1) / ((L+1)*K) ) =

=K / L * ( (K*L+K-K*K + K*K-K)) / (K*(L+1)) )=

=K / L * (K*L) / (K*(L+1))=K / L * L / (L+1) =K /(L+1)
Innen mar kovetkezik, hogy az N. 1épésben a bennmaradas valoszintisége: K / N.
Azaz Vi<K: a keresett valoszinliség K/N.

Az 1. Iépésben az 1 bekeriilése €s az 1 +1. 1épésben bennmaradas valdszintisége:

K / 1 [bekeriilés valosziniisége]
*(1 -1/ (i+1) ) [azadottjelem nem modosuldasinak valészz'nsége]"'
=K / i * (i+1-1) / (i+1) =K / (i+1)

Indukcids feltétel: az ,,i. Iépésben bekeriil i, s az i+L. 1épésig a benn is marad”
es¢lye=K / (i+L).

Indukcids 1épés: az 1 +1L+1. 1épésben ...:

K / (i+L) [L.-ig bennvan)]

*(1 - 1/ (i+L+1) [, békén hagytik’]

+ K / (i+L+1) * (K-1)/K ) [megprobaltak kilokni, de nem sikeriilt
=K / (i+L) * ( (i+L+1)*K - K*K K*K-K) / ( (1+L+1)*K) ) =

=K / (i+L+1)

Innen mar latszik, hogy az N-nel jeldlt utolso 1épésben a bennmaradas valdszinlisé-
ge: K / N

Azaz V1i>K: a keresett valoszinliség K/N.

*1-K/ (i+1) [semmi sem keriil be]l + K/ (1+1)* (K-1) /K [1+1 bekeriil, de nem oda ] =

=1+

(=K + K-1)/(i+1) =1 - 1/(i+1)
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K1-3. Allitds:

A K1. algoritmus azonos eséllyel allitja elo az {1. .N} szamok tetszéleges K-ad rendii

crer

Bizonyitas:

A K1-1. és K1-2. allitdsok nyilvanval6 kdvetkezménye.

Qed.

Az elmélet utan j6jjon ismét a gyakorlat! Gy6zddjiink meg arrdl, hogy a fentiekben belatott
»egyenletesség” a kombinacidk terében, mennyire és milyen szdmua kombindcidgeneralas utan
mutathato ki.

frjunk programot (vagy folytassuk az elébbit), amely a K1. eljarassal eléallit szamos kombi-
naciot, s ekdzben szdmolja, hogy az éppen generalt hanyadszorra jott ki. Azt varjuk, hogy
minden kombindacidra ez kb. azonos érték lesz.

Bér a kombinacidk szama joval alatta marad a faktorialisnak, ennek ellenére alkalmazzuk a
P1. megvalositasandl ecsetelt szamlalé modszert! Itt a K1-2. allitdsra épithetiink. Ugyanis e
szerint elegendd azt szamlalni, hogy az egyes X’ -beli elemek gyanant hany izben fordultak
eld az eredeti X-beli elemek. Vagyis egy NxK-as matrix is elég a szdmldlashoz, ha N az X

hossza, K a kombinéciod rendje.

Kombinacidk

Szumm:

4. abra. A program eredménye (N=7, K=4).
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