Véletlen kombinatorikai algoritmusok 2010.05.06.

VELETLEN PERMUTACIO BELOALLITASA

Az alabbi algoritmusban X (1..N) tomb elemeinek egy véletlen permutacidjat allitjuk elo.
Természetesen elvarjuk, hogy a HalmazFelsoroléas (X) eldfeltétel teljesiiljon.

Talan els6 hallasra meglepd lesz az Gtlet: induljunk ki a permutaciogeneralas algoritmusanak
elkészitésénél a rendezésbdl. A kovetkezd (P1.) algoritmust pl. a minimumkivalasztasos né-

ven ismert rendezésbol eredeztetjiik.

P1. Algoritmus:

Permutalas (,Keverés”) Rendezés
Ciklus i=1-té61 N-1-ig Ciklus i=1-té1 N-1-ig
Jj:=VéletlenSzam(i..N) j:=MinIndex (i..N)
Csere (X (1),X(J)) Csere (X (1) ,X(J))
Ciklus vége Ciklus vége
Jelolések:

X —sorozat; X’ —az X sorozat algoritmus végrehajtas utani értéke

P(X’" «x=X;) — annak a valosziniisége, hogy az algoritmusbeli ciklus utin az X' X
lesz.

i,3eN,ae[0,1]cR

VéletlenSzam (i..73) — (egyenletesen) véletlen egész szam €[1i, j].

VéletlenSzam— (egyenletesen) véletlen valos szam €[0, 1)cR.

Feltevések — egyenletesség:
F1. P(VéletlenSzam(i..j)=k)=P(VéletlenSzam(i..j)=m) k,m=1..]
F2. P(VéletlenSzam<a)=o

Lemma:
P(VéletlenSzéam(i..j)=k)=1/(j-1i+1) k=i..]

Bizonyitas:
Az 1 és a j kozott J-1i+1 féle erték van, tehat ezek koziil valamelyik kijovetelének
valosziniisége biztos esemény (1), és P(1)=1, tovabba egymast kizdaré események

=

i
> P(véletlenSzam(i..j)=k)=1 .
k=i

Az 1. feltevés miatt ez a j-1+1 esemény egyenletesen osztozik az 1 valdsziniiségen.
Ebbdl mar adodik az allitas.

Qed.
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Példaul:
P(véletlenSzam(1l..N)=k)=1/(N-1+1)=1/N
P1-1. Allitds:

crer

Bizonyitas:
1. akimeneti allapot hossza megegyezik a bemenetiével,
Mivel az X sorozat valtozasa csak elemeinek helycseréjét jelenti, ezért
2. Uj elem az eredménysorozatba nem kertil,
3. minden eleme a sorozatban marad.
= Vie[l..N]: X";eX

Qed.

P1-2. Allitds:
Az X" minden elemében az X barmely eleme azonos eséllyel lesz a P1. algoritmus vég-
rehajtasa utan: P(X" ;=X,)=1/N Vi, ke [1..N]. (Eldfeltétel: X;#X; i#7,vagyis

HalmazFelsoroléas (X)=Igaz.)

Bizonyitas:
Indukciéval bizonyitunk: belatjuk, hogy
(i=1) P(X’1=Xyx)=1/N Vke[l..N]
(azaz barmelyik elem azonos valoszintiséggel keriilhet az els6 helyre
(=i+1) P(X’i:1=X))=1/N Vke[l..N]
(azaz barmelyik elem azonos valésziniiséggel keriilhet az 1 +1. helyre)
feltéve, hogy
(a) P(X"y=X,)=1/N Vje[l..i],me[1l..N]
(azaz barmelyik elem azonos valoszintiséggel keriilhet az i.-re vagy
az elotti helyre) €s
(b) X’ ePerm (X)

v

(x" aciklus egyszeri lefutasa utan X-et jeloli)

(i=1)
A csere juttathat elemet valahova, pl. X’ ;—be X,-t, —az algoritmus szerint— a ciklus
i=1 esetében (mdaskor nem!), amikor a VéletlenSzam(1l..N) ¢éppen k-t
eredményez. Ennek (P(X’ ;=Xy)) a lemma szerint 1 /N az esélye

(i=>i+1)
Indukcios feltételként feltessziik (a)-t.
A tovabblépés csak akkor értelmes, ha teljesiil (b). Ez viszont az algoritmusboél
azért kovetkezik, mert az elemek legfeljebb helyet tudnak cserélni, de egyéb mo-

don megvaltozni nem, azaz az elemek permutalodhatnak csupan.

Y Perm = Permuticiohalmaz
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Meghatarozzuk annak valdsziniiségét, hogy egy elem az i+1. helyre keriiljon. Az
alabbi két esemény fennallasanak valoszintiségét kell meghatarozni:
e nem keriilt az 1..1 helyek egyikére sem (=1-1/N) és
e a,maradékok” (N-1i) koziil épp 6t sorsolta ki cserére (=1/ (N—1))
Vagyis (1-i/N) * 1/(N-i) = (N-i)/N * 1/(N-i) = 1/N
Qed.
P1-3. Allitds:

e 7.

(Eldfeltétel: X;#X5 1#7,vagyis HalmazFelsorolés (X) =Igaz.)
Bizonyitas:
Belatjuk, hogy P(X’ = (X;_, .., Xi ) )=1/N!
P(X" = (Xi, s X3 ) )J=P(X7 =Xy ) *
P(X’ 2=X‘12 | ’ ]_=Xi1) *...*
P(X"y=Xi, | X"1=Xi AwA X' yo1=Xi )
Pl-1. =
P(X’1=X;,)=1/N
P1-1. & P1-2. & F1. =
P(X"2=X;, | X'1=X; )=1/(N-1)

(hiszen csak N—1 koziil, azonos valdszintiséggel valaszthato a 2.)

1-1. & P1-2. & F1l. =
P(X’ N:XiN X 1=Xil AuA X yo1=X

iy.))=1/ (N=(N-1))=1/1
(hiszen csak 1 koziil valaszthato az N.)

Végiilis:

P(X"= (X ror Xiy) )=P(x’ 1=X; ) =1/N*1/(N-1)*..*1/1=1/N!
Qed.
Az elmélet utan j6jjon egy csipet gyakorlat! Gy6zddjiink meg arrol, hogy a fentiekben belatott
»egyenletesség” a permutaciok terében, mennyire és milyen szadmu permutdciogeneralas utan
mutathato ki.
frjunk programot, amely a P1. eljarassal eldallit szamos permutéciot, s ekdzben szamolja,
hogy az éppen generalt permutacié hanyadszorra jott ki. Azt varjuk, hogy minden permuta-
ciora ez kb. azonos érték lesz.
Mivel a permutéciok szama N !, ezért
1. ahhoz, hogy elvileg minden permutacio létrejohessen: legalabb N!-szor kell az eljarast

meghivni;

* Pirossal emeltiik ki a cserében résztvevd elemeket.
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2. a szamlalé tdmbnek is N! elemiinek kell lennie (a legszorosabban szamolva*). Pl. 8!=
=40320, ami mar a Turbo Pascal memoridban tartott tombjének a méretét meghaladja.
Segithetiink ez utdbbi problémas helyzeten, ha épitiink a P1-2. allitdsra. Ugyanis e szerint
»elegendd” azt szamlalni, hogy az egyes X’ -beli elemek gyanant hany izben fordultak el az

eredeti X-beli elemek. VVagyis egy NxN-es matrix is elég a szamlalashoz, ha N az X hossza.

Permutacidk

1
2
3
4
5
6
?

SEumm:= 186880

1. abra. A program eredményének magyarazata.

A7 (N)elemil 7! szamu permutéciot a P1. algoritmussal generalva azt tapasztaltuk, hogy a generalt
permutaciokban 1. helyen az 1 (X;) 1452-5z6r, ... a 7. helyen ugyané 1377-szer fordult eld, ... a 7 (X;) az 1.
helyen 1405-sz6r, ... a 7. helyen ugyané 1440-szer. Ellenérizhetd, hogy mind a sor-, mind az oszloposszegek

10080 (=2*N!), aminek az az oka, hogy —biztos, ami biztos— ennyi (2*N!) darab véletlen permutaciot
generaltunk a programmal.

A kiértékelést vezérld algoritmus nagyjabol az alabbi lehet:

Procedure PermutacioVezerles;

Var
i:LongInt;
Begin
PermInic;
For i:=1 to Fakt (N) {esetleg 2*Fakt(N)} do
Begin

VeletlenPermutacio;
PermErtekeles;
End;
GyakorisagMegjelenites ('Permutacidk') ;
End;

A VéletlenPermutacié eljarasa allitja el6 a globalisan elérhet6 tombben (legyen ez
p:TPermutacio) az j permutaciot:

Procedure VeletlenPermutacio;
Var
i,j:integer;
Procedure Csere(Var x,y:byte);

Var
s:integer;
Begin
S:=X; X:=y; y:=8
End;

* Ugyanis e mogott az a feltevés hiizodik, hogy minden egyes permutaciéhoz kdlcsondsen egyértelmiien tudunk
a (szamlalo tomb-beli) indexértéket rendelni. Ha belegondolunk, ez nem is konnyt feladat!
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Begin
For i:=1 to N-1 do
Begin
j:=Random (N-i+1)+i; Csere(pl[il,pl[i])
End;
End;

A PermErtekeles a gyakorisagokat szamlalo matriX (gy: TGyakorisag) megfeleld elemét
noveli:

Procedure PermErtekeles;
Var
i:Byte;
Begin
For i:=1 to N do Inc(gylpl[il,i]):
End;

Az egészet lasd egyben: VELKOMB.PAS, illetve miikodés kozben: VELKOMB.EXE.
Ugyanennek egy baratsagosabb, vizualis (Lazarus) kornyezetbeli valtozatanak eredményét
mutatja a 2. abra. (Kiprobalhatja: veletlenkombinatorika.exe.)

M Yéletlen kombinatorika

& Minki 1 |1397 1433 1503 1450 1433 1460 1398
. 2 |1402 1490 1432 1485 1395 1418 1458
" Beszdr —|
3 |14 1439 1424 1439 1493 1430 1418
4 [1443 1443 1453 1459 1430 1413 1433
5 |1551 1435 1401 1403 1377 1428 1435
& |1458 1417 1417 1447 1484 1424 1433
Lsendben 7 |139 1423 1450 1397 1456 1507 1451

M uéoe

2. abra. A Lazarus alkalmazas eredménye.

A kovetkezo (P2.) algoritmus beszurasos rendezés alapgondolata alapjan késziilt.

P2. Algoritmus:

Permutalas (,Keverés”) Rendezés

Ciklus i=2-té1 N-ig Ciklus i=2-té1 N-ig
Jj:=VéletlenSzam(1l..1) j:=RendezettHelye(l..1)
y:i=X (1) y:i=X (1)
Jobbraléptet (X (J..1i-1)) Jobbraléptet (X(j..i-1))
X(J):=y X(J) =y

Ciklus vége Ciklus vége

P2-1. Allitds:
Bizonyitas:
A P1-1. bizonyitasdhoz hasonloan.

Qed.


VELKOMB.PAS
VELKOMB.EXE
veletlenkombinatorika.exe
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P2-2. Allitds:
Az X' minden elemében az X barmely eleme azonos eséllyel lesz a P2. algoritmus vég-
rehajtasa utan: P(X' ;=X,)=1/N Vi, ke [1l..N]. (Eldfeltétel: X;#X; 1i+#7,vagyis
HalmazFelsorolés(X)=Igaz)
Bizonyitas:
Belatando: P(X’ ;=X,)=1/N Vi, ke[1l..N]!
... hf. ...
Qed.
P2-3. Allitds:

(Eldfeltétel: X;#X 1#7,vagyis HalmazFelsoroléds (X)=Igaz.)
Bizonyitas:

A P2-1. és a P2-2. allitdsok nyilvanval6 kdvetkezménye.

Qed.

Ismét a gyakorlat kovetkezik: irjunk programot, amely a P2. eljarassal eléallit szamos per-

o

mutaciot, s ekdzben az el6z0 programhoz hasonléan adminisztralja az elemek eléfordulas-

szamat.

M Véletlen kombinatorika |Z||E| f'5__<|

IV Fermutacid: 3167524

Faita 1 2 3 4 5 6 |7 |
£ Minkiv 1 |1407 1473 1463 1441 1400 1446 1450
2 1468 1407 1437 1414 1498 1440 1413
3 [1436 1443 1417 1453 1423 1433 1475
4 [1436 1437 1417 1445 1417 1434 1494
5 1481 1473 1456 1403 1475 1458 1404
& [1455 1411 1433 1553 1449 1430 1349
Lsendben Z 1417 1436 1457 15371 1470 1438 1430

Wage

=N

3. abra. A P2. algoritmust megvalosito alkalmazas eredménye.
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VELETLEN KOMBINACIO BELOALLITASA

Az alabbi algoritmusok segitségével az 1, 2, ..., N szamok K-ad osztalyu véletlen kombina-
cidit tudjuk eldallitani. (Ez nyilvanvaléan nem jelent megszoritast, hiszen a feltehetd halmaz-

tulajdonsag miatt egy-egy kapcsolatban all az elem és indexe.)

KO. Algoritmus:

Db:=0
Ciklus i=1-té1 N-ig

Ha VéletlenSzam<K/N akkor Db:+1; Y (Db) :=1i
Ciklus vége

Vilagos, hogy az algoritmusban K/N eséllyel keriil be egy elem, csakhogy az 6ssz elemszam
(Db) eltérhet az elvart K-t61. M(Db)=K, D*(Db)=N*K/N*(1-K/N)=K-K?/N

K1. Algoritmus:

Db:=0
Ciklus i=1-té1 N-ig

Ha VéletlenSzam< (K-Db)/ (N+1-1i) akkor Db:+1; Y (Db) :=1
Ciklus vége

Az algoritmus kikiiszobdli az elobbi hibajat. Azt az elvet alkalmazza, hogy figyeli a még be-

veendd elemek szamat, és garantalja, hogy éppen annyi keriiljon be.

K2. Algoritmus:

Ciklus i=1-té1 K-ig
Y (i) :=1
Ciklus vége
Ciklus i=K+1-tél1l N-ig
Ha VéletlenSzam<K/i akkor j:=VéletlenSzam(l..K); Y (J) :=1
Ciklus vége

K2-1. Allitds:

A K2. algoritmus az {1 . .N} szamok egy K-ad osztalyu kombindciojait eredményezi.
Bizonyitas:

.. hf. ...

(a P1-1. mintaja alapjan konnyti)

Qed.
K2-2. Allitds:

A K2. algoritmus végrehajtasa utani Y-ra igaz, hogy Y bdrmely eleme helyén az

{1..N} szamok barmelyike azonos eséllyel (K/N) eldfordulhat.

Bizonyitas:
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Mivel N elem van, és ebbdl K-nak kell el6fordulni Y-ban, azonos eséllyel, ezért

tetszOleges elemre az el6fordulas valoszintiségének K /N-nek kell lennie.

Két esetet kell vizsgalni:
1. izK,
2. i>K.

Azért érdekes a szétvalasztas, mert az elsO esetbeli i-K az inicializalas soran, I valdszi-
niiseggel keriilnek az eredmény sorozatba, igy azt kell belatnunk, hogy K/N valoszinii-
séggel benn is tud maradni egy kivalasztott ilyen i. Ezzel szemben a 2. esetben nemcsak

a bennmaradassal, hanem a bekertiléssel is foglalkozni kell. Tehat:

1. A K+1.1épésben (barmely) j. (azaz a j értéki) elem bennmaradasanak valdsziniisé-
ge:
(1 — K/ (K + 1) ) [azaz a kovetkezé adat nem ,, akarta” kilékni)
+ K / (K+1) * (K-1) / K [azaz a kovetkezé adat ,,akarta” ugyan, de
nem sikeriilt]
= (K+1-K) / (K+1) + (K-1) / (K+1) =
=K / (K+1)

Indukcios feltétel: az 1. (>K) 1épésben a bennmaradas esélye =K / L.
Indukcios 1épés: az L+1. 1épésben ...:

K / L [az L. lépésig bennmaradt=indukcios feltétel]

* ( (1 -K/ (L+1) ) + K / (L+1) * (K-1) / K ) =

=K / L * ( (L+1-K) / (L+1l) + K*(K-1) / ((L+1)*K) )=
=K / L * ( (K*L+K-K*K + K*K-K)) / (K*(L+1)) ) =

=K / L * (K*L) / (K*(L+1))=K / L * L / (L+1) =K /(L+1)

Innen mar kovetkezik, hogy az N. Iépésben a bennmaradas valdsziniisége: K / N.
Azaz Vi<K: a keresett valoszinliség K/N.
2. Az i.lépésben az i bekertilése és az i +1. 1épésben bennmaradas valdszintisége:

K / 1 [bekeriilés valosziniisége]
* (1 -1/ (i+1) ) [azadottjelem nem médosuldisanak valészinsége]™
=K / 1 * (i+1-1) / (i4+1) =K / (i+1)

Indukcios feltétel: az ,,i. 1épésben bekeriil i, S az i +L. 1épésig a benn IS marad”
esélye=K / (i+L).

Indukcios 1épés: az i +1+1. 1épésben ...:

*1-K/ (i+1) [semmi sem keriil be] + K/ (i+1) * (K-1) /K [i+1 bekeriil, de nem oda ] =
=1+ (-K + K-1)/(i+1) =1 - 1/(i+1)
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K / (i+L) [L.-ig bennvan]

* (1 - i / (i+L+1) [.békén hagytik”)

+ K / (i+L+1) * (K-1)/K ) [megprobaltik kilokni, de nem sikeriilf]
=K / (1+L) * ( (i+L+1)*K - K*K K*K-K) / ( (i+L+1)*K) ) =

=K / (i1+L+1)

Innen maér latszik, hogy az N-nel jel6lt utolso 1épésben a bennmaradas valdsziniisé-
ge:K / N

Azaz Vi>K: a keresett valdsziniiség K/ N.

Qed.

K2-3. Allitds:
A K2. algoritmus azonos eséllyel dllitia elé az {1..N} szamok tetszéleges K-ad
osztalyu kombinaciojat.

Bizonyitas:

A K2-1. és K2-2. allitdsok nyilvanval6 kdvetkezménye.

Qed.

Az elmeélet utan j6jjon ismét a gyakorlat! Gy6zddjiink meg arrdl, hogy a fentiekben belatott
»egyenletesség” a kombinaciok terében, mennyire €s milyen szama kombinacidgeneralas utan
mutathato ki.

frjunk programot (vagy folytassuk az elébbit), amely a K2. eljarassal eldallit szamos kombi-
naciot, s ekdozben szamolja, hogy az éppen generalt hanyadszorra jott ki. Azt varjuk, hogy
minden kombindciora ez kb. azonos érték lesz.

Bar a kombinéciok szdma joval alatta marad a faktoridlisnak, ennek ellenére alkalmazzuk a
P1. megvalositasanal ecsetelt szamlaldo modszert! Itt a K2-2. allitasra épithetiink. Ugyanis e
szerint elegendd azt szamlalni, hogy az egyes X’ -beli elemek gyanant hany izben fordultak
elé az eredeti X-beli elemek. Vagyis egy NxK-as matrix is elég a szamlalashoz, ha N az X
hossza, K a kombinacio rendje.

EKombinacidk

1:
2:
3:
4:
L:
[
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ALKALMAZASOR

PERMUTACIOK TEMAKORHOZ

Feladat:

N*K elemi halmaz K egyenl0 részre osztasa véletlenszertien.

Algoritmus:

Véletlen részekre osztas

Eljaras VélOszt (Konstans X:Tomb (1. .N*K:TElem)
Valtozdé H:Tomb (0..K-1:Halmaz (TElem)) :
Valtozé i:Egész
H(l..K):=C
Ciklus i=1-té1 K*N-1-ig
Jj:=VéletlenSzam(i..K*N); Csere(X(i),X (7))
H((i-1) Div K) :+X (1) [’+'=unid]
Ciklus vége
Eljaras vége.

10



