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Linearis egyenletrendszerek (LER) megoldasa

Az =b=z =7, ahol AcR"™" gz bhcR"

Linearis algebrabdl ismert tételek
@ A LER megoldhaté megoldhaté < b elGallithato az A oszlopvektorainak linearis

kombinaci6jaként.

® A LER-nek Jl megoldasa < az A oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek.
& rang(A)=n
< det(A) #0.

® Cramer-szabaly: Ha det(A) # 0, akkor 3! megoldas és

 det(A)’

Tk

ahol Ay a k-adik modositott determinans, amit Ggy kapunk, hogy az A matrix
k-adik oszlopanak helyére a b vektort irjuk.

Megjegyzések:

1. A Cramer-szabalyt csak kicsi matrixokra érdemes hasznalni az n! kériili miiveletigény
miatt.

2. Ha A alakja specialis, pl. diagonélis vagy haromszog-alakia, akkor a megoldas
egymas utani behelyettesitésekkel megadhato.



I. Direkt modszerek:

— Gauss eliminacio
LU-felbontas

— Cholesky-felbontés
@ R-felbontéas:

* Gram-Schmidt ortogonalizacio

* Householder transzformacioval
II. Tteracits modszerek

Jacobi-iteracio

— Gauss-Seidel-iteracio
— Richardson-iteracio
[LU-iteraci6 (inkomplett LU)

LER megoldasa Gauss-eliminaciéval (GE)

Az eljarast részletesen targyaltak Linearis Algebrabol, igy ettSl most eltekintiink.
GE alkalmazasai:

® Matrix determindnsanak kiszamitasa

Az eliminacié miiveletei rangtartd atalakitasok, a /A alakrél a determinans
értéke leolvashato. Ezt korrigalni kell a sor és oszlopindexekben 1év6 inverziok
egyiittes szamaval (1).

det(A) =arp-aSy .. .-a® V. (=1)f

nn

@ Kiilénboz6 jobboldald, azonos matrixi LER megoldasa

A-n csak egyszer eliminalunk.
@ Matrix inverzének meghatarozasa:

AA =1, A-X=1I ahol X=(z,,25,...,2,), I=(e,¢,...,¢,)

Az, = ¢

Ary, = e
=

Az, = ¢,

LU-felbontas (Triangularis-felbontas)

Az A matrixot egy L alséharomszog méatrix és egy U fels6haromszog méatrix szorza-
tara bontjuk, ahol L f6atlojaban 1évé elemek mind 1-esek.
Ekkor a LER megoldasa A-alaki LER-ek megoldasara vezethet§ vissza:

Az=be LU-z)=bs L-
U-

|5 1<



Tétel. L és U egyértelmi.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A = LUy = LyU,. Ekkor
Ly'Ly = U, U

A fenti matrixegyenlet bal oldalan egy alsoharomszog matrix all (melynek f6atlojaban
1-esek vannak), jobb oldalan viszont egy fels6haromszog matrixot talalunk. Ezért

Ly'Ly=1 ¢ UyU'=1

Tétel. Az LU-felbontds 3! < a GE elvégezhetd sor és oszlopesere nélkiil.
Tétel. Jelilje Ay, az A mdtriz k-adik féminordt (Ay=(a;;)¥,_,). Ha det(Ay)#0 (k=

4,j=1

=1,...,n), akkor 3\ LU-felbontds és up 20 (k=1,...,n)

L és U elemeinek meghatarozasa:
Az A = LU szorzathol szdmoljuk az egyes elemeket.

min 4,j
Ai5 = E gikukja
k=1

mivel ug; =0, ha k> j és {;;, =0, ha i <k.

i—1 i—1 i—1
i<j—re:  ay=Lliu;+ Z Cigurg = wij + Z Cikug; — wij = aij — Z Cikuy;
k=1 k=1 k=1
A képlethez U-bol az els6 i — 1 sort és L-bél az els6 i — 1 oszlopot kell ismerniink.
Jj—1 1 Jj—1
1>g—re:  ay;=Llijjuii+ Yy Llpug; —li;=— | aij;— Y L,
ij = tigUy; ; L AT ; ik Ukj

Fontos, hogy jo sorrendet vilasszunk az u,j, {;; elemek kiszdmitasa soran. A leg-
gyakoribb sorrendek:

sorfolytonos, oszlopfolytonos, parkettaszert
1 1 1
3
2 3 3
4 5
2 2
4 4
Megjegyzések:

1. A elemei helyén tarolhatéak a mar kiszamitott £;;, u;; értékek.

2. U 1. sora = A 1. sora ({; =1 miatt)
L 1. oszlopa = A 1. oszlopa / ay;

3. Ha az LU felbontas elakad (u;; =0 miatt), akkor sorcserét kell alkalmazni, ami
L szerkezetét elrontja, de még igy is jol hasznalhaté LER megoldasara. (gyak.)



Az LDU-felbontéas
A=L-U és D=diag(ii1, lgg, . . . , tinn)

U=D"1U, azaz U i-edik sorat leosztjuk u;-vel.
Ekkor

Tétel. Ha A szimmetrikus, akkor az LDU -felbontdsban szerepld mdtrizokra LT =U.

Az Cholesky-felbontas

Definicié. Az A= L- LT alaku felbontast Cholesky-felbontasnak nevezziik, ahol L
also-haromszogmatrix, melyre £; >0 (i=1,...,n).

Tétel. Ha A szimmetrikus és pozitiv definit, akkor 31 A= LLT felbontds.

Megjegyzés: Ha A szimmetrikus és pozitiv definit, akkor A = LDL" felbontasbol

A= (LVD)(VDL)"
a Cholesky-felbontas, ahol D = diag(¢;;).

A Cholesky-felbontéas elgallitasa:

A=L-L"
min¢,j
Q5 = Z &kgk] felirasbol
k=1

j—1 1/2
1= j—re: gjj = (ajj — ’;1 E?k)

Py az als6-haromszog elemei.

. . . _ 1

1> J-re: gij = f? Qjj — Z glkgjk
o k=1

() R-felbontas (Ortogonalis felbontas)

Definici6. Az A= Q- R alaku felbontést, ahol @ ortogonalis matrix (QTQ = 1I) és
R fels6-haromszogmatrix, () R— vagy ortogonalis felbontasnak nevezziik.

() R-felbontas alkalmazasa LER megoldaséara

Az =10
LER helyett a vele ekvivalens

QRz=b< Rz =Q"b

fels6-haromszog alakt egyenletrendszert oldjuk meg.



Gram-Scmidt ortogonalizaci6

i1 T2 - Tin
Tag =+ Ton
[Ql’ﬂz"">€n]' .. . :[legw"'?Qn]
rnn
ay
g, =4 —4q, =
(A
de mivel g normalt, 11 = [|a, [|2.
k 1 k—1
_ _ *
> rikq. =, =q, = a, = rik-q. |, (*)
- Tk -
=1 j=1

de mivel g, normalt, ezért ry = [|a,, —ijll Tk -gj||2. Tovabba mivel g, L 4 (j=
=1,...k—1)

<(*),q,> = rT<g.q >=<q,q >.
Mivel < 4,9, >= 1, ezért ry =< ap, a; >.

Megjegyzések:
1. A g, szamitasa soran az R matrix k-adik oszlopat is eldallitjuk.
2. A konstrukcié miatt ry;, > 0.

3. A modszer kézi szamolasa kellemetlen, mivel irraciondlis értékekkel kell sza-
molnunk racionalis matrix elemek esetén is. A kézi szamolasra alkalmasabb
valtozatnal nem normalunk lépésenként, ezzel ortogondlis bazist allitunk eld.

A=Q-R, ahol <q,q,>=0, (i#j) ésiy=1.

Ekkor () nem ortogonalis métrix, de oszlopai ortogonalisak. = @Q-QT = A
diagonalis matrix.

A modszer:

k k—1
Qk:zm gjigkzgk—zm a4 (%)
Jj=1 j=1

A QR-felbontas elsallitasa Q és R ismeretében:
A=Q-R=Q-R
Legyen D := diag((|q, [|2, [1g,[l2, - - - g, ]l2)
A=(Q-DYD-R) azaz Q=Q-D™', R=D-R.



() R-felbontas Householder transzformaciéval

Definici6. A H(v)=I—2vv” matrixot, ahol ||v|2=1 (vTv=1) Housholder matrixnak
(transzformacionak) nevezziik.

Tétel. H(v) tulajdonsdgai:
1. szimmetrikus (H = H)
2. H*=1 = H'=H = H ortogondlis
5. H(v)-v=-v

4. Hay Lv, akkor H(v)-y =y.

Megjegyzések:

1. 3 és 4 tulajdonsagok mutatjak, hogy H(v) egy tiikroz6 matrix. A v norméalvek-
tori n—1 dimenziés altérre tiikroz.

2. A H(v) matrixot nem kell elgallitani, enélkiil alkalmazzuk a transzformaciot.
x € R" esetén:
H(v)-z=(I-2w") z=z-2u(" 1)

alakban szamolunk.
Tétel. Legyen a # b e R" és |lalla = [|b]|2. Ekkor a

—b
la— bl

vektorral megadott Householder transzformdcio az a-bol b-t dllitja eld.

IS

2:

|

2

2

Alapfeladat:
Legyen a=a, (az A matrix els6 oszlopa) és b:=k-¢, (k€R, b=(k,0,...,0)7).
Ekkor
lallz = [[bll2 = k = £[|a, |2

Legyen oy := —sgn(ayy) - ||ay||2 (ha a1; =0, akkor barmelyik el6jel jo.)
v= a;— 016
la; — o162
Megjegyzés:
Barmelyi elgjelvalasztas jo eredményt ad, de o1 := —sgn(aq1) - ||ay||2 esetén az

lay —o1eq ]2 > ||lay |2, igy osztaskor kisebb lesz a hiba.

A Householder algoritmus
A lineérisan fiiggetlen oszlopvektorokat tartalmazé A matrix (n—1) darab House-
holder transzformacioval fels6-haromszdg alakra hozhato.

Részletes magyarazat elGadéson, vagy Sovegjdrtd Andrds: Numerikus analizis 1.
43. oldal.




LER megoldasanak iteraciés mddszerei

A LER-t atirjuk:
Ar=b & z=DBz+c, ¢(z)=Bzx+c: R"—R"
Ilyen atiras sokféle lehet.

Tétel. (Fizponttétel R™)-re
Legyen p: R"—R" kontrakcid, (azaz In€ [0,1): [[p(z)—p(y)||<|lz—yl Vr,ye
e R"). Ekkor

1. 3V z* fizpont, amelyre p(z*) = z*

k)

2. V20 € R™ esetén az Y .= p(x™)) sorozat konvergens és klim 2k = 2*,

|| < k- flz® D —z|| < kP 2@ — 27|, dlletve
Hi(k)—fﬂ < LHQ(k)—xk_IH < iHQ(l)—QOH-

Tétel. Ha valamely illeszkedd mdtriznormdban || B|| <1, akkor az z*+Y = p(z®) =
= Ba® + ¢ iterdcic minden 0 -ra az Az = b megolddsdhoz konvergdl.

Tétel. Az z*t)=Bx® +¢ iterdcic minden 9 -ra az Ax=>b megolddsihoz konvergdl
& o(B)< 1.

Speciilis iteraciés modszerek

A:L+D+U, ahol Eij:aij, hai<j
di; = ay
U5 = Q45 ha ¢ > j,

az itt nem definialt elemek 0-k.

Jacobi-iteracio: J(1)

Otlet :
Az = (L+D+U)z=1b
Dz = —(L+U)z+b
z = —DYL+U)z+D7'b

2 = — DL+ U)2® + D b= Bya® +¢,

ahol By = =D *(L+U) és ¢, = D™ 'b.
A koordinatas alakja:

(k1) _ . 1
x; . ( Z i Z) (t=1,...,n)

J=1, j#i

Megjegyzés:
Az D elgallitasa soran végig meg kell 6rizniink z*)-t. Bar a modszer lasst,
de jol parhuzamosithato.



Tétel. Ha A szigorian diagondlisan domindns a soraira, vagy az oszlopaira nézve,
akkor a Jacobi-iterdcid minden 9 -ra konvergens.

Csillapitott Jacobi-iteracio: J(w)
Otlet:

(L+U) +b |w

;_n

-

-

Dz =wDz+(1-—w)Dz=—-w(L+U)z+wb+(1,)Dz =
=[(1-w)D=w(L+U)z+wb

IS I&

—|—D —w)

=[(1-w)-wD (L+U)]-z+wD™'b
By =[(1=w) —wD Y (L+U)], ¢y =wD'b
25 = [(1—w)—-wD N L+U)]-z —i—wD p=
(1-w)z2® +w-[-D~ (L+U) )+ DY)

Koordinatas alakja:

w n
(kH) =(1-w)x Ek)—f—? ( Z aijxg-k)—bi)
*o\g=1, g
Tétel. Ha J(1) konvergens, akkor 0 <w < 1-re J(w) is konvergens.

Gauss-Seidel-iteracio: S(1)
Otlet:

Az = (L+D+U)z=b
(L+D)x = —Uz+b
r = —(L+D)"'Uz+(L+D)"b

2D = —(L+ D) '0z™ +(L+D)'b = Bsz™ +¢,
ahol Bs = —(L+D)"'U és cg = (L+ D) 'b.

A koordinatas szamolashoz nem kell kiszamolni L+ D inverzét, hanem mas alak-
ban kell felirni az iteraciot:

(L+D) a®D = e g
Dg(k-i_l) — LZL'(k+1 U.I’(k +b
2* ) = DTt DT e® 4 D
i—1 n
1
ZL’EIH_D = - (Z aijx§-k+1) + Z Clijflfgk) - b2> (Z = 1,2, e ,n)
i \j=1 j=itl
Megjeg zes
Az :c ) szamolasahoz mar nincs sziikség az :cg ), xgk), e ,xz@l komponensekre,

tehat (k) az iteraci6 soran feliilirhato.



Tétel. Ha A szigorian diagondlisan domindns a soraira, illetve az oszlopaira nézve,
akkor
[Bsllse < |1Brlloc <1

illetve
|Bs|l < ||Bsll < 1.

Gauss-Seidel-relaxacio: S(w)

(L+D)x=-Uz+b |-w
+ Dx=Dz |- (1—w)
w(L+D)z+(1—w)Dzx = [~wU+(1—w)D]-z+wb
(D4+wl)z = [(1-w)D—wU]-z+wb

r = (D+wl)(1-w)D—wU]-z+w(D+wL)™'b

2®*) = (D4 wL) ' [(1—w)D—wU]-2® +w(D +wL) b,

A koordinantankénti szamolashoz alakitsuk at a formulat, hogy ne kelljen inverzt
szamolni:

(D+wL)z™Y = [1—w)D—-wU]z®™ +wb
Dz = —uLa® ) 4 [(1-w)D —wU]z® +wb
20D = _ypt. {Lg(kJrl)_'_l—ng(k)_i_b}
w
i—1 n
(ht)) _ W bt 1w w (k)
x; = —a—m [jzlaijxj —Taiixi +j;1a¢jxj ]

Vektoros alakban felirva latszik a kapcsolat a Gauss-Seidel-iteracioval:
z* ) = —wD YLz 1 Uz® —b) + (1 —w)z®
Tétel. Ha S(1) konvergens, akkor 0 < w < 2-re S(w) is konvergens.

Megjegyzés:
A fenti modszerek mindegyikénél feltettiik, hogy a; #0. (i=1,2,...,n).



