2.6. Linearisegyenletrendszer ek megoldasanak iter acidés modszer el

Az Ax=b egyenletrendszert irjuk & a vele ekvivalens x =Bx +c aakra. igy az
egyenletrendszer megoldasét az  f (x)= Bx+c fliggvény fixpontidnak keresésére vezetjik
vissza.

2.18. Tétd. ( A Banach féle fixponttétel R "-re)
Legyen f:IR" ® R " fliggvény kontrakcié (, azaz $q1 [0,1):

i R e 1) 1l eade o))

Ekkor
a) az f fluggvénynek egyértelmien létezik fixpontja (x™ , melyre x™ = f(g)).
b) " x,1 R"-reazx,, = f(x,), (k1 IN) formulaval definidlt

(x, ) sorozat konvergensés lim (x, )= x".
©) Ervényesek akovetkezd hibabecs ések:
Xy - zH £q ﬁkk - 5“ illetve

2.10. Kovetkezmény. Ha vaamely illesckedd métrixnorméban |B| <1, akkor az

X, =Bx, +c iterdcio " x, 1 R" kezdbértékre konvergd az Ax=b egyenletrendszer
megol désdhoz.

Bizonyitas. f(x):= Bx+c ésvizsgdljuk afixpottétel feltételeit.
[t fly) & [Bx+c- By- d=[Blx- y]£ Bl Ax- y] "xyT R're
Ha |B| <1, akkoraz f fiiggvény kontrakci6, alkalmazhat6 ra a fixponttétel dlitasa.

2.19. Lemma.
Tetszbleges B métrixhoz ése >0 szdmhoz konstrua hatd olyan indukalt métrixnorma, hogy
I8| £ r(B) +e.

2.20. Tétel. Az x

k+1
egyenletrendszer megoldasdhoz akkor és csak akkor, ha r (B) <1 (vagyisa B amenet matrix
spektralsugara 1-nél kisebb).

=Bx, +c iterdcié " x, 1 R" kezddértékre konvergd az Ax=bh

Bizonyitas. A tétel bizonyitasdhoz szilksegink van a 2.19. lemmara.

1- r(B)

Ha r(B)<1, akkor alkamazzuk a 2.19. lemmé& e= -re, azaz van olyan indukalt

métrixnorma, hogy " B" £r (B)+1_;2(B) <1. Ekkor a 2.10. kdvetkezmény miatt az iteracid

konverga barmely kezddértékre.



Az dlités masik részé hizonyitsuk indirekt modon. Tegyik fel, hogy az x,, =Bx, +c

—k+1
iterdcio " x, 1 R" kezddértékre konvergdl és r(B) 1. Legyen x, olyan, hogy az
X, - X 10 vektora B métrix || |3 1 sgjatértékéhez tartoz6 sgjétvektor legyen . Ekkor

Xy - l(* :B>{)_(k—1- )_(*):Bk()_(o' )_(*):Bk-ll ><()_(o' )_(*)ZI k(,)_(o' )_(*)-

xc- x| = A - X

vagyis az  x,-bdl inditott iteracio hibasorozata nem nullsorozat, ami ellentmond a
feltétel inknek.

Specialis iter aciés modszer ek

Az A matrixot bontsuk L +D +U alakra ahol 1, =a; (hai<j), d; =a,, u; =a; (hai>j),a
tobbi elemiik O.
Jacobi médszer J(1):  X,,, =- D}(L+U)x, + Db

Csillapitott Jacobi médszer JW): x,., = ((1- w)l - wD*(L+U))x, +wD b

( Gauss- ) Seidel médszer S(1): x,., =- (D+L) 'Ux, +(D+L)"b

Relaxaci6s modszer Sw): x,.,, = (D +wL) *((1- w)D - wU )x, +(D +wL) "wb
Richardson tipusi médszerek:  x,,, = (I + PA)x, - Pb , ahol P diagondlis mérix.

2.11. Definicio. Az AT IR™" métrixot szigortan diagondlisan dominansnak nevezzilk, ha

la | > én_ la,| "i=1...,n-re
i=1

i

2.21. Tétel. Haaz A maétrix szigortan diagondlisan dominans, akkor az Ax =b
egyenletrendszerre felirt Jacobi médszer konvergens.

Bizonyitas. Vizsgaljuk aJacobi modszer konvergencigjanak elégséges feltételét a ||, métrix
normaban.
Az &menet métrix B=-D"*(L+U) . Fejezzilk ki az elemeit az A métrix elemeivel.

a; ... . -
b,=0,b,=-— it j-reés" i,j=1...,n.

— y g - ; g
8], =maxa |o,|=maxa
j=1 i=1

ai' n 1 J
ﬂmﬁﬁﬁﬂﬂ

az A szigoruan diagondisan dominans volta miatt. A 2.10. kdvetkezmény miatt innen mar
kovetkezik az dlitas.

2.22. Téel. Haaz A matrixraa Jacobi médszer konvergens, akkor 0 <w<1 eseténa
csillapitott Jacobi modszer is konvergens.
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2.23. Tétel. Ha A szimmetrikus és pozitiv definit, akkor 0 <w< 2 esetén arelaxacios
maodszer is konvergens, igy a Seidel médszer is.

Kidolgozott példak.

1. Példa. Konvergdl-e a matrixra felirt Jacobi modszer illetve a Seidel modszer?
el -2 29
A= 8 1 1 -1-
&2 -2 1y

M egoldas. Vizsgdljuk a Jacobi médszer &menet matrixét
®d 2 -2p
— Nt _¢ N
B=-D'(L+U)=¢1 0 1 =
2 2 04
Mive az 1,¥, F -normguk nagyobb 1-nél, nem alkalmazhatjuk az elégseges feltételt.
Hatérozzuk meg a spektralsugarét.

o2 -2
1 -1 1= -1(12-2)-2(1-2)-202+2)=
2 2 -l =-1°+21 +21 +4-4-4 =-1°=0

A sgjétértékei 1,,, =0, aspektrdsugara r (B) =0. A 2.20. tétel miatt a Jacobi modszer
konvergdl. Vizsgaljuk a Seidel modszer aamenet matrixat.

2l 0 0p @ 0 0f #® -2 2%
D+L:8-1 1 o;,(D+L)‘1:81 1 o;,U:go 0 -1,
&2 -2 14 &4 215 & 0 0y
® 2 -2
B=-(D+L)*U,B=¢0 2 -1..
&% 8 -6y
Hatédrozzuk meg a spektralsugarét.
12 2
0 2-1 -1 |=-1((-6-1)2-1)+8=-1(12+4 - 4)=0
0 8 -6-1
|1:0’|2,3:w:-21—\/§'

Innen r (B)=2++/8, tehét a Seidel médszer dtaldban nem konvergdl.
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& -1 0§ &8¢

2.Pdda. A= g 1 4 -1: b= 84;Az Ax =b egyenlet megoldasara irjuk fel aJ(1),
&0 -1 45 &6

Jw), (1) modszereket. x, = 0-bol szamitsuk ki x, -et. Konvergensek-e a médszerek?

Milyen w-re konvergens J(w)? Melyik modszer gyorsabb? Milyen w-re aleggyorsabb J(w)?

Irjuk fel a hibabecdést és becsliljik meg, hogy hany |épés utén tudjuk garantalni a 0,001 —es

pontossagot?

M egoldas.

a) Némelyik kérdésre egyszerlien valaszolhatunk a modszerekre felirt konvergencia tételek
segitségével. A métrix szigortan diagondlisan dominans, tehdt 2.21. tétel miatt a Jacobi
modszer konvergens minden kezdGértékre. A 2.22. tétel szerint ekkor 0<w<1 esetén a
csillapitott Jacobi moédszer is konvergens. Beldthatd, hogy a métrix szimmetrikus és pozitiv
definit, tehdt a 2.23. tétel miatt a Seidel mdédszer is konvergens.

b) A részletes vizsgdlathoz elemezniink kell az adott modszerek &menet matrixait.
A Jacobi médszer amenet matrixa:

20 1/4 0
B=-D(L +u):81/4 0 1/4=.
S0 14 04

| =

A 2.19. tétel elégséges feltételét vizsgdjuk. |B|, =|B|, == <1, tehét a Jacobi médszer

2
minden kezddértékre konvergens. Mindkét vektor normaban g = % a kontrakci 6s egytthato.

irjuk fel a modszer hibabecslését pl. az 1-es norméaban. Felhasznélva, hogy
&/2¢
X, = Bx, +c=B>0+ D'lp=82/3; %, - x|, =1/2+2/3+1/2=5/3,
§1/2

24
2¢ 5
%”Zl B )—(0”1 = k-1 x§

X, - XH £
2k =1

A <000Lb

< 2", tehdt k £12 1épés utdn megkapjuk akivant pontossdgot az

1-es vektornomaban.
Mésképp is megoldhatjuk a feladatot. Hatarozzuk meg az atmenet matrix spektrélsugarét.
Ennek segitségével pontosabb hibabecd ést tudunk adni.

;.:-|(§2-E9:

-1 1/4 0
19 1a 0
%) e 8g

/4 -1 14=-1872- =2 &

o
165 4é& 4
0 14 - € g e



8
A métrix spektrdsugara r (B) = % <1. Tehd a2.20. tétel miatt a Jacobi modszer minden
kezdBértékre konvergens. Mivel B szimmetrikus métrix, |B|, = % =0,35355.

1

A 2-es vektor normabeli hibabecsléshez a q = kontrakciés egyutthatd hasznalhatd. Ekkor

B

az el6zonél kevesebb lépéssel tudjuk garantalni a kivant pontossagot a 2-es vektornormaban.

A csillapitott Jacobi médszer &menet matrixa:

& 0 05 20 1/4 00 g&-w U4 0o
Bw) =(1- WEO 1 Oi+wgl/4 O 1/4:=¢u/4 1w 14
0 0 1z &0 1/4 04z &0 14 1-wy

Karakterisztikus polinomja: (1- w- | gl w- —- | (B?[
w1 g w5 1

w+—- | =
/8
Sqjatertékel 1- w-reszimmetrikusak: 1, =1-w, | ,, =1- Wi%.

6
o

A médszer konvergenciéjénal szilkséges és elégséges feltétele, hogy r (B(w)) <1.
Szemlditessiik az |1, (w)| fuggvényeket grafikonon.

w
1-w+—

N3

>

0,7388 1 1,5469

A fenti flggvények maximumét, r(B)-t a vastag vonallad hizott gorbe jelenti. Ha
r(B(w)) <1, akkor w-re konvergens a médszer?. A grafikonrél leolvashat6, hogy ez akkor és

w
1-w-—

csak akkor teljesil, ha
’ 7

<1.




-1<1- W$+i9<l
§ g
O
- 2<-w§@3<0
N
248

o<<w<
J8 +1

Tehé pontosan ezek azok aw értékek, melyekre a csillapitott Jacobi mddszer konvergal .

Vizsgdjuk a Seidel mddszer &menet matrixat.

el 0
c— 0 0+
@ 0 0§ ¢4 - @ -1 0§
¢ - o 1 1 - ¢ -
D+L=¢1 4 0+ (D+L)"=6= = 07, U=¢0 - 1+,
. Cl6 4 N
g0 -1 45 ¢1 1 17 &0 0g
64 16 4g
g L o9
-
B=-(D+L)'Uu,B=% — ="
¢ 16 4~
& L 17
@ 5
Karakterisztikus polinomja:
a0
0 i_| i =- %i_ 9 _L?:_|§2_l|9:o_
16 4 €6 g 2565 & 8 g
1 1
0 = =
64 16
e 1 ’ 1 o Ao
Sqaetse: 1, =0, 1, =2, tend r(B):§<1, a Seidel iterdci6 " x, kezddértékre

konvergens.

Irjunk fel amddszerre egy hibabecslést. Mivel |8, :Z—i =q<1,

64 g
i £ € 21 ||51 - X ||1

Xy~ X

64

3. Pdda. Legyen A szimmetrikus, pozitiv definités c1 R az A sgjétértékeire vonatkozo

felsd becdés, r(A)<c. Tekintsiik az

2 0 2
Xy :ﬁ_ _Agik +_Q
& ¢ g ¢



Richardson tipusi iteréciot az Ax =b megoldasira. lgazoljuk, hogy a modszer " x,
kezddértékre konvergens.

Megoldas. A modszer &menet métrixa B=1- —A.Legyen | é vi0az A sgaérteke
C
illetve sgjatvektora.
Av =1v
2 2
- —Av=- | v
c c
g_EAQM:!'EA!:!-EI\i: 'Elg\i
e C @ C C e cC g
Tehd B sgjatértékeitaz A sgjatértékeivel kifeezhetjik. Pontosan akkor konvergens az
iterécio, ha 1 - 21| <1 teljesil az A sajétértékeire.

c

c1<1- 21 <1 U -2<-Z1<o U o<l <c teljesiil az A sajétértékeire. A r(A)<c
c c
feltétel miatt ez teljesll, igy az iterécio konvergens.



