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Megjegyzés :

A fenti tétel altaldnosithato.
Az  Ax=b (A+AA) (x+Ax) =b+ Ab

egyenletek megoldasaira igazolhatd a kovetkez6 becslés:

[Ax| _ cond (4) (IIAAH N IIAb||>

= AA| A b
x | — cond (A) HIIAIIH | Al bl

Példa :

A Hilbert - métrix rosszul kondicionalt!

1

A=ley), ey =5y

= 1
Ha by = E TTEo1 akkor Ax=Db megoldisa x=1[1,..., 1]T .
k=1

n = 10 - re mar minden megoldas rossz eredményt ad.

5. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK ITERACIOS
MEGOLDASI MODSZEREI

Foleg akkor hasznosak, ha

(1) A§:b7 AeKan7 X?beKn

egyenletrendszerben A ritka és nagy méretit matrix.
Az (1) - et el6szor vele ekvivalens

(2) x=Cx+c

alakra hozzuk, ugynevezett , fixpont egyenlet”. Ez

(3) x=®(x) alakd, ahol @ (x)=Cx+c.
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AZ ITERACIO ELVE :

Kiindulva egy tetszdleges x, € K" kezdd&vektorbdl, képezziik az
X1 = COxp +c ugynevezett ,,kozelité megoldasok” sorozatat.
Ha x;, sorozat konvergens és tart x* - hoz, akkor a (8) - nak, (2) - nek és igy (1) - nek is a megoldésa
lesz.
KERDESEK :
A)
Milyen feltételek biztositjék, hogy tetszéleges x - bl kiindulva az {x;} sorozat konvergens?

(KONVERGENCIA KERDESE)

B.)
Hogyan becsiilhetd a kozelitd (x;,) megolddsok hibsja? (HIBABECSLES)

C.)
Milyen gyors a konvergencia? (KONVERGENCIASEBESSEG)

5.1. KONVERGENCIA

Tekintsiik az  x;,1 = Cx;, + ¢ sorozatot tetszbleges x, esetén.
Legyen x* = Cx* + ¢ pontos megoldas.

Vizsgaljuk meg:

2

Xpp1 — X =Cx, +e-Ox* —c=C(x, —x) =C? (x4, —X") = ... = CF(xg —x) = 0
= {x;,} sorozat konvergens = klirn Ck =0
—00
Tétel Konvergenciakritérium

Legyen C € K"*™, klim Cck=0 = p(C) <1, azaz a C métrix spektrélsugara < 1.
—00

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy klim C*F =0 és bizonyitjuk, hogy p(C) <1, azaz, hogy a C matrix minden
o

sajatértéke kisebb, mint 1 (abszolitértékben).
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Indirekt.
Tegytik fel, hogy létezik olyan A sajatértéke a C' métrixnak, amelyre |\ >1 .

Mivel X\ a C' sajatértéke = 3 x#0, hogy:

Cx = Xx
C’x = \Ox=)\’x
Chx = Mk

Mivel lim \¥ # 0 = {C*} nem lehet nullsorozat, tehat p(C) <1 sziikséges feltétel.
Tegyiik fel, hogy p(C) <1 és bizonyitjuk, hogy klirn ck=0.

Tudjuk, hogy létezik olyan T regularis matrix, hogy a C matrix a T segitségével Jordan - alakra
transzformalhato:

Ji 0 0
0o . :
J=TCT '=|: J; , ahol
0
0 0 Jin|

[N, 1 0 0]
0
Ji == 0
1
0 0 A

Mivel:

Jb = (rer ™ =TChT! = J2=(TCT) (TCTY) = TC*T!

= Ck =T1-1JkT

Ezért lim C* =0 — lim J* =0

k—oo k—oo
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Viszont:
[JF 0 0|
0
k _
J¥ = Jl.k )
0
0 0 JE]
ezért elég belatni, hogy klim Jf = 0, azaz az egyes Jordan - blokkok 0 - hoz valé tartasat
—00
V ¢=1,...,m- re.

A J; (n; X n;) - es matrix a kovetkez6 alakban {rhato:

01 0 0
Ji=NI+S;, ahol 1I,5; (n;xn;)-esmétrixok és S; = 0
1

Tudjuk (Gyapjas jegyzet 125. oldal), hogy S; méatrix n; - edrendben nilpotens matrix, azaz S;" = 0.

Igy JF alakja (Newton binomidlis formuldja alapjan):

k ni—l
s=ouresyt =Y (st =y (F)s

=0 =0

Fix j - re a Z n; darab tagbdl &ll, és fix ¢ - re az egyes tagokban Sg matrix nem valtozik k — oo

esetén.
Kérdés :  lim J* 20
k—o0
. . kN \k—j . . ,
Ha belatjuk, hogy khm A 7 =0, akkor a Z minden tagja tart 0 - hoz, és ekkor
—00 ]

lim J¥ =0 - t is belattuk.

k—oo

Tovabba ' (k) Ab=d
J

< ]kj}-),\f*j‘ — 0, Mn<1

k—o00

khmxfk:j:o, 0<A<1l, fix \,j-re.
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Tétel Konvergencia - tétel

Legyen A€ K"*" .

Ekkor az x;, = Cx;,_; + c alaku iterdciés sorozat tetszoleges x kezd6vektorbdl kiindulva kon-
vergal

a (2) (x=0Cx+c) illetve (1) (Ax=Db) pontosx* megolddsdhoz = p(C)<1

Lemma

Legyen C € K"™*™ .

Ekkor p(C) < | C| valamilyen természetes matrixnormara.

Bizonyitas ‘

Legyen A a C matrix tetszileges sajatértéke és a A - hoz tartozé sajatvektor x # 0 .
Ekkor Cx=MXx.
Természetes matrixnormat véve:

x| = [ Cx|

Al (=l = ICx] < I - x|

x#£0 = Ix[[#0 = A<

Tetsz6leges A sajatértékre igaz, igy = p(C) < ||C]

Tétel Elégséges feltétel

Az x;, = Cx;_ +c iterdcids sorozat konvergencidjanak elégséges feltétele az, hogy valamilyen
természetes matrixnorméra teljesiiljon, hogy ||C'|| <1 tetsz6leges x, - bdl kiindulva.
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5.2. HIBABECSLES

Legyen
(1) Ax=b
x* legyen a pontos megoldas
(2) x=Cx+c
Kicsit altalanosabban: Legyen C:=C1+ Cy és tekintsiik a kdvetkezo iteracios sorozatot:

(3) x, = —c1X, + Coxy 1 + ¢ (x* = C1x* + Cox* +¢)

Tegyiik fel, hogy tetszdleges x;, - bél kiindulva a (8) konvergens sorozat.

Tétel A - POSTERIORI HIBABECSLES

Ha ||C| <1 valamilyen természetes matrixnormara, akkor érvényes a kévetkez6 hibabecslés:

| Co ||
4 Xp =X £ ——F % — X

‘ Bizonyitas ‘

Vizsgaljuk:
x;, — X" = O1x;, + Coxp_; + € — (a1x* 4+ Cox* + ¢) = O (x;, — x*) + C2 (x4 — X*)
(I—Cy —Cy)(x, —x*) =Cs (x5, — x*) — Co (x5, — x*) = Ca (x5, — X3

(I-0C)(x, —x*) = Ca (x4_1 — Xy

Mivel  ||C <1 — 3 (g-o)!
1
<Lemma és kovetkezménye a 60. oldalon. = |- < 1—”C||>
x,—x"=({— C)_l Co (Xk—1 — gk) Norméra térve:
* ) Gl
Ixp —x* | < I T=CO) - 1ol Nz =% | < Hlxp —x* || < m”ék—&wl I
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Megjegyzés :

A (4) hibabecslés érvényes az x, =0x,_1+c alaku iterdcios eljarasokra is, ugyanis ez
kovetkezik (8) -bdl Cy =0, Cy=C valasztdsival.

Ekkor (4) alakja:

[k
e [ G L | _

A (4) és (5) jol alkalmazhatd, azonban gyakorlati esetben figyelembe kell venniink a kerekitési
hibdkat is.

Kovetkezmény A - PRIORI HIBABECSLES

x = Cx + ¢ alaki iterdciéra, | C| < 1.

[Kells

% —x"[| < A7
1—][C

| %, — Xp |

Bizonyitasat lasd késébb, a nemlinearis egyenletek megolddsdnal, a Banach - féle fixponttétel utan.

5.3. JACOBI ITERACIO

(1) Ax=b, AecR™™ A nem szinguliris, b € R".

Bontsuk fel A - t a kévetkezd modon:

A=—-L+D—- R, ahol

0 0 ail 0 0 0 a1 ain
I _ | . D= 0 R
: 0 an—1n
ani - Appy 0 0 - 0 apm 0o --- 0

(1) = (-L+D-R)x=b
Dx=(L+R)x+b

Ha A reguldris métrix, akkor mindig elérhetd, hogy D nem szinguldris (sorcserékkel).
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(2) x=D'(L+R)x+D'b (x=7(x)alaki)

Igy tetszbleges X, - bdl kiindulva képezhetjiik a kozelité megoldasok sorozatat.

(3) x,=D'(L+R)x;,_,+D7'b Jacobi iteracié

Koordinatanként irva :

1 - -
P

i

,,SZIMULTAN VALTOZTATASOK MODSZERE”

Most C:=D'YL+R), c:=D"'b

x, =Cx;, 1 +c alak.

5.3.1. Konvergencia kritérium

(8) Jacobi iteracio tetszoleges x, kezdGérték esetén konvergens = p(DY(L+R)) <1
Elégséges feltétel a médszer konvergencidjira : IDY'(L+R)| <1 valamilyen
természetes matrixnormara

Definici6 :

Az A métrix .

erds sor-Osszeg tulajdonsigu, ha: Z laij| < |al VYV i-re,
j=1
J#i
n
erés-oszloposszeg tulajdonsagi, ha: Z laij| < |ajjl Y j-re.
i=1
i#]
Tétel Elégséges feltétel a Jacobi mdédszer konvergencijjara :

Ha az A matrixra az erés sor- , vagy oszlop-Osszeg tulajdonsag teljestil, akkor (8) Jacobi iterdci6
konvergdl tetszdleges x, esetén.

Ugyanis ekkor a D~! (L + R) métrix sor- vagy oszlopnorméja < 1 lesz!
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5.4. GAUSS - SEIDEL ITERACIO

A (3) formuldt vizsgalva lathaté, hogy a k - adik iterdlt vektor i - edik koordinatajanak kiszamitdsahoz
mar felhasznalhatjuk az el6éz6 1,...,7 —1 koordinatdit a k - adik iteraltnak. Igy kapjuk a Gauss -

Seidel iteraciét.
Ax=Db
(-L+D—-R)x=Db
Dx=(L+R)x+b

x=D"'(Lx+ Rx)+ D" 'b

(4) x, =D (Lx, + Rx;_,) + D™'b Gauss - Seidel iteracié

Koordinatanként irva :

i—1 n
1 -
xz[k} _ b — Zaijﬂfg-k] _ Z aijl"g-k 1]
j=1

Lo
w j=i+1

,,FOKOZATOS VALTOZTATASOK MODSZERE”

5.4.1. Konvergencia kritérium

A Gauss - Seidel iteraci6 vizsgalatdhoz (4) - et atirjuk:
Dxj, — Lx), = Rx;,_1 +b
(D—-L)x, =Rx;_; +b
X, =(D~L) x4y +(D~L)"'b,

ahol C:=(D—-LY'R, c¢:=(D-L)'b
A Gauss - Seidel iteraci6 tetszoleges x, kezd6érték esetén konvergdl <= p ((D — L)f1 R) <1

Elégséges feltétel a Gauss - Seidel iteracié konvergenciajara :

|(D—L)'R| <1 valamilyen természetes matrixnormara.
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Tétel

Ha az A maétrixra az erls sor- vagy oszlop-0sszeg tulajdonsag teljesiil, akkor a Gauss - Seidel
iteracié is konvergal tetszoleges x, - bdl kiindulva és a konvergencia legaldbb olyan gyors, mint a
Jacobi iteraciénal.

5.5. RELAXACIOS MODSZEREK

5.5.1. Jacobi relaxacié

A Jacobi iterécio:
x, =D (L+R)x;y + D'/ *(x4_1)
Xp =%, 1~ X, +D ' (L+R)x;, , +D7'b
X =% 1 +D ' (L-D+R)x;, +D'b

X, = Xy — D7 [Ax_; — D]
~———
ez a (k — 1) - edik 1épés defektus (eltérés) vektora

A Jacobi relaxdcié interpretacidja: a k - adik iterdltat a (k — 1) - edik iterélt vektorbdl a defek-
tus vektor segitségével kapjuk. Természetes dolog egy tgynevezett w relaxacios paraméter bevezetése.

= X, = Xp_y —wD ™! [Ax;_; — b]

x, =wD 'L+ R]x, 1 +(1-w)x,_; +wD b Jacobi relaxacié

Koordinatas alak :

mz[ld LA . Zaijxgk—l] +(1-w) xgk—l}
j=1

Qg

JF

Tétel

Legyen a Jacobi iteracié konvergens.
Ekkor a Jacobi relaxacié is konvergens V 0<w<1-re.



NUMERIKUS ANALIZIS I. 74

5.5.2. Gauss - Seidel relaxacio

Tekintsiik a kévetkezd linedris egyenletrendszert:
(1) Ax=b /[ w w paraméter (A=—-L+D—-R)
wAx=wb  /+Dx
Dx = Dx — wAx +wb = Dx + w (b — Ax)
— x=x+wD ! (b- Ax)
X, = Xp_1 +wD ! (b — Ax,) Jacobi - relaxacio

x=x+wD ! (b—Ax)=x+wD ! (b+ Lx — Dx + Rx)

x=wD!'(b+Lx+Rx)+ (1 -w)x = ujra visszakapjuk a Jacobi relaxdciot =

x,=wD ' (b+Lx,_; +Rx,_y) + (1 —w)x;_; Jacobi relaxacio

Koordinatas alak :

i—1 n
N P ST L S| PRl I TR
v j=1 j=i+1

Ha az els6 Z - ba a k - adik iteralt vektor mar kiszamolt koordinatait irjuk, megkapjuk az igynevezett
Gauss - Seidel relaxaciot:

(2) x, =wD ' [b4+Lx, + Rx; |+ (1 —w)x;,

Koordinatas alak :

1—1 n
xl[-k} = i b; — Zaijxg-k] — Z aijxg-k_l] +(1-w) xz[k_l] i=1,...,n
dig j=1 j=i+1

A Gauss - Seidel relaxécié konvergencia vizsgdlatdhoz (2) - t atalakitjuk x, = Cxj,_; + ¢
forméara. (2) -t rendezve:

(I —wD'L)x;, =wD 'Rx;,_; + (1 —w) Ix;,_; +wD'b

(I-wD'L)x, =[1-w)I+wD 'R x;_; +wD'b
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= X), = (I — wD’lL)f1 [(1 —w) I+ wD’lR] Xp_q + (I — <,L)D’1L)71 wD™ b

Ez most mar x;, = Cx;,_; +c¢ alaku.

Konvergencia kritérium :

A Gauss - Seidel relaxacié konvergens tetszéleges x, - bdl kiindulva =

= p((-wD L) [(1-w)I+wD 'R]) <1

Tétel

Legyen A szimmetrikus (n X n) - es matrix.
V a; >0, 1=1,...,n

Ekkor a Gauss - Seidel relaxacié konvergens — A pozitiv definit métrix és 0 < w < 2

Elégséges feltétel :

Ha az A szimmetrikus, pozitiv definit matrix és 0 < w < 2 = a Gauss - Seidel re-
laxacié konvergens.

Ha 0O<w<1 ,alulrelaxdlas”,

ha 1<w<?2 tilrelaxalas”.

Tétel

Legyen A szimmetrikus pozitiv definit, tridiagondlis matrix. Ekkor a Gauss - Seidel relaxacié op-
timalis w paramétere a kovetkezo:

2
L+4/1-[p(C))?

Wopt =

ahol p(Cj) az ,eredeti” Jacobi iterdcié C matrixanak spektralsugara.
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5.6. KETRETEGU ITERACIOS ELJARASOK

Tekintsiik az
(1) Ax=Db linedris egyenletrendszert.
Ebbdl az

(2) x, =Cx,_;+c¢  iterdcids eljardshoz a kovetkez6 médon is eljuthatunk:

Legyen A=P—Q, ahol P reguldris matrix.

(1) = Px=Qx+b = x=P'Qx+ P 'b, ami (2) alaki.
x,=P'Qx;, ,+P b, C:=P'Q, c:=P'b
=  Px=Q0x,,+tb /-Px,

P(xy—x41)=—(P-Q)x;_1 +b

(3) P(xp—%Xp_ 1) =—Ax,_,+b & x,=(I-P1A)x,_,+P'b

Az ilyen alaku iteraciés médszereket kétrétegi iteracidos modszereknek, P matrixot prekondiciondlasi
matrixnak nevezziik (C’ =1 - P_lA).
A P métrix megvalasztdsanal két, gyakran ellentétes szempontot kell figyelembe venni:

i.) A P matrix legyen kozel az A méatrixhoz, mert ekkora C =1 — P~'A norméja kicsi,
a konvergencia pedig gyors lesz.

ii.) A P matrix legyen konnyen invertalhatd, mert kiilonben minden iterdcids 1épés tul
nagy miveletigénnyel jarna.

Néhany példa P megvalasztasara :
1.

P =D, akkor visszakapjuk a Jacobi iteraciot.

D(x,—%_1)=—(-L+D—-R)x;,_, +b

x, =D7! (b+ Lxy_; + Rzk—l)
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2.
P=(D—-1L), akkor a Gauss - Seidel iterdciét kapjuk.
3.
P = g vagy P = Du_) L , akkor pedig a Jacobi relaxéciét, illetve

a Gauss - Seidel relaxaciét kapjuk vissza.

5.6.1. Tompitott Jacobi mddszer

A (8) iteraciés mddszer altaldnositasaként kaphatd, ugyanis a médszer kapcsolatba hozhat6 a kovet-
kez6 differencidlegyenlet-rendszerrel:

Al

dy
(4) P =-4y+b, AeR™™, y,beR" y(0)=y,eR", y(t)=

Yn
Beldthato, hogy a (4) tgynevezett ,,staciondrius” megolddsa (amikor y méar nem fiigg a

t 1do6tol, azaz amikor % =0 (t—o0))az (1) linedris egyenletrendszer megoldasat adja.

A (4) -Dbélpedig (8) alaki iterdciés mddszert kaphatunk!

A (4) - ben a derivaltat kiilonbségi hanyadossal helyettesitve =

y (tr) =y (th—1)

P= = = —Ay (t)._ b

— Af y(tk-1) +b

Legyen:
y (k) = x4,
¥ (th—1) = X5 = P(xy—%p_ 1) = —Ax,_, +b (3)
At:=1

Ha At=w = P (Xk: — Kk_1) = —wAx; ;| +wb

iteraciés moédszert kapjuk, amit tompitott Jacobi médszernek neveziink.

Ha P = I , akkor EXPLICIT TOMPITOTT JACOBI médszernek (RICHARDSON ITERACIO)
nevezziik, egyébként IMPLICIT TOMPITOTT JACOBI médszernek.
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Tétel

Legyen A szimmetrikus pozitiv definit matrix, P = I, y(t) a (4) megolddsa y (0) =y,

kezdeti érték esetén.

Ekkor tlim ly (t) —x|| =0, ahol x az (1) lineéris egyenletrendszer megolddasa.
— 00 -
Bizonyitas

Legyen  z(t):=y(t)—x  ahiba, ahonnan y(t)=z(t) +x

dz

Ezt - be i
7t (4) - be irva = &

+Az=0 t>0, z(0)=y(0)-x

d
Majd z - vel skaldrisan szorozva: (di , z) + (Az,2)=0 (*)

d 1 d 1 d
et g (oz) =5 @D =5 g lzlP
és mivel A pozitiv definit = (Az, z) > 5| z||*> ahol §>0,

d
(x)-bsl = —z(t) > +20|z() [|* <0

d
Ezt szorozva €29t > (0 - val o En 20t |z (t) ||2 <0,

ahonnan integralva 0 - tél ¢ - ig = 20tz (t) |2 < ||z (0) ||?

Most gy6kot vonva és z =y — x - et visszairva, et - vel osztva

= ly () —x| <e °y(0)—x| QO

Tétel

Legyen A szimmetrikus pozitiv definit, P = I.
Ekkor az egyszerii iterdcié (Richardson iteracid) konvergens, ha

O<w< ——+ tetszoleges x, kezddvektor esetén.

Az optimalis w paraméter megvalasztasara igaz a kovetkezd tétel.
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Tétel

Ha A szimmetrikus pozitiv definit métrix, akkor az egyszerii iterdciéra egyértelmiien létezik wqpt
optimalis paraméter, amelynek értéke:

2 alol m :=min A (A)
m+ M M :=max\ (A)

Wopt =

5.6.2. A kerekitési hibak hatasa az iteracios eljarasokra
Vizsgaljuk meg, hogyan befolyasoljék a kerekitési hibdk az
(1)  x,=0Cx%,+c¢

alak iteraciés eljarasok kozelité megoldasainak sorozatat. Az iteracids mddszerek gyakorlati alkal-
magzasa soran is kerekitjik a szamitott értékeket.

Tetszoleges x, - bdl kiindulva az  x; = Cxy + ¢ pontos érték helyett a kerekitési hiba mi-
att y, =x;+¢&; ¢rtéket kapjuk, ahol g, az els6 lépésben elkovetett kerekitési hibavektor.
A masodik lépésben

Y, = CX1 +c+ey, ahol g, a mésodik 1épésben elkovetett kerekités hibéja.

fgy az (1) kozelité megolddssorozat helyett a kovetkezd sorozatot kapjuk:

(2) y,=Cy, ,+c+g,, aholg, ak - adik lépésbeli hibavektor, Yo =Xo,

Q)

o
I

(=)

Legyen el <e és vezessiik be a

Zp =Y, — X k=1,2,... jelolést. Itt z; a hibavektor.

Ekkor Y, =2z, tX;, -t (2)-befrva (1) =
== 2z, =Cz,_1 +¢€ és innen ==
lzi | < 1CH-lzea | + el < NCT(ICT - Nzpall + lexa 1) + lerll < UCN - lzpo I+

HICl ete<.. <ICI* -zl +e(ICIFt +ICI2 +...+ O] +1)

1
= Izl < ICI* - Nz ll +&
11—

1

Izl € —=7 €|, ha|Cf <1
1—C




