3.2. HUrmodszer

Legyen f:[a,b|® IR, f(a)xf(b)<0,ekkor (ab)-benvan gycke f -nek. x,:=a, x, =b.
Az x, és x, kozelitések ismeretében (ahol f(x, )xf(x.)<0)az f fluggvényt kézelitsik az
(x, f(x.)) é (x,,f(x.)) pontokon &mend egyenessel. Az egyenes xtengellyel vett
metszéspontjalegyen X,.,. A kovetkezd kozelitésben szerepld s index legyen

ik haf(x)%(x,,,)<0

>Tls haf(x )" (x.,)>0"

Képlettel: x,,x, adott, f(x,)xf(x,)<0. Ekkor
f(xk)x(xk B Xs) 7

kIl IN),
- o) <
ahol s alegnagyobb index, melyre f(x, )xf(x,)<0

X -= X -

3.5. Tétel.
Ha f1 C?[a,b],
@) f(a)xf(b)<0
(2) feés fadlandd eldjeltiaz [a,b]-n,
3 0<m £]f¢,
@ |f¢EM, <¥,
akkor ahdrmaodszer konvergens és hibabecsléﬁe

Xy~ |£ | X e, - x| (kI IN).

3.3. Szeldmodszer

Legyen f:[a,b]® R, x,:=a, x,=b. Az x, _, é x,  Kkozelitések ismeretében az
f fuggvényt kézelitsik az (x,,, f(x_,)) é (x., f(x)) pontokon &mend egyenessel. Az
egyenes xtengellyel vett metszéspontja legyen X, -

Keéplettel: x,,x, adott. Ekkor

3.6. Tétel.
Ha f1 C?[a,b]| és teljestinek a Newton-médszer Iokdlis konvergencia tételének feltételd,
akkor a megfeleld kornyezetbdl inditott szeldmddszer konvergd az f gyokéhez és

1+J§

konvergenciarendje p =

Hibabecsl ése:

Xk 41

- X Axes - X (TN,
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3.4. Newton-modszer (1669. Newton, 1690. Raphson )

Legyen f:[a,b|® IR, x,1 IRadott kezddérték. Az x, kozelités ismeretében az f
fiiggvényt kozelitsik az (x,, f(x )) pontokon &mend f ¢x, ) meredekségli egyenessel. Az
egyenes xtengellyel vett metszéspontja legyen X, ., -

Més megkozelitésben: Kozelitsik f -et az x, pont koruli elsdfoku Taylor-polinommal.
Legyen X,,, olyan, hogy Tl(f )(Xk+l) =0.

Altaldban: x, adott. Ekkor

Xpop i= X, - :()({)((kk)) (kT IN).

3.7. Tétel. ( Globalis vagy monoton konvergencia tétel )
Ha f1 C2[a,b],
@ T (ab): f(x )=0,
(2) fiés f@alandd eldjeltiaz [a,b]-n,
(3) x,1 (ab): f(x,)xf €x,)>0,
akkor az x,-bdl inditott Newton mddszer (x, ) sorozata monoton konvergdl f gyokéhez.

3.8. Tétel. ( Lokalis konvergencia tétel )
Ha f1 C2[a,b],
@ $x' 7 (ab): f(x)=0
(2) f¢allandé elgjeltiaz [a,b]-n,
3) 0<m £|f¢,
@) |[f¢EM, <¥,

(5) legyen x,1 [a,b] olyan, hogy |x0 - x*| <r= mnifvl—ml|x - a|,|x* - b|§
| 2

Ekkor az x,-bdl inditott Newton médszer p = 2 rendben konvergd az f gyokehez ésa
hibabecslése

M 2
2m,

|xk+l - x*|£ |xk - x*|2 (kT IN).

M egj egyzés. Tobbszorts gyokok kdzelében a Newton modszer konvergencia rendje csak
linedris. Erre a specidlis esetre |&ezik a modszernek médositasa.

Kidolgozott példak.

1. Példa.

Az f(x)=e*+x=0, (xI IR) megoldaséra irjuk fel a Newton modszert. Vizsgdjuk meg,
milyen X, -rakonvergens?

Megoldas.



= _eXk+Xk: -1- Xk_l: - - 1 9: - e
Xk+l . Xk o5 +1 Xk 1 e +1 (Xk 1)5 X +1ﬂ (Xk 1)eXk +1.

a) Eldszor vizsgajuk a globdlis konvergencia tétel feltételeit!

f¢x)=e* +1>0, féx)=e*>0 (" xI IR), tehét a(2) feltétel teljesiil.

Pl. [a,b] = [- 10,+10] esetén f (- 10)xf (10) <0,

igy ebben az intervallumban van gyoke az egyenletnek, az (1) feltétel is teljesil.
Mivel f@>0,ha x,1 [- 10,+10]-t tigy valasztjuk, hogy f (x,)> 0,

akkor a Newton médszer (x, ) sorozata monoton konvergdl f gyokéhez.

b) Prébadjuk a lokdis konvergencia tételt alkamazni, hogy lassuk mas feltételekkel més
eredmeényre jutunk. Mivel szeretnénk minél nagyobb kérnyezetet megadni, ahonnan inditva a
modszer konvergdl, ezért m, -re a lehetd legnagyobb, M,-re a lehetd legkisebb értéket
keressiik.

fgx)=e*+1>1, (" xI R),igy m, =1 ésa(2) feltétel isteljesiil.

f#x) =e* <1,ha x<0,igy M, =1.

Pl. [a,b] =[- 10,0] esetén f (- 10)xf(0)< o0,

igy ebben az intervallumban van gydke az egyenletnek, az (1) feltétel is teljesil.

Tehét, ha x, T [- 10,0] olyan, hogy |x0 - x*| <r:= m'n{2,|x* +1q,|x* - 0|}

akkor az X, -bdl inditott Newton médszer p = 2 rendben konvergdl az f gyokéhez.
Hibabecsl ése:

el .2
|xk+1- X |£§|xk- x| .

3.5. Polinomegyenletek gyokeinek becdése

A P(x)=ax"+ax" +...+a, ,x+a, =0, (nT IN,a,* 0,a 1 IR,i =12,...,n) vads
egyutthatds polinomok gyodkeinek elhelyezkedését vizsgdljuk.

3.9. Téd.

A P polinom barmely x, gyokére fenndll, hogy

mexfa)

X |<1+ L—=R
2

illetve 1:=——<|x].haa,* 0 (ki IN)-re
maxa,|

1+ i=0
|

Megjegyzés. Ha a, =0, akkor a 0 gytke a polinomnak, igy (x- 0)-val osztés utén kapott
polinomra alkalmazhatjuk atétel allitasat.



Bizonyitas. Az dllités elsd részének bizonyitéasdhoz tegyiik fel, hogy |x|2 R. Ekkor
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Tehd a 0 kordli R sugart kordn Kivdl a polinom nem vehet fel O értéket.

Az alitds mésodik részének bizonyitasdhoz vezessik beaz y:= L valtozot.
X

Ekkor P(x Pg—*——@ ,ahol Q(y)=ay"+a_,y"'+...+ay+a, a P polinom
reciprok polinomja. Alkalmazzuk a Q polinom y, gyokeire amar bizonyitott allitast.
|y|<1+"'1-aox| a1 —| | (kT N)-re
k a, r Xy
Ezzel atételt bizonyitottuk.
Kidolgozott példak.
1. Péda.
Adjunk korlétokat a kovetkezd polinomok gyokeire:
8 P(x)=x*- x?- 8x+12
b) Q(x)=3x*+x*- x*+x- 2
1 1
Megoldas &) R=1+2=13, r=—2 _=2=3 tong S |<13.
1 1+ 8 25 5
12 3
b) R= 1+§_§ r:i:i:g’teha g<|xk|<§.
3 3 1+§ 9 5 5 3
2 2



