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Az £ értéke n? szorzds és n? dsszeadds utdni kerekitési hibat jelenti. Igy ennek értéke nagy is lehet.

Ezért, ha még || C'|| szdm is 1 - hez kozeli, a kerekitési hibdk a megoldédst nagymértékben torzithatjik.
A gyakorlati alkalmazasoknal ezért arra kell torekedni, hogy az Ax = b linedris egyenletrendszer
x = Cx+c ekvivalens alakra valé dtalakitdsat ugy csindljuk, hogy || C'|| minél kisebb legyen.

6. NEMLINEARIS EGYENLETEK ITERACIOS
MEGOLDASI MODSZEREI

Az dltaldnos iteracié elvét most alkalmazzuk nemlinedris egyenletek és egyenletrenszerek megoldédsara.
FELADAT :

Keressiik az
(1) F(z)=0 egyenlet egy = megoldésat (gyokét), ahol 2* az (1) megoldasa, ha F' (z*) = 0.

Itt az F operdtor egy F' : D — X D C X leképezés, (X, ||.||) Banach - tér (linedris, normalt,
teljes).

Tehat (1) megoldasat D - ben (X - ben) keressiik. Véges sok 1épésben meghatdrozni (1) gyokét
azonban csak nagyon ritka esetben lehet, ezért van sziikség iteraciés moédszerekre.

Ehhez irjuk 4t (1) - et vele ekvivalens alakra:

(2) x=®(x) . fixpontegyenlet”

Ha z* a (2) megolddsa, ugynevezett fixpontja, z* = & (z*), akkor z* az (1) - nek is me-

goldasa.

A (2) megolddsdnak meghatarozasara képezziik a kovetkezd iterdcids sorozatot (kozelité megoldasok
sorozata):

(3) Tpr1 = P (xg), ahol @ iterdciés fliggvény”

KERDESEK :

1. Hogyan valaszthaté alkalmas & iterdcids fiiggvény?

2. Milyen feltételek esetén konvergal az {x;} kozelité megolddsok sorozata?
3. Milyen gyors a konvergencia?

4. Az xy kezdbértéket hogyan kell megvalasztani?
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6.1. KONVERGENCIA

Definicio :

Azt mondjuk, hogy az  {xzy} iterdciés sorozat konvergens, ha:

lim xp = 2™, vagy lim ||z —2*| =0,
k—o0 k—o0

ahol z* a (2) megoldasa, fixpontja, ami egyben megolddsa (1) - nek is.

Tétel Bolzano - tétel

feCla,b " W
Ha f(a)<0<f(b)} = 3 z*€(a,b), hogy fx*)=0

Bizonyitas ‘

Ezt intervallumfelezési eljarassal bizonyitjuk (Leindler - Schipp: Analizis I. jegyzet 151. oldal).
Legyen x9p=a, yo=05>.
Tegyiik fel, hogy xr, yr-t k=1,...,n - re mar meghatdroztuk.

Yp — T Tn4+1 = Tn, Yn+1 = Zn, ha f (Zn) 2 07
n n

2

Ekkor legyen Zn 1= és

Tn+l = 2n Yn+1 = Yn ha f (Z'rl) < 0.

fgy egymasba skatulydzott intervallumok sorozatat kapjuk, amelyre:

. . b—a
limx,, = limy, = x*, Yn — Ty = T— 0
|
Definici6 :
Legyen (X, ||.||]) Banach-tér, & : X — X X - nek énmagdba valé leképezése.

A O leképezés kontrakcié (6sszehizédas), ha 3 0<a <1 szdm,hogy V z,ye X -re

[@(z) -2y | <allz—yl .
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Elégséges feltétel a (3) iteracié konvergencigjara :

Tétel Banach - féle fixponttétel

Legyen (X, ||.]|]) Banach-tér, & : X — X leképezés kontrakci6 X - en.

Ekkor az  z = ®(z) egyenletnek 3! z* € X megolddsa, ,fixpontja” (z* = @ (z*)) , tovabbd

az w11 = P () iterdcios sorozat tetszoleges xo esetén konvergal x* - hoz, azaz klim T =x%.
— 00

SOT: A tétel bizonyitasabdl a kozelité megoldasra hibabecslést is kapunk!

Bizonyitas

1.)

{z,} Cauchy - sorozat, ugyanis:

lzp —an |l = [ (2r) = @ (2p-1) | Saflar—zpa || < ¥z —a0]
ahonnan s > k esetén:

|lzs — x| < ||2s —Tsm1 +Tom1 — ... — g1 + T — 2 || <
< ”xs—xs—lu =+ ”335—1—335—2” +.o.+ ”karl_ka <
() <ot oy —mol| +af 2z —ao || 4.+ oF oy — x| =

=(a '+ 24+ +aP) |z —aol| = (P 4 ta+1) o — x| <

1
<ol Jlor— a0

k

«
C) = llee—al < 1 o - ol

—

Tehét {xp} tényleg Cauchy - sorozat = 3 z* hogy klim xp=a", z¥eX
—00
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2.)

x* a (2) megoldisa (fixpontja), ugyanis:

3.)

x*  egyértelmi megoldas (fixpont), ugyanis:

ha n=®(n) is teljesiil, akkor

[n—a*| = [|®0m) -2 @) || <aln—a|
(1—a)|lnp—a*|| <0 ésmivel a<1 = ¥ =n
|
Megjegyzés :

Ha xp41 = xp , akkor megdllitjuk az iteracidt és xp = xpy1 = @ (1) a keresett x* meg-
oldés (fixpont).
Altalanositas :

Sok gyakorlati esetben a ® leképezés a D C X zart halmazon definialt.
Ha ® : D — D ¢és ® kontrakcié D - n, a tétel tovabbra is érvényben marad.
Ha x9 € D (igy vélasztjuk), akkor x; = ®(xg) € D, és altaldban =z € D k > 2,
tehat az iterdltak D - ben maradnak - d! z*e D, limxg=ax".

6.2. HIBABECSLES

A - PRIORI HIBABECSLES

k
(6%
(*) ||xs_xk||§17

|21 — 0 ||

Tudjuk, hogy  lim zs = x* .
S§—00

k
(*) - ban limeszre térve = |z* — x| <

| 21— zo0 ||

11—«
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Specialis esetben ez kiadja a linearis egyenletrendszerekre vonatkozé a - priori hibabecslést:
x=Cx+c¢c, &=Cx+c, |C] <1 = ® linedris leképezés kontrakcid, és

a=|C| <1

A - POSTERIORI HIBABECSLES
Vizsgaljuk:
" —ap || = 2" = 2psr + 2oy — 2k || < 2" —2pqr | + [ 2hgr — 2 || <

< @ (@) =@ (@) | + [ ®(2r) = @ (zp-1) | Sfla” —ap || +aflzp —zp—1 |

Rendezve = (1—a)|[z* —ak| <al|zp—zp—1] ,

a
ahol a <1 = ”5U*_$k||§ﬁ”$k_$k—l”

6.2.1. Az egyszeri iteracié konvergenciasebessége

¢ : [a,b — [a, ]

1
Legyen el a, b ekkor ® kontrakcié [a, b] - n.
k:= max ‘(I’/ (x)‘ <1
z€a, b }
Vizsgaljuk a hibat:
Lagrange - féle kozépértéktétel
Thyr — 2" =@ () —@(27) = @ (n)(zp—2")

ahol n=xr+0ecr, 0<O<]l, ep:=x—2x".
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Bevezetve:
(4) €k == Tf — X* = err1 = (n)ex
Ha ® () <0 [a,b]-n, akkoraz {z;} sorozat alternild,
ha ® () >0 [a,b]-n, akkoraz {z;} sorozat monoton.
(4) — erp = 0  k — oo  eseténés
n — z* (k— oo0) Iigy = lim L = ' ()
k—oo £k

Definicio :

Ha & (2*)+#0, akkor azt mondjuk, hogy az {x,} sorozat linedrisan konvergal az z* - hoz,

leps1| S K - |ex]  vagy lekr1] = O (Jex]) -

Ha @& (2*) =0, akkor azt mondjuk, hogy az {z}} sorozat szuperlinerisan konvergél
az x* - hoz.

Ekkor a Lagrange - féle kozépértéktétel nem mond semmit, de a Taylor - formula alapjan:

Tpr1 — 2 =@ (z) — D (x¥)
P (z* o9
i! ) (@ =) 2577)

O () =D (") + (z — 2%)?

* P *
~ 2 2 . Ek+1 1. %
= eht1 = K - e lek+1| = O (el vagy lim —= =2 (27),
k—o0 €L 2

ami azt jelenti, hogy a konvergencia legaldbb masodrendii, de ehhez kell, hogy @ € C2[a, b] .

Definicio :

im 2501l o (aande)

Az {x} sorozat konvergencidja p - edrendi, ha >
k—oo |€ k|

vagy lerstll =O(llex|l?) -

Kérdés : Alkalmas & fiiggvény valasztasaval a szuperlinedris konvergencia elérheté - e?
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6.3. NEWTON - MODSZER (ITERACIO)

Legyen f € Clla,b] és keressiik

(1) f(x)=0 egyenlet megolddsit [a, b] - n

Tegyiik fel, hogy 3 2* €[a, b, melyre f(z*)=0.

(1) - et atirjuk vele ekvivalens alakra, amelyre a

Legyen geClla, b, g#0 Ja,b]-n.

(8) z=z+f(z)g(z) (@=x+f-9)

P (z*)=0

lesz.

Hogy szuperlinedris legyen a konvergencia, kell, hogy P (z*)=0

O (x) =x+ f(2)g(x)

!

= P (x)=1+f(2)g@@) +f(2)g (v)

f'_/(]/_\
= (@) =1+f (@) g@)+[f(z")g ()
= 1+ [ (a")g(e*)=0

oot "(a* x € |a
= g(ib)— f/(IL’)’ f( )7&07 €[7b]

Igy a szuperlinedris konvergencidji modszeriink a kovetkezo:

e
xkﬂzxk—m k=0,1,2,...
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Tétel Konvergencia - tétel

Legyen feC?a,b] f(z*)=0, z*€la,b], f (z%)#0 (x* egyszeres gyok)

0 < m:=inf ‘f/ (x*) és M := sup ‘fﬁ (x)’ az x* valamely kornyezetében.

Ekkor 3 U (z*) kornyezet, amelyre tetszbleges zg € U (2*) kezdGérték esetén a Newton -
modszer konvergens és ez a konvergencia (lokdlisan) masodrendii.

Bizonyitas ‘

f(z)
fr@)

Legyen & (z):=z —

a.)

Belatjuk, hogy ® kontrakcié egy alkalmas kornyezetében z* - nak.
@ (z) -Q ()| <alr—yl, a<l

P (x) =@ (y) =2 (i) (z—y)

Vizsgaljuk:

Mivel f(2*)=0, f folytonosés I m, M &allanddk, azért I U (z*):=[z* -0, 2* + ]
kornyezete z* - nak, amelyre ‘CDI} <1

= ® az U (2*) kornyezetében kontrakcié.

b.)
Belétjuk, hogy S U(z*) — U(z").
Legyen 1z €U (z*), azaz |z —a*<d.
Tekintsiik: |® () —2z*| =[P (x) =P ()| <alr—z*| < |z —2| <], a<l
= V ze€eU(z*) -rtaa @(z)€ U (x*) - nak.

A Banach - féle fixponttétel miatt a Newton - mddszer U (z*) - on konvergens tetsz6leges
zg € U (z*) - ra.
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c.)

Belatjuk, hogy a Newton - médszer konvergencidja U (z*) - on masodrendii <|€k+1| =0 (|€k|2))

$k+1 - k f/ (-’I)k;) / ( ]‘) 9 /+
. I N C7))
) mn = E T )

Ek+1

Irjuk fel f - re a Taylor - formuldt az zj, pontban.

F@)= f )+ ) @) + T @y
p=at e f0) = f o)+ (@) @ -+ T @y
—— !
0
0= 7@+ 7 @) —w)+ L @ m? ) )
. f (Z'k) * ! ({) * 2
O T T gy
Ezt (x) - bairva = T — Xy = —2? ((fi) (x* _ka)2
= legr1] = O (|€k|2> , azaz a konvergencia valéban masodrendii U (z*) - on.
|
Megjegyzés :

A Newton - mddszer mésik neve érintémaodszer.

A tobbszoros gyokok esete

Sokszor nem ismerjilk az x* gyok multiplicitdsat. Ezekre hasznosak az olyan mddszerek, amelyek

/////

Otlet : ha f (r) =0 - nak z* valahdnyszoros gyoke, akkor

@
/(@)

(1) u(x) :

- nek az =¥ egyszeres gyoke lesz.
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Most wu(z) =0 - ra alkalmazzuk a Newton - médszert:

/ 2
P . f (@) [£ ()]
o () 7 @) {1 @l — f () £ ()}

f () £ () k=012 ...
[ @) = £ (n) £ () o

= Tl = Tk —

Belathatd, hogy ha a jobb oldal kelléen sima, akkor e médszer konvergencidja méasodrendii marad,
de ez a moédszer kisebb hatékonysagu altaldban, mint az ,,eredeti” , mivel a masodik derivaltat is

szamolni kell minden egyes lépésben.

Ha a gyok multiplicitdsa ismert, mondjuk r, akkor igaz a kovetkezo:

Tétel

A tett feltevések mellett az

IR C7)
(2) a1 =Tk =T @)

formula konvergencidja is masodrendii, ha a gyok multiplicitasa r.

Bizonyitas

@ —  ceaa=s-ar R @)
(8) (2" —aeg1) - f (xx) = (@ —ap) - f (xx) + 7 f (22)
Legyen  g(z):=(z*—a)-f (x)+r- f(x)

Tudjuk, hogy z* az f - nek r - szeres gyoke = g(x*)=0



NUMERIKUS ANALIZIS 1. 90

Vizsgaljuk:

, " * (r) * (r+1)
gx)=g@*)+g (x*)(x—m*)—i—g ;U ) (J:—x*)2—|—...+gr(!x)(x—x*)r—i—g(r_i_l()g!) (2 —a*) !
(r+1)
= Jsw=0 Vet @
Tovabba f Taylor - sora:
ol C(r=1)!
(3) = (@ — 1) - [ (wr) = g () = (2% — xpy1) = ;,((ZZ))
Ide beirva (4) -et, (5) - ot:
(r+1)
g(r " 1()&;) (ﬂfk . x*)T+1
($* - xk’-i—l) = (r)
f (77) ($ _ l‘*)T_I
(r—1)1 "k
* _ g(T—H) (E) *\2
= sy gy )
¥ — zpp = C - (z), — 2¥)? = lers1] < C - le]? a derivéltak korlatossagat feltéve.
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6.4. SZELO MODSZER

A Newton - médszer egyik hatranya lehet, hogy derivéltat kell szamolni. Ezt kiiszoboli ki a szeld
modszer. A derivaltat kiillonbségi hdanyadossal helyettesitjiik.

Logron  f () o 108 = T (micn).

Tp — Th—1
o [ (@k) o f (k) (g — wp—1)
Y 7N e 1 o) R T o ey g ey
Tp — Tk—1
w1 f (Tr) — 2 f (21) B
I B ey poy S
Megjegyzés :

i.)

A szel6 moédszer nem irhaté  xpy; = ® (x;) alakban, mint a Newton - mddszer,
most ugyanis két kezd6értékre van sziikség :  xg, 1

A szel6 médszer konvergenciasebessége kisebb, mint a Newton - médszeré.

1+v5

~ 1.61
5 618

A konvergenciasebesség:

6.5. MODOSITOTT NEWTON - MODSZER

Most az érinté helyett mindig f (x) meredekségii egyenes gyokét hatarozzuk meg.

f (k)
f' (o)

— Tht1 = Tk —
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6.6. KONVERGENCIAGYORSITAS : AITKEN TRANSZFORMACIO
(AITKEN A’? MODSZERE)

Tekintsiink egy konvergens {xj} sorozatot klim xp = x* , amelyik linedrisan konvergal z* - hoz:
— 00

(1) Tpr1 — o R a(xp—2*), ahol 0<a<l

Az (1) segitségével a és z* kifejezhets a kovetkez6 médon:

(1) = Tpo — % = a (x4 — %) (2)
N o = Tha2 ~ Thid
Tk41 — Tk

Ezt (1) - be irva =

2
Tk Ty — Thyy
Tt2 — 2Tp41 + Tk

(9 | =

Varhato, hogy az i, Trp+1, Treo segitségével x* jobb kozelitése kaphatéo meg, mint az eredeti
{z1} sorozat.

2
1 T Ty2 — Tpyq
=

Tpt2 — 2Tp41 + Tk

x (3)

De (8) numerikusan instabil formula, ezért atirjuk:

(3) — (T2 — 2241 + Tp) T = T Tpyr — To g = (Tpgz — 2Tt + ) Tp — (T — Th)

(Tpy1 — 1)°

Ez mar numerikusan stabil formula.
Tgto — 2Xp41 + T

> ;U*:xk—

Bevezetve a kovetkezd differenciaoperatorokat:
Azy = Ty — T

2 o _
Az = Axpp — Az = Tgo — 20541 + T

fgy (3) alakja: C gy By (4)
gy alakKja: r = Xk Aka
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A jobb oldal szdmoldsaval {95;@} transzformalt sorozatot kapjuk, ami gyorsabban konvergal z*

- hoz, mint az eredeti sorozat.

(5) Ty = Tf —

Tétel

Legyen 0 < a <1 olyan szdm, amellyel az {x}} sorozat a kovetkezé mddon irhaté:
(6) Tht1 = (a +5k) xp , ahol khm 0, =0.
— 0

Ekkor az (5) transzformadlt sorozat elég nagy k - ra jol definialt és {:z;c} gyorsabban konvergédl z*
- hoz, mint az {x}} sorozat abban az értelemben, hogy:
a:;g —x*

lim =0
k—oco xp — x*

Bizonyitas

Legyen € =T —x* .

Ekkor (6) - Ek+1 = (Ck + 5k) €k (7)

Vizsgaljuk (5) - ot:

7
Tpyr — T = (Tpy1 — %) — (2p — %) = €py1 — €k D ey [(a — 1) + 0]

Tovabba:
_ * * K (7)
T2 = 2Tp41 + Tk = (Thgr — @7) — 2@p41 — 207) + (2 — @7) = Epq2 — 2641 + 64 =
= epq1 (@ + 0pp1) =2 (a0 + ) ep+ep = ek (@ + 0p) (@ + Op1) — 26k (@ + Op) +ei = € [(Oé — 1%+ |,

ahol py a tobbi tagot tartalmazza, amelyekben d, 11 szerepel. ur — 0 (k — o0)

e [(a —1) + 6]

Ezeket figyelembe véve (5) == ), — 1% = (v —2*) — 5
€k [(a -7+ Nk]
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x), — x* _q1_ (0 — 1) + 0]
mmat T (e ) b

6.7. AITKEN - STEFFENSEN TRANSZFORMA CIO

Tekintsitk az ~ xg41 = ® (x) iterdcids sorozatot, amely az f (z) =0 egyenlet z* megolddsahoz
tart. Képezziik a kdvetkezd transzformalt sorozatot:

_ (yo — 20)° - (y1 — x1)°
Lo T1=x0— —— (5 —— To=x] — ——
20 — 2y0 + xo 21 — 2y1 + 21
Yo = P (o) y1 =P (r1) y2 = P (22)
20 = @ (yo) 21 =@ (y1) z2 = @ (y2)
(ykfl - 901@71)2
8 Tp = Tp—1 —
(8) 2k—1 = 2Yk—1 + Tk

Allités
Ha az xp41 = ®(xp) iterdcids sorozat linedrisan konvergdl z* - hoz, akkor a (8) sorozat
legalabb mésodrendben konvergdl x* - hoz (q{ (x*) # O).

6.8. BECSLES POLINOM GYOKEINEK ELHELYEZKEDESERE

Legyen

P
P

(zn)
(zn)

3

f(z) =0 helyett most P, (z)=0 = Tptl = Tp —

33

a Newton - mddszer polinomokra.
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Tétel

Tekintsiik a Py (2) = apz™ + an_12" '+ ...+ a1z + ag polinomot,
és legyen a, #0, ag#0 és
A:=max {|ap—1] , lan—2| , ..., |aol},

B :=max{|ay| , lan-1] , ..., |a1|}.

Ekkor a P, () polinom gyokeinek elhelyezkedésére igaz a kovetkez6 becslés:

1 A
0< —7F <lml<14+—
14— [an
|ao]
‘ Bizonyitas ‘

Vizsgdljuk P, () - et |x| > 1 esetén. P, (z) - et rendezve:

1

P, (z) —ap—12" " — ... — a1z — apg = apx"

= | Py, ()| + ‘an_lac”*1| +...+arz|+|agl > |an|-|z|" > |an||z|" — A (\x\”_l +.o4 x|+ 1) =

n—1 n
-1 || 1
— X n_AL > . n_A — n —Ai

A
Legyen zj a polinom gydke = | P, (x)] =0 = lan| — =1 <0 =
Tk| —
A

o) — 17

A
lan| - |zK| = |an| < A, |$k|<1+a—

|an

= lan| <

A

Tehdt a P, () = 0 egyenlet gyokei a komplex szamsik R = 1 + ﬁ sugaru nyilt korlemezén
an,

helyezkednek el, specidlisan a valés gyokok a (—R, R) intervallumban.

Also6 becslés :

Mivel ag # 0 = a 0 nem gydke a P, (z) polinomnak. Ezért, ha z; a P, (z) poli-

nom gyoke, akkor — a P, (x) tugynevezett reciprok polinomjanak a gyoke lesz, ahol a reciprok
Tk
polinom:

P, (z) =apz" + a1zt + ...+ an_12 + ay
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Tekintsiik:

1 1 1
P, (zx) = ana} + an_lwz_l +...tarxp+ap =} (an +an1—+...Far—— + aow) =0
z

T k k

— b, <1> =0  tehat

Lk

— a P, reciprok polinom gycke.
Tk

Most alkalmazzuk a fels6 becslést a reciprok polinom gyokeire.

1

Lk

B 1
ag 14—
|ao|

A negativ valés gyokok a [—R, —r], a pozitiv valés gyokok az [r, R] intervallumban helyezkednek
el.

6.9. NEWTON - MODSZER POLINOMOKRA

f (k)
[ ()

Legyen f(z)=0 Tht1 = Tk —

P,(x)=0

Ha polinomokra alkalmazzuk a Newton - médszert, akkor a feladat P, (z9) és P, (o) helyettesitési
értékek meghatarozasa.

(*) P, () = (x —20) Qn-1(x) + by alakban i{rhat6, ugyanis P, (z) - re a Taylor - formulat
zo - ban felirva:

, (n)
P, (x) :Pn(xo)+Pn(a:0)(a:—:co)+...+Pnl(xo)(x—xo)”
P, (z) = (x — x0) Qn-1 (x) + P, (x0) , ahol
Qno1 (z) =bpa" L+ by 12" 24t bm b s | Po(zo) =bo |

Qn-1 - et (x) - bairva =
e P, (z) = (x — zo) (bna:"_1 +bp12" .+ b1) + by =
= by + bn_lxnfl + ...+ bz + by — bnxol'nfl — bn_lmox”” — .= bz =

=b,x"™ + (bn—l — bnx()) [k 4+ ...+ (b1 — beo) xr + (b() — bl.%'o)



