Newton-modszer

Otlet :
A k-adik lépésben f-et kozelitsiik az (xy, f(xx)) ponton atmend f’(xj) meredek-
ségli egyenessel (érints). xx,1 az egyenes és az x-tengely metszéspontja.
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8. Tétel. Monoton konvergencia
Legyen f € Cf, ) és

1. dx* € a,b]: f(x*)=0 (az dbrdn &)
2. f" és f" dllando eldjeld (>0, vagy <0).
3. xo € [a,b]-re f(xo)- f"(x0) > 0.
Ekkor az xy-bol inditott Newton-mddszer monoton konvergdl az x* gyokhoz.

Bizonyitds. Csak az f'>0, f”>0 esetet nézziik, a tébbi analog moédon bizonyithato.
Irjuk fel az f fiigvény x;, koriili Taylor-polinomjat masodrendii maradéktaggal.

f) = fl+ )+ T =
- ek(x)+f”(2§k)(x—xk)2,
ahol e, az érinté egyenes. Az & = z;, helyen:
frs) = exlan) F L) ()2 > 0 .

0



f(z0)>0a 3. feltétel miatt, tehat f(zy)>0 Vk-ra. Igy az oy =25 — J{,(( )) <TE =
x), monoton fogyd sorozat. Az 1. feltételbsl 0 = f(a*) < f(zx) = a* < xp, mivel
f szigortian monoton noévs, tehat xy alulrol korlatos. Mivel x; monoton fogyo és

alulrol korlatos, konvergens.
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k — oo mellett (*) egyenlet:
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mert @ korlatos és xyy1 —xr — 0, mert x, Cauchy-sorozat. Az f szigorti mono-
tonitasa miatt f(z*) = f(a) =0= 2*=a. [

9. Tétel. Lokdlis konvergencia
Legyen f € C[me] és

1. Jz* €la,b): f(z*)=0 (az dbrdin &)
2. f'(z) #0 Vz € [a,b]

3. my = g[lfb |f'(x)] >0

4. My:= sup [f"(z)] < oo
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xo € [a,b]: |xo—a*| <7 :mlnm |z* —al; |z* =),

ekkor az xg-bol inditott Newton-modszer konvergdl az x* gyékhoz és a konvergencia
rendje 2.

Bizonyitds. Az f xj, koriili Taylor-sorfejtésébdl x* hellyel:
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Teljes indukcioval belatjuk, hogy |z —x*| < r, minden k-ra.
|zg —x*| < r az 5. feltétel miatt.



